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第 一 章 向量 值 函 数 的 积分 与 
向 量 值 测度 


本 章 日 的 在 于 把 实 分 析 中 的 基本 概念 推广 到 向 量 值 情况 ， 这 
里 的 讽 量 通常 指 研 范 线性 空间 中 的 元 ， 由 于 分 析 数 学 的 基础 是 收 
化 概念 ,而 无 限 维 赋 范 线性 空间 父 有 车 于 种 不 记 的 拓扑 结构 ,因此 ， 
实 分 析 中 一 个 概念 , 在 向 量 值 函数 型 论 中 , 往往 可 以 引伸 出 强 形 式 
的 推广 和 弱 形 式 的 推广 其 者 有 区 中 ,又 有 联系 , 在 某 种 傅 况 下 还 
可 能 是 一 致 的 ,它们 分 别 应 用 十 不 同 问 题 的 研究 , 丰富 了 向 量 值 函 
数 分 析 的 内 容 . 

作为 引 于 ， 我 们 首先 在 $1.1 中 建立 了 向 量 值 庙 数 的 微 积分 ， 
有 从 简要 的 讨论 中 人 们 可 以 看 到 , 由 数值 函数 过 读 到 向 量 值 国 数 , 相 
应 的 概念 可 能 如 何 推广 , 也 能 初步 体会 到 Hahn-Banach 定理 . 共 
鉴定 理 等 泛 国 分 析 的 基本 结果 人 芷 这 类 推广 中 的 作用 .$1.2 和 
813 用 于 讨论 向 量 值 函数 的 可 训 性 ,并 在 此 基础 上 导出 Bochner 
积分 和 Pettis 积分 ,它们 是 Lebesgue 积分 在 强 , 弱 两 种 情况 下 的 
推广 ， 也 是 较 常 岂 的 两 种 向 量 值 限 数 的 积分 ， 本 童 的 另 一 个 对 象 
是 $11.4 所 讨论 的 向 量 值 测 度 ， 对 这 种 可 列 可 加 向 量 值 集 了 前 数 的 
研究 ， 不 可 避 剑 地 要 大 量 使 用 前 两 节 所 提供 的 工具 ， 我 们 在 这 一 
节 中 初步 介绍 了 向 量 值 测度 的 Radon-Nikodym 性 质 ， 人 们 对 读 
问题 研究 的 兴趣 至 今 未 衰 ， 我 们 还 用 一 定 的 篇 幅 讨 论 了 数值 函数 
关于 辣 量 值 测 讼 的 积分 , Hilbert 空间 上 的 谱 积 分 当然 可 以 看 作 这 
里 的 一 个 特例 
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2 第 一 这 ”向 最 情 衣 数 的 积分 与 向 暴 值 普度 


$1.1 向 量 值 泣 数 的 微 积 分 


在 本 书 忠 ， 我 们 用 到 表示 实数 域 或 复数 域 ， 开 表示 赋 范 线性 
空间 .本 节 中 所 谓 同 量 值 国 数 是 指 从 政 的 子 集 包 到 总 的 任 一 单 
值 映射 ， 

本 池 作 为 初等 分 析 的 推广 ,主要 讨论 坷 量 值 质数 的 连续 性 . 可 
导 性 和 Riemann 积分 由 于 Banach 空间 中 有 几 种 不 同 的 拓扑 
结构 ， 即 有 几 种 不 同 的 极限 ， 机 而 相应 地 产生 了 几 种 不 同 的 连续 
性 ,可 导 主 等 概念 


1.1.1 向 重逢 区 数 的 连续 性 
定义 ” 设 如 CC 及 ，z 是 定义 于 怠 取 值 于 互 的 向 量 值 亩 数 ， 即 
FI- EN 
(i) 如 果 对 一 切 EX*， 
lim fz) = (nD), 


则 称 字 在 i 弱 连 续 ; 
(i 如 果 
lim la}—x(t0 一 0。 


则 称 z 在 io 强 连续 ; 

如 果 z 在 人 上 每 一 点 均 是 弱 ( 强 ) 连 续 的 , 那 末 , 称 z 在 怠 上 于 
《 强 ) 连续 . 

显然 ,如 果 疝 最 值 国 数 ?在 证 强 连 续 ， 则 必 在 所 弱 连 续 ， 但 
反之 不 然 ， 

例 1 设 有 问 量 值 阔 数 x:L9,1;-*， 


§1.1 向 最 值 国 束 的 并 积分 3 


es t=1, 
-| 各 
0 ， 其 它 ， 

其 中 ,en 是 中 第 个 化 标 为 1 ,上 其 余 红 标 为 0 的 元 ， 于 是 , 易 见 
w-limz(f)=0, 但 | 民 去 ) 一 x(0)|=1， 所 以 2 在 0 点 弱 连 续 而 不 
强 连 续 . 

特别 地 , 设 B{ 生 -> 怠 ) 为 下 上 有 界线 性 算 子 全 体 ， 则 它 按 算 子 
范 数 是 赋 范 线性 空间 ， 自 然 可 坟 考 性 定义 于 马 取 值 于 吾 ( 科 -> 瑟 ) 
的 阶 量 值 函 数 (也 称 作 算 子 值 函数 )， 这 时 ， 常 用 到 下 列 连续 性 的 
概念 ， 
定义 ” 设 有 向 量 值 函数 了 :只 -> 五 (三 -> 三 )， iE0， 
(iD 如 果 对 任何 EX, fEX*, 均 有 
lim fF(UC() U0)) 7) =0, 


则 称 乙 本 to 处 按 辑 算 子 拓扑 连续 ， 
(ii) 如 果 对 任何 XS 均 存 
lim | EY— UE)) |=0, 


由 称 己 二 如 处 按 强 算 子 拓扑 连续 ; 

《iii 邵 果 

dim Iu}—VU (=0, 

则 称 鼠 在 6 处 按 一 臻 算 子 拓扑 连续 . 

显然 ， 由 算 千 值 函 数 按 -- 致 算 子 拉 失 连续 可 以 导出 按 强 算 子 
拒 扑 韦 续 , 由 按 蝇 算 子 拓扑 连续 又 可 导出 按 弱 算 子 拓扑 连续 . 但 反 
之 来 必 有 成 站， 污 者 可 上 自行 举 一 相 朵 的 例子 . 

定理 1 设 只 是 了 中 的 方 界 闭 集 ， 

(i》 如 果 向 最 慎 亲 数 了 : 昌 -> 诗 如 斑 续 ， 册 fzC2D11tES} 是 
有 上 内 集 ; 


二 第 一 家 ”向 量 伪 防 数 的 积分 与 占 量 值 测度 
(ii) 如果 算 子 值 国 数 1 一 BE 一 和) 按 弱 算 子 拓 扩 连续 ， 
并 且 互 是 Banach 空间 , 则 {UCE|tEQ} 是 有 界 集 . 
证 (i) 和 由 假 弃 , 对 任何 EX*,f (x(t) 是 名 上 的 连续 数值 晴 
数 , 因此 ,在 马上 有 界 , 即 
suplf (x(t) | < 十 cc， vfEX*, 
记 人 为 戏 人 有 映射 五 忆 玉 **， 上 式 有 为 
suplr (z(t)) (f) | vfIEX*, 
出 共鸣 定理 得 到 
suplr a(t) < 十 co， 
但 上 zc291== rxttDbD 所 以 
suplz(t) < + oo. 
(ii 由 贫 设 ,对 每 个 zS, tF 一 >U(f)z 是 能 连续 的 向 量 值 国 
数 , 定 闵 于 嫩 , 由 他 可知 
suplU(t)zl< + oo, YrEX, 
再 利用 共鸣 定理 , 即 知 
sap1 CE) < + 0. 证 毕 . 
定理 2 没 虽 是 & 中 的 有 界 六 集 ， 向 量 值 函数 z: 已 一 到 强 
连续 , 则 它 在 品 上 必 是 均匀 强 连 续 的 , 即 对 任何 e>0， 存 在 SG>0， 
GE EE 1 一起] 志 5 时 
| 人 1 ~-xt{te) 1] < e， 
这 个 结论 的 证 明和 数值 函数 的 情况 完全 一 臻 , 此 处 从 赂 ， 


1.1.2 向 量 值 函数 的 可 导 性 
定义 ” 设 吕 是 下 中 的 开 子 集 , to5 吕 ,耐量 信函 数 7: -> 荆 称 
为 在 二 处 强 可 导 , 是 指 存在 zs 六 , 使 生 


§1.] 向 提 值 冰 数 的 微 积分 S 


， z(to -halto) 
lim 天 
-0 


称 xo 为 尺 让 在 如 处 的 强 导 数 ; 称 向 量 值 函数 x 在 如 处 弱 可 导 ， 
是 指 存 在 zxS 鼠 , 使 得 


limf( St )=feo, YIEX* 


Xo | =0, 


hr0 
此 时 , 称 zo 为 z(t) 在 处 的 絮 导 数 , 记 为 和 一 并 to) 

显然 , 强 可 导 必 定 弱 吕 导 , 并 且 . 强 导数 即 是 弱 导 数 ，w 在 tn 的 
强 导数 一 般 仍 记 为 x (#0)， 反 过 来 ,给 可 导 示 必 强 可 导 , 下 面 就 是 
一 个 例子 . 一 

例 1 设 有 向 量 值 销 数 x: (一 1, 1 一 


1, sl 
< 人 UE 入 
0 ， 其 已 ， 
ez 是 天 中 第 到 个 举人 标 为 1, 其余 全 杯 为 0 的 元 ， 于 是 
_1 
0 top? 
i 
0 » 其 它 ， 
由 于 世 im = 0, 因 此 zz 看 tu= 0 处 弱 可 导 , 且 x' (0) 一 多 
<( 寺 )—z(0) 
但 是 名 和 一 一 二 1, 因而 x 在 fo=9 处 不 是 强 可 导 的 . 
| 


由 定义 容易 知道 如果 向 是 值 并 数 z: 吕 玉 了 在 本 处 蝇 可 导 ， 
塘 末 对 全 何 fE 苹 *， 相 应 的 数值 函数 f(xC1))》 必定 在 如 处 可 导 ， 
而 且 

{fOr EC、 
但 晨 , 这 个 结论 的 赣 俞 题 服 共和 不 成 六 关于 这 一点， 此 处 不 握 详 


a 第 - 间 疝 最 杆 贰 教 的 积分 与 向 是 值 测度 
细 ji 汁 这 . 
定理 1 设 吕 是 站 中 的 一 个 区 域 ,让 什 有 兵 数 zx: 如 -> 芒 ， 则 
的 txoftE 人) 的 充 刘 条件 足 z 驱 可 号 日 ?1 二 0CE0)， 
证 必要 性 是 显然 的 ， 下面 证 明光 分 性 : 没 工 盟 可 导 目 2{ 扫 
三 O02)， 此 时 ,对 任何 EX*, f(z) 在 吕 内 可 导 。 且 满 是 


EN} = ft)) =400) =0, 


因此 ,了 (z(t?) 为 常数 值 冰 数 ， 任 取 toe 台 , 即 有 
HOC) = ft) VE 
从 面 必 有 z(t0) CED)， 正 些 . 
不 难看 出 ， 在 某 一 点 絮 { 漠 ) 可 导 的 向 最 值 隙 数 必 在 读 点 眶 
《 强 ) 连续 ， 实 际 上, 还 可 以 有 进一步 的 结论 ， 
定理 2 设 x 是 定义 于 开 梨 介 的 向 最 值 疯 数 ，to52, #5 在 本 
絮 可 乍 , 则 z 必 有 有 to 强 连 续 ， 


证 对 任意 的 [5 0, 忆 zi -z(to6s) 一 z(to)], 由 于 


n 


在 是 能 可 导 , 所 以 对 任何 厂 世 +, 极限 
limf (a) 


存在 .和 和 111 的 定理 1 一 样 ,可 短 存 在 常数 型 ,使 得 


SUpizs | 
本 


从 而 
Iz Ctot 6d) (to) | 所 江 15; 1—0, 
即 z 在 w 是 强 连 续 的 证 毕 ， 


1.1.3 向 量 值 出 数 的 Riemann 积分 


为 了 便于 今后 的 应 用 ,这 里 简单 介绍 一 下 向 量 值 角 数 的 Rie- 
mann 积分 ， 


1.1 向 扯 蔬 函数 的 纳 积 分 ? 
定义 ” 设 x 是 定 交 于 实数 区 间 Foa, B81 而 取信 王峰 范 线性 空 章 
站 的 问 量 值 涪 数 ,对 [a, 5 的 任 -有 限 分 割 弛 ;4 = 出 过 机 之 之 机 


这 记 4= max(tsy1 一 地; 如果 存 在 zx 部， 使 得 lim1Ss 一 z 吉 ==0， 奢 


末 称 zt 在 [a,5] 上 Riemann 可 积 ，z 称 为 ztf) 在 [9,5] 上 的 
Riemann 积分 , 记 作 


各 一 | .Cat. 


由 定 交 立即 可 知 ; 如 果 xz( 站 是 Riemann 可 积 的 向 量 值 函数 ， 
泛 国 帮 古 *+， 那 末 f(z(tt》) 必定 是 Riemann 可 积 的 数值 国 数 ， 
而 且 

人 ze)=f freer. 

和 数学 分 析 类 似 地 ,有 下 述 基本 定理 , 

定理 1 设 向 量 值 国 数 z(t) 定 尖 于 fa, 8]， 取 什 于 Banach 
空间 瑟 ,x 在 [a,?] 上 强 连 续 , 则 zx 必 在 [a;8] 上 Riemann 可 积 . 

证 对 任意 给 定 的 se 汪 0, 取 860, 使 得 


| 站 一 站 | <8 bo taE La br) — z(ts) | < 


由 1 1.1 定理 2, 这 是 可 以 办 到 的 .于 是 ， 当 分 割 急 ,, 急 ; 的 相 领 
分 点 最 大 距离 都 小 不 6 时 ， 


£ 
加 一 站 


由 于 扎 是 完备 的 ， 茂 仿 数 学 分 析 可 证 {8g} 必 收 化 干 至 中 的 一 个 
元 ， 让 上 毕 . 


158s ,一 访 s。| 反 (68—a)=e. 


和 


有 第 一 音 ”向 量 慎 曾 数 的 税 分 与 辣 基 慎 测 座 
定理 2 (Newton-Leibniz 公式 ) 设 庆 是 Banach 空间 ， 辐 


量 值 函 数 x;:fa,5]-> 世 在 19,58] 上 弱 可 导 ， 丽 且 Y (在 [ay 打上 
Riemann 可 积 , 则 


[Ce =7(6) —z(a), 
证 对 任何 feX*, 利 用 1.1.2 的 定理 2 有 
Af Ca = fC) et 


td 
-| Gf (ta 


= 了 0) — fr). 
因此 


[a tat 二 x(5) 一 +(a). 证 毕 . 


$1.2 向 晶 值 可 测 沙 数 


向 量 慎 国 数 Riemann 积分 概念 在 应 用 上 往往 受到 较 大 的 跟 
制 , 人 们 报 据 实 变 靖 数论 的 经 验 ， 试 图 堵 论 更 为 一 般 的 Lebesgue 
积分 ， 为 此 , 我 们 先 引入 问 量 值 可 测 函 数 的 概念 . 


1.2.1 可 测 函 效 的 定 久 

在 本 节 中 ， 设 (人 9， 经 ，1) 是 完全 主 度 空间 ， 互 为 隋 范 线性 
空间 . | 

定 尽 ” 设 有 向 量 慎 男 数 *: 只 一 琶 , 如果 对 任何 三 针 *, 数值 函 
烙 Fz 人 CE 六 是 (5 且 ,由 上 的 可 调 国 数 , 财 称 z(2 是 (人 2 5 上 
的 弱 可 测 函 数 . 

定义 ” 设 有 入 莉 们 了 尔 数 旨 -> 苹 ， 如 旭 可 以 把 日 分 稻 为 有 限 


#1.2 向 量 值 可 测 国 数 
个 (或 可 全 个 ) 王 不 相交 的 可 测 代 5 的 着, 在 每 个 5 上 ;江门 琉 常 
值 sxe, 则 称 x 为 有 限 ( 或 可 数 ) 秆 函数 名 . 

定义 ” 称 向 景 值 隙 数 zx: 吕 一 三 是 (如 ,5 上 强 可 测 函 数 ， 
是 指 存 在 一 列 可 数值 沙 数 {zwj ;使 得 {xs} 几乎 处 处 强 收 殴 于 z， 

由 定 艾 容易 看 和 到 : 有 限 值 东 数 和 可 数值 卫 数 都 是 强 可 测 的 , 而 
和 且 也 是 器 可 漠 的 ; 定名 于 如 的 强 {器 ) 连续 的 应 量 慎 国 数 必 是 强 
《 弱 ) 可 测 的 ; C2， 22, 1) 上 强 ( 镜 ) 可 测 的 向 量 值 晴 数 的 线性 组 合 孔 
十 强 { 弱 ) 可 调 的 . 

定理 1 淡 (2, 统 , 由 是 全 有 限 完 全 测度 空间 , 则 向 量 值 函数 
z(t?) 强 可 测 的 充 村 条 件 是 x(2 为 有 限 什 汕 数 列 几 和平 引 由 强 收 第 的 
极限 . 

证 只 要 证 朋 必 要 性 ， 设 x(1) 强 可 测 ， 十 是 存在 一 到 可 数值 
蚂 数 :zntt 站 和 一 个 零 集 0, 当 iE 人 9\f90 有 时， 

Sn ty w(t), 


狠 马 上 定 区 的 月 限 什 函数 地 (it 使 律 1(B,) < 此 中 B=: 
| 儿 t) 兴 (二 ， 由 于 (9) 之 co， 这 是 可 以 办 到 的 ， 记 1: 


mB 有 :0， 当 EONCOoU 1 时， 存在 N，n>N 时， 


办 信友 


1 五 故而 
s-limz.(t }= Ss-limgent t )= zrt), 


即 xf 是 有 限 值 说 数 到 几乎 处 处 强 驳 雍 的 极限 。 证 毕 , 


1.2.2 强 可 测 与 绚 可 测 的 关系 


由 定义 容易 得 到 下 面 的 结果 ， 
定理 1 设 z( 匀 是 (9, 统 ,上 澡 可 各 的 向 量 仁 联 数 , 则 zt 芋 ) 


”通常 把 有 限 值 函数 也 视 为 可 数值 的 数 . 


re 
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是 蓄 吕 测 亢 数 ，1z( 1 让 实 值 可 调 乓 籽 . 

证 由 假设 ,z(t) 是 一 到 可 数值 铺 数 izw(2)} 几乎 处 处 强 收 伊 
的 极限 ,注意 到 对 fE 革 *, 了 (got)) 及 ira( | 均 是 可 数值 函数 ， 且 
几乎 处 处 收 雍 于 了 (z(t)) 和 jz(t)'， 因 此 ，z(t) 是 弹 可 测 函数 ， 
1z(Ct 是 实 值 可 测 函 数 ， 证 毕 . 

为 了 进一步 讨论 强 可 测 与 台 可 涡 的 关系 ， 再 引入 一 个 报 念 . 

定义 ”向 量 值 前 数 x: 介 一下 称 为 可 分 值 函 数 , 是 指 {z(t) | 
加 是 下 的 可 分 子 集 ， 如果 存在 各所 史 , (00) 一 0, 使 得 {2z(1)|iE 
人 84) 是 可 分 的 , 则 称 向 量 值 函数 xzCt) 足 凡 平 可 分 值 函 数 ， 

引 理 1 设 { 昌 , :到 , pn) 上 给 可 测 同 其 值 函数 xf) 是 几乎 可 分 
值 的 , 则 上 z(t 六 是 实 值 可 油 隧 数 ， 

证 ”因为 改变 实 伟 函数 1z(t)i 在 零 集 上 的 值 并 不 影响 其 可 测 
性 , 胡 不 站 没 zE) 是 可 分 值 的 ; 必要 时 再 用 span {fzfCt) 引 好 代 
桩 症 ,可 知 又 不 妨 设 站 本 身 是 可 分 空间 . 

由 于 各 可 分 ,存在 可 列 集 fei 在 互 中 重奖 ， 对 每 个 ma 又 存在 
E+ |f=1, 使 得 了 Cz) = 外 因此 ,对 任何 xz 在 ， 以 及 > 
0, 必 有 了 使 得 |z 214 二 2 从 而 

zl— elzl= ft) :sup |fr tr) [sssup [fatr) [+ e, (1) 


十 为 。 是 和 任意 的 ; 屿 苇 过 可 得 


lz) -suplfi(x)|, rEK, (2 
在 上 式 中 取 为 开门 ,就 得 到 
lzCON= suplfatr(t) |, LED. (3) 


由 于 x(#) 是 弱 可 袜 的 , 妈 产 (zcC (=1,2,…) 都 是 可 测 函 数 ， 从 
《3) 立 即 可 知 ]z 人 可 测 ， 证 毕 . 

定理 2 《Pettis) 测度 空间 (4, 统 , x) 上 向 量 值 函数 z(t) 强 
可 测 的 充 竖 条 件 吓 x( 引 为 允 可 测 且 是 几乎 可 分 值 的 、 


$ 41. 2 问 是 值 可 测 国 数 11 
证 必要 性 设 x (站 是 串 测 , 则 由 定 慑 1， 诬 记 是 名 可 阐 的 ， 
取 “ 列 可 数值 函数 zt 二 和 零 业 人 90, 使 得 
ri) slimetlt) Wi 人 an 


记 了 ,T2001IERDNOw R= 1 3] , 则 X 是 可 分 子 集 ， 显 然 ， 
{zt t))] [EN CEI, 国 枉 ,x( 门 居 儿 乎 可 分 值 的 .. 
充分 性 ” 国 为 在 一 个 零 测度 的 集合 上 改变 向 量 值 函数 x( 引 的 
值 , 不 影响 其 强 可 油性 , 故 不 妨 设 z( 丰 赴 可 分 值 的 ， 设 tre 下 ,一 
1,2,…, 注 足 
{x(t) ED}C izelE 1, 2, °°}, {4) 


记 Bin = t | [zt t) ~ 2 | < 二 出 想 设 ， 于 x(t) 一 zy 应 用 引 埋 
1 ,可知 Bzs 可 测 ， 及 出 (4) 式 可 知 ; 村 每 个 兄 ， 


om 
在 吕 上 定 允 向 量 值 图 数 zw tt 如 下 : 


z(t)=， 当 tEBo\ [Bj 时， (5) 
了 =1 


EE-1 
显然 ， Bln U Bmth=1, 2， 是 -- 列 互 不 相交 的 可 测 集 ， 其 并 是 
3=1 


人 昌 ， 政 而 zu 人 ty 是 可 数值 国 数 ， 又 由 swft 的 定义 易 知 对 任意 的 
iE, 有 
Fzsct) —ztt)) < 《6) 


教 而 ?-limzutk 纪 一 下 区 ， 轩 #() 是 强 可 油 的 ， 证 毕 . 


由 定理 2 及 其 证 明 过 程 可 以 得 到 下 人 亨 推 论 : 
系 1 zf(b 是 强 可 测 的 完 旧 条件 芭 存 在 一 列 可 数值 函数 
fs( 划 } 和 一 全 零 集 Co 在 人 V260 上 {za 和)} 均 名 收 钱 于 z(6) (也 称 
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作 儿 乎 处 处 均匀 收 化). 

这 具 要 注意 到 定理 让 明 中 的 (合式 即 吕 . 

系 2 歌 值 于 可 分 宰 间 的 向 量 值 函数 强 可 届 靠 价 于 能 可 测 . 

系 3 [a， 如 上 定义 的 如 连 统 向 量 值 函数 关于 Lebesgue- 
Stieltjes 测度 空间 必 是 强 可 测 的 . 

证 ”假设 =( 旨 弱 连 续 ，z{ 纪 能 可 测 是 显然 的 . 今 证 它 是 可 分 
值 的 ， 设 {rs| 开 一 1 2 是 [et 中 有 至 数 全 体 ， 作 

Xo—span{z (re) [k= 1 2,…， 
Xo 是 可 分 的 . 对 任意 的 *E[ab] 取 fs 的 车 列 tr， 使 "rw 一。 
出 如 连续 性 ， 得 wlimztr,,) 二 + (7)， 伍 国 了 6 盟 闭 ， 由 Hahn- 
Banach 定 几 , 可知 饭 也 是 各 闲 的 ,因此 ,ztrEo 故 
好 (ELe CY, 
员 zf 中 可 分 值 的 ， 由 定理 2 得 z( 四 是 强 可 测 的 .证 毕 ， 

系 4 设 zf0) 足 强 可 测 的 问 量 值 国 数 ，a(t 是 实 值 可 测 的 有 
限 随 数 , 则 (zt 洛 是 强 可 测 的 . 

证 设 臣 怀 *， 击 zf 的 的 强 可 抽 性 ， 知 它 必 为 能 可 副 ， 砚 
Foztt 可 测 , 从 而 aCz C0) 二 CD 了 (人) 可 测 , 用 wt2) a(E) 
是 弱 可 测 的 向 量 值 闲 数 . 

由 定理 2 可 知 xz (是 儿 乎 可 分 值 的 ， 设 90E 统 , p590) 二 0， 
全 由 记号 满足 {z(t 12 二 1，2,，…]} 移 密 于 {z(tEDN\f00}, 记 
{rslk 二 42;…} 为 有 理 数 全 体 , 辣 = Triztt [i 了 :=1,2,…*}. 态 是 
的 可 分 子 集 ,日 满足 

SO | iE No}, 


这 说 明 a(t)zt 引 是 几乎 可 分 值 的 ， 由 定理 2 得 w(t)z(t) 强 可 测 , 
证 毕 . 
利用 定理 2, 未 可 以 得 到 强 可 测 同 量 值 次 数列 极限 函数 可 测 


1.2 向 量 慎 可 神 函 数 1 和 


性 的 结论 ， 
定理 3 没 z(6) (n=1,3,…) 均 为 油 度 空间 (名, 名 ，4) 上 强 
可 测 胸 向 最 人 蛋 鹃 数 ，{fznwf 几乎 处 处 蔓 监 分 了 于 向 量 优 国 煞 7 ()， 
则 *z( 纪 也 是 强 可 测 的 . 
证 没 旨 0E 殉 ,COW = 二 0, 店员 9 时 ,对 任何 FEX"， 
lmf (ratt)) = f(rtt)), 


所 以 f(z (四 )) 是 可 缸 函 数列 {f(z,02))} 几乎 处 处 收 筑 的 极限 ,从 而 
可 测 ; 即 xxb 弱 可 调 . 

对 每 个 .xa( 们 强 可 测 , 故 存在 {z8 ;于 友和 旬 aE52 4 (9) 
一 0 使 得 {zg 在 {zr CD 15ESN\Q,:} 中 翻 密 ， 作 


Xo banTat, 


及 os 是 ( 强 } 闭 且 可 分 的 线 牢 子 空 间 ， 和 us 实际 上 也 是 弱 闭 的 .出 
和 六 二 也-limz, (和 ) ,所 以 


jz eo U 2, jex, 


但 A U 0.)-0. 因此 z+( 引 是 几乎 可 分 秆 的 . 由 定理 2 可 知 *(t) 


是 强 可 测 的 . 证 毕 . 

村 强 可 测 向 量 值 沿 数 列 几 乎 处 处 强 收 训 的 极限 必 蚌 强 可 
测 的 . 

此 外 ,定理 3 证 明和 中 的 第 - * 段 实 壬 上 说 时 : 弱 可 测 问 量 值 溺 数 
列 几 平 处 钼 弦 收 敛 的 极限 是 坦 可 测 函 数 . 


1.2.3 算 子 值 可 测 函 数 
前 项 部 分 的 过 论 当 然 适 用 于 z(t) 是 算 子 值 国 数 的 特殊 情形 ， 


但 在 这 种 梢 形 下 , 下列 概 念 更 和 下 合 醋 应用. 

定 尽 ” 设 天 吕 -> 呈 ( 瑟 一 瑟瑟 算 子 盾 国 煞 

(i) 如果 存在 可 数值 物 算 邓 值 角 数 序 别 ， 按 一 致 拓 盾 几 乎 处 
处 收 伊 到 五 (入; 则 称 如 (在昌 上 一 致 可 测 ; 

(ij》 如 果 对 任意 移 xE 玉 从 量 什 函数 Cz 强 可 测 ， 则 称 
如 OQ) 在 只 上 强 可 测 ; 

(iii) 如 果 对 任意 的 zE 基 ,JE 六 *， ECD 2 可 测 ， 旭 称 六 (29 
在 名 上 弱 可 测 . 

容易 看 出 ,UE) 的 一 致 可 狗 性 妈 古 把 UO) 视 为 通常 的 向 量 值 
函数 的 强 可 初 性 . 

算 于 值 函 数 的 三 种 可 测 性 之 间 , 有 下 述 的 重要 关系 . 

定理 1] 设 W 人 >B(z 一 六 ) 外 算 子 值 函数 , 则 

(i) CT) 强 可 测 的 完 要 条 件 是 UC) 右 可 测 ， 且 对 每 个 eX， 
UCt)x 是 几乎 可 分 值 的 ; 

ii UCt) 一 致 可 测 的 充 要 条 件 是 区 (区 明 可 测 ， 且 在 吾 (总 一 
瑟 ) 中 是 几乎 可 分 值 的 ， 

证 (人 由 1.2.2 定理 2 直接 可 得 . 

fi 必要 性 设 5V(t#) 一 表 可 测 ; 由 1.2.2 定 理 2 的 必要 性 部 
分 可 知 CE) 在 BCX 一 下) 中 是 儿 乎 中 分 值 的 . 区 由 定 浆 可知 克昌 
必 是 强 可 测 的 , 从 而 再 由 1. 2.2 定理 2 必要 件 部 分 短 Bt) 是 弱 可 
笛 的 . 

充分 性 ” 先 证 15 可 测 ， 由 于 站 在 BL(X 一 XX) 中 几乎 
可 分 值 , 故 对 任意 的 +E 着 ,Ut 在下 中 几乎 可 分 值 ,从 而 由 他 可 
知 DCE) 强 可 测 . 

不 妨 设 {UCEY' EED} 是 可 分 的 ， 于 是 ， 可 取 济 VEB(X 一 了 ) 
寻 二 4,2， 下)，{00j 在 {VCE)]EEQ) 中 稠密 ， 对 每 个 35， 取 {zs}， 
满 妃 


sl1.3 Bechnctr 和 分 和 了 ettis 和 来! 分 15 


EL 
由 于 5 和 ) 蝇 可 测 , 族 击 12.2 引 吾 下 CC 可 测 ， 今 证 
[uC = saPNECE Dr. (1) 
如 (1 蕊 得 证 , 则 立项 可 多 天竺 放 可 测 ， 下 面 佑 1.2.2 引 下 二 的 证 
国米 泪 明 (1》， 福 蕊 他 对 稍 定 约 二 型 然 有 
supiw Drailu Db, 


反之 ,对 任 党 的 方 户 i 使 Et) 一 上 < 这 样 
sup EC Ct zh 
Ur — UU 


el 一 了 > 和 -了 


由 5 的 任意 性 , 即 得 (1) 式 ， 
现在 , 用 《让 ) 代 兰 1.2.2 定理 2 充分 性 证 明 中 的 z(t#), 重复 
辣 样 的 过 程 , 邮 得 上 ft 是 一 致 可 蛮 的 ， 证 毕 . 


§1,3 Bochner 积分 和 Pettis 积分 


把 向 量 值 明 数 的 Riemann 相 分 推广 到 更 …- 般 敬 ebesgue 
积分 , 可 以 有 有 强 和 和 弱 两 种 不 同 的 方法 ;它们 分 别 导 到 Bochner 积分 
和 Pettis 积分 的 概念 ， 贞 于 Bochner 积分 的 应 用 时 多 些 , 所 以 本 
节 大 部 分 篇 幅 将 以 这 种 积分 为 对 象 . 为 方便 起 见 , 我 们 先 以 Pettis 
积分 的 简单 介绍 升 始 . 

在 本 上 节 中 , 进 一 沙 设 (如 , 统 , 1) 为 完全 的 全 g- 有 限 测 度 空 间 ， 
在 为 Banach 空间 ， 
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1.3.1 Pettis 积分 


定义 、 设 有 向 量 信 函数 x: 六， 称 z(t) 是 Pettis 可 积 的 ， 
是 指 对 任意 的 BE 表 ， 存 在 zzEX， 使 得 对 一 切 JEX*， 积 分 


a 


| (z(t)) dp《#) 存 在 ,上 且 


[fC Yan(t)= fs), 
此 时 , 记 
CP) | span(D= 六 8 


并 称 xs 是 区 1 在 百 上 的 Pettis 积分 . 
注意 ， 当 z(t)Pettis 可 积 时 ， 在 鲜 个 经 上 ，Pettis 积分 


CP)] ,z(t)dp(t) 是 唯一 确定 的 ,这 是 Hahn-Banach 定理 的 直接 


推论 , 

由 定 饼 可 以 直接 看 出 下 列 事实 ; 

(i) 当 了 是 实数 域 或 复数 域 时 , Pettis 积分 即 通常 的 数 慎 函数 
的 积分 . 

(i) Pettis 可 积 的 向 量 值 汪 数 必 必 弱 可 测 的 . 

Wi) 当 z(t)) Et 沟 为 Pettis 可 积 时 ， 线 性 组 合 az.(#) 十 
rst#t) 也 是 Pettis 可 积 的 , 而 且 对 每 个 百 E.5 


CP) | (ars) + Bz dult) 


=o{ CP)| s(t)daCt)) + B{CP) {zalt dnt)), 


iv 如果 xz 让 二 商人 ， 则 它们 的 Pettis 可 积 性 是 一 至 的 ,而 
且 当 Pettis 可 积 时 , 在 每 个 BE 上 ,各 分 值 相等 . 
首先 , 在 自 芭 空间 的 茶 件 下; 讨论 一 下 可 积 性 的 定义 ， 
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定理 1 设 文 是 自 反 空间 , x(t) 是 C-> 冯 的 向 量 值 函 数 , 昌 对 

任意 的 feX*， fz》)an(t) 存 在 , 则 (7) 必 是 Pettis 可 积 的. 

证 对 Be 统 , 显 然 | ,f(z(t))du(1) 存在 作 X* 上 线性 泛 
前 也 : 


PD={ factVanlt), fex* (1) 
如 时 能 证 明 PEX** 由 于 开 是 自 反 的 , 便 可 取 到 zwSxX, 使 
F=f(rs) fex", (2) 


由 (1)，《2) 可 知 z(t) 是 Pettis 可 积 的 ( 且 在 如 上 的 Pettis 积分 就 
是 re) ， | 
考察 线性 算 于 TY: X">LCB,4)， 共 定义 为 
Pfsf (2(1)), FEX’, 
分 断言 是 阿 算 子 ， 实 际 上 ， 设 天，fEX*，|f, 一 州 >0， 又 设 
9ELLB, 1)， Pf 一 gjs>0. 显然 f 绍 (T), 又 对 任意 的 1E9， 
fos(2) —f 229 1A ls >0. 
另 一 方面 ， 
fel2)) -9 本 一 李 声 -9 
因此 必 有 (x(t) 二 9(), 从 而 ?f=g， 这 就 证 明了 呈 是 河 的 ， 由 
闭 图 象 定理 , 是 有 界 的 , 这样 
IFODT S| FC tan(t) 
=I7F hr, 
好 FEX4#， 证 毕 . 
下 面 的 定理 说 明 Pettis 积分 与 有 界线 性 算 子 的 作用 可 以 交 痪 
次 序 . 
定理 2 设 X, 了 均 是 Banach 空间 ,TEB(X->7)， 如 果 向 量 
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值 函数 zx: 只 -> 碟 Pettis 可 税 , 则 向 最 值 函数 了 T(z(*)) :中 -> 了 必 为 
Petti 可 积 , 调 有 对 每 个 EE 统 , 有 
CP)| Ta ap t= PHP) | zt)ap(t)}. 


证 对 BE 记 zz=(P)| zr(2Ddn(t). 册 Pettis 积 分 的 定 
义 , 易 知 只 要 证 明 对 每 个 JEY*, (Pzx(1))EL(E, 由 ， 且 
| fT) dnlt)=f Cas) 


即 可 
记 了 的 夫 办 算 子 为 了 *， 对 JfEY*, 有 7T*fEX*, 因 此 
frz(t)= (T°) (ol tN) EL (BE, 1), 
而 且 
frat Dat)=), 0*F) a(t) dt) 


= (T+*H) (rz) =f (Tr8). 证 毕 


1.3.2 Bochner 积分 
首先 ,给 出 Bochner 积分 的 定 闵 . 


定义 (i) 设 有 可 数值 的 向 量 值 函数 2: 2 一 X， 099= [BEw 
B=1 


其 中 { 琴 } 是 如 中 一 列 卫 不 相交 的 可 测 集 ， 

Xt) = (EB, R=1,2,..), (1) 
如 果 JzCt 关 可 各 风 称 zt) 是 Bochner 可 积 的 ,用 对 到 .名 ， 规定 
其 Bochner 和 分 为 


(B)| xpDan(t) = Tern (ENED. (2) 
要 二 =1 


tii) 总 果 向 量 值 耳 数 x(+) 是 可 积 的 可 数值 消 数 列 {zw 站 的 


中 1.3 Bochner 积分 和 Pettis 积分 1 各 
上 思平 处 处 强 收 殴 的 极限 , 且 
lim| bz) ~za lene) =0, (3) 


则 孝 定 zf 在 本 ESE 上 的 Bochner 积分 为 


CB)| zt 人 UK 拉 一 lim(CB)| zt VadpCt). (4) 
这 个 定义 的 合理 镍 是 需要 补充 说 明 的 . 
第 一 ， 在 二 中， 由 村 z(t) 均 是 强 可 测 的 ， 由 1.2.2 的 定 
理 3 的 系 ,可知 z(t) 攻 强 可 测 的 ,因此 1z(E) 一 z.(E)| 是 可 测 玖 数 ， 
从 而 (3) 式 左边 的 积分 症 可 以 定 久 的， 
其 次 ， 我 们 证 明 !(B) | ,zn( tax(t)) 是 要 本 序列 ， 实 际 上 ,由 
可 数值 函数 积分 的 定义 (D ,容易 得 到 


RAGTON OAD 
= | CB | Ere ty at td EY)| 

<| et) an idndt) 

<| lat) -z(t) 

+ | sat) —z(t) du(t) >0, 


因此 ,54) 式 右边 的 极限 存在 . 

最 后 , 萄 知 (4) 太 右边 的 极限 与 满 十 (3) 蕊 的 1zsktt 计 的 选取 无 
关 ， 这 是 因为 注 是 (3) 成 的 两 列 可 数值 隔 数 交错 排列 后 得 到 的 序 
到 仍然 满足 (3) 式 . 

定理 1 Bochner 可 积 的 阔 数 必 为 Pettis 可 积 的 ， 且 在 每 个 
Ew 上 ,两 种 积分 取 值 相同 . 

证 设 友 如 辐 定 交 所 述 的 Bochner 可 积 靖 数 z(t1) 及 可 数值 
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函数 列 {za(6)}、 出 定义 易 见 ,可 税 的 可 数值 国 数 za(t) 必 为 Pettis 
可 积 , 日 积 分 值 相同 , 即 对 任意 的 JEX* 

FB | ,zolan C0)= | fen aa, (5) 
其 次 ， 由 于 了 (z(t) 是 可 测 函 数列 (zs())) 儿 乎 处 处 收 鼓 的 极 
限 , 敬 是 可 测 的 , 此 有 


Feat Va) ~) fat Vent) | 


<| FIle t) s(t) 1a) >0, (6) 


又 由 于 1 |， staduCt) ~(B)) zt Vdn( ->0, 所 以 


(CB)| sa ent) )—f( (8) | z(t dp(t) )1 0, (7) 
由 (5),(6) (7) 三 式 , 可 以 得 到 
HD, spDen(0 )= {fat van 
这 就 说 明 z(t) 是 Pettis 可 积 的 , 且 
(P) | ,s(t)anCt)= (B) | xDan(t)， 证 毕 

鉴于 Bochner 积分 存在 时 ， 这 个 积分 到 值 与 Pettis 积分 的 值 
一 致 ， 下 面 就 把 CB)| zt)dn(t) 简 记 为 | .zz)2n(t)， 

对 可 测 的 数值 函数 ， 可 积 与 绝对 可 积 是 等 价 的 ， 这 是 Lebe- 
sgue 积分 理论 中 的 一 个 重要 结论 ， 相 应 地 ,对 向 量 信 函数 的 Boc- 
hner 积分 而 言 , 下面 的 定理 是 基本 而 重要 的 ， 

定理 2 向 量 值 瑚 煞 zft) 是 Bochner 可 和 的 充 要 条 件 是 
z(1 强 可 测 ,而 且 | z(tOhap(t)<-1 ee， 

证 “必要 性 设 z(t) 赴 Bochner 可 积 , 于 是 ， 存 在 可 积 的 可 
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殊 值 东 数 列 ixA 人) tzati 站 几乎 处 处 强 收 第 于 2 区 豆 式 和 强 可 
济 , 且 由 TxACOEELCOD, 撤 , 4) ,2 充分 大 财 ， 由 式 直 可 积 的 定义 香 


知 | Hz(1) 一 zn(1)1dn(t) 之 +co， 因 此 


[lzCOlanCt) <) HasanCt) 
+ at) sd) < +o0. 
充分 性 设 x(7) 强 可 省 , 县 ) [z(t)japx(z)< 二 co. 因为 (人 2， 
吏 , 4) 是 oc 有限 的 , 故 存 在 - 列 互 不 相交 的 可 测 集 思 ， 满 足 台 = 
U Bs MH OEntB) ET CH=1,2,.%°). 


对 任何 的 < 汪 0， 由 1.2.2 定 丙 2 的 系 1i， 可 取 到 可 数值 疯 数 
zalt), 使 得 对 ,上 几 玉 所 有 的 二 成 他 着 


let) a DB C8} 
作 吕 上 的 可 数值 函数 x 
T(t = rt), LER,, n=1,2,°"* {9) 
由 (8),t9) 可 见 
一 4 
{le sa J OE Ts) pe, 
{10) 
因此 ， 
lim| Nat) r,t edt) =0. 《11) 
加 一 方面 ， 


{lectanc ty fC) Nd) 


| 第 一 训 ”向 最 值 丽 数 的 积分 与 隐 最 值 济 记 

十 | 5 x(t an) 十 cos (12) 

册 i z.(2) 起 可 积 靖 数 . 记 {11)，(12) 臣 Bochner 积分 的 定义 ， 得 
zf 是 Bochner 可 积 的 ， 证 些 . 

注 ”由 定理 2 充分 性 部 分 的 证 明 ， 突 际 上 可 以 得 到 如 下 的 

设 x(?) 是 Bochner 可 积 和 的 ， 则 对 任何 z 守 0， 必 着 在 但 的 一 


个 分 戎 昌 = UB,, 其 中 FP, 互 不 相交， 对 任 取 的 #,&， 扣 数值 


菏 数 
zt)=T ts {EF,, =1,2,.** 13) 
是 Bechner 可 积 的 ,1 
多 一 xD1an(D<e， 414) 


对 更 精细 的 分 荐 ,估计 式 (14) 依然 成 立 . 
为 说 明 这 -点 , 按 定 埋 迁 明 中 的 记号 ， 把 每 个 素 分 割 为 互 不 
相交 的 可 测 熊 16 的 并 ， 在 吞 个 BY 上 ，zas(t) 取 常 值 ， 重 记 
{B89) 为 {Fa}， 寺 是 ， 当 1E 克 CB, 按 (13) 定 义 的 5.() 福 中 
oCE)— BNE — tO- rt) EA(E)) 
= | — sd OF len Ca) -一 Ce 


De 


Pe -一 
2 可 | 1 


类 似 于 (10), 可 以 得 到 
[CPE ACDIEIAS (15) 
再 取 新 的 (2) 为 z(t ) 由 可. 
利用 定理 2 可 以 构造 一 个 Pettis 可 各 而 并 非 Bochner 可 积 
的 例子 . 
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例 1 设 co 是 收效 下 0 的 数列 {z 寺 全 体 控 通常 的 线 恬 运算 及 
范 数 1 {zo} 1 二 sup|zw| 所 成 的 Banach 空间 , 严 是 Lo0，ce) 上 的 勒 只 


烙 训 许 ， 和 出 旦 值 国 数 z:T0, 20)>co 定义 为 
xz( 旨 一 工 ev tC TR 1,n), R=1,2,""" 


其 中 e 是 co 中 第 个 坐标 为 1 其 余 沧 标 为 0 的 元 娄 ， 旭 (8) 并 
非 Bochner 可 积 , 但 却 是 Pettis 中 各 的 ， 
实际 上 , 注意 到 


| zengCt)y 一 D0%, 


明定 理 2 可知 z(t) 不 是 Bochner 可 积 的 . 
时 一方 耐 ; 当 了 = {an} (eo)* 一 六 时 ， 对 [0,=e) 中 任 一 勒 内 格 
可 测 集 如 , 如 记 台 s 一 吕 站 [2 一 至 3) ， 则 有 


ms 


| recpDanD= 忆 | fla(t Wam(t) 


n=1" Bs 


一 袜 o 一 (re)， 


n=1 


i 中 za! 了 (Ba co, 因此 ,z(t) 是 Pettis 可 积 的 , 旦 


% 上 


(P) | z(t Vdm(t)= | 和 人 


1.3.3 Bochner 可 积 范 数 的 性 策 

Bochner 积分 具有 和 道 常 的 Lebesgue 积分 类 似 的 若 下 基本 
性 质 ， 记 测度 空间 (8， 到 ，k) 上 取 值 于 村 Banach 空间 斑 的 
Bochner 可 积 冰 数 爹 位 为 BCQ， XH)。， 由 Bochner 积分 的 定义 
和 1.3.2 定理 2, 不 难得 到 下 面 的 结论 . 


4 第 -前 风量 导 网 数 的 积分 与 向 车 值 油 诬 

定理 1 设 z 人 (0), 六 (EEB(O, 古风 

(i) 对 任意 的 数 @,B， az(1) BE)EB(9Q, 了, 1), 上 甩 对 尾 启 
的 EE 统 , 成 立 着 


| Lert) + pyc dr) 


ROAR 
(iD 如 果 zt) 二 (5), 那 末 
| zi at) =| yn), YBE 区 . 


(ii Nayarc) |<{ tC ONan(t), Ye (1) 


古典 分 析 中 的 Lebesgue 控制 收 化 定理 对 于 Bochner 积分 依 
然 成 立 . 

定理 2 没 {rz.(f)}CCB(， 和 ，2&2) 几乎 处 处 强 收 促 于 z()， 
P(ELCOQ， 吏 ， 4)， 满 是 Iz 和 WD， 3 二 1 2 则 下 2 
BC 了 ,2),; 而且 , 对 任意 的 BE 红 ， 


lim| st)pC t=| elt)dudt). 


这 个 定理 的 证 明 从 略 . 

下 面 的 定理 3 和 定理 4 分 别 给 出 Bochner 积分 的 “ 强 可 列 可 
可 性 "与 * 蝇 绝对 连续 性 ”. 

定理 3 设 18,) 是 名 帅 一 列 两 了 不 由 这 的 可 手术 ，s(t 交 
BC 革 , 4), 则 有 


{6 rz) dt) = |, a apt), (2) 


这 里 的 积 式 瑚 示 强 收 钙 意义 下 的 极限 . 
定理 4 设 z(f)EBCGQ,X, 10) 时 对 任何 2 守 0， 存在 >0, 当 
2 
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| zen |<e. (3) 


这 两 个 定理 和 的 证 明 主 要 是 利用 定理 1 的 上 条， 此 处 从 略 . 
定理 5 设 外 ,7 均 是 Banach 空间 ,人 是 王 到 了 的 病 线 性 算 
子 , w(t)EB(O, 让 ;48) Txt)EB(OQ,Y, 2), 则 对 任何 BE 缠 ， 


T[| zcopaa(e)]=| Ta( td). (4) 
证 首先 , 我们 利用 1.3.2 中 定理 2 后 面 证 的 结论 , 用 互 不 相 
安 的 可 测 集 Bln 二 1 2,…) 分 割 介 : 介 == 85, 取 fsE Bo, 令 
Tt tn), tEE,, a 2 
使 得 
Js) -ol la te (5) 
frst) Ts tha te (6) 
同时 成 立 ， 福 意 到 


| zs Yu)= Stn BNE,) 
上 
=8-limD (ta) (EN EB), 


| zz.GDan09 = Tet u(EN BE,) 


名 二 1 


\ 


=e-limT| Sstid ulan Bn) 
由 于 多 是 闭 的 , 因此 | x.(1)dh(t)E 幼 (7), 而 且 


?| zt) dp (1)| ={ zt)apce). (7) 


各 第 -志向 量 慎 芋 数 的 各 分 与 向 量 情 测 庆 
{stare) | st andt) 
时 1 


<| tet) a ape). 
同样 地 , 由 (6),(7) 可 得 
zi| 性， Ciduct) | 


=| Td | Trt Yau) 
再 一 次 利用 的 闭 性 ,好 得 | z(t)ax(1)s2(7), 且 


T(t) = Txt)au(t) 证 只 
系 设 TEBCX->Y), z(t)EB(Q, Xp), NM Talt)EB(Q,Y, 
£2), 


Taalt) |={ Ta apt, ve 
证 。 只 要 注意 到 如 打 {z(2 闪 是 一 列 可 数值 的 可 积 函数 , 几乎 
处 处 强 收敛 于 z(t), 且 满足 
lim| bat) -z(t Nap t)=0, 


那 末 {7zex tt CCB09，7， 生 也 是 一 列 可 数值 国 数 ， 几 乎 处 处 强 
收获 FT 了 z(t); 而且 


[Past) Ta an i) 
<| NTH) -2 Ia) 0, 


因此 , Txtt)EB(YQ,Y 了 ,KH)， 证 毕 . 
和 工 (2, 弦 ,各 的 完备 性 一 样 ， 可 以 证 明 ~ 
定理 $ 线性 空间 Bt2, 半 ;4#) 《 其 中 ， 儿 平 处 处 相等 的 范 数 


$1].3 人 oochner 要 分 和 Pettis 积 分 2 


视 为 于 亿 按 范 萱 


lzl=| lr{t)Nanu(t) (8) 
是 Banach 空间 . 
证 容易 在 到 B(R, 针 ,1) 接 (8 是 赋 范 线性 空间 ， 今 证 它 是 
守 复 的 . 设 ifrsCt 季 和 五 ( 人 2 有 1 是 基本 序列 ， 联 子 烈 {zn,( t )}， 使 
得 大 之 二 用 


ON (9) 


厅 以 , 习 | zw(09 一 meiCDHACD<<+co、 直 Levi 引 再 可 知 ， 
寻 于 儿 立 所 闪 的 所 
> [z(t)- go (< 二 co， 
因此 ,级 数 
sal D+ Denkt) rnt)] 


几乎 娃 处 强 收 人 租 ， 记 二 极限 函数 为 z(t)。 由 1.2.2 害 理 3 的 系 ， 
相让 司 强 可 油 的 . 
在 (9) 式 中 ,全 在 一 co 由 FEatou 3| 理 区 得 


| hat (10) 
由 此 可 知 
| ra < +eo。 


出 1.3,.2 定理 2 企 得 (teEB(D, 站 ,4). 
注意 到 
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Js) lant) 


<| 1 -sta 于 | let slante). 
由 (10) 式 并 利用 ix,(t 冰 是 基本 序列 的 事实 , 易 得 


tim| Hat) ~ za lant) =0. 证 毕 . 


现在 ， 设 (全 98， LH) 和 Cd, 8， 下 区 分 别 是 两 个 完全 全 有 
限 测 度 空间 .， 记 它 们 的 完全 恢 积 测 府 空间 为 (02) xx 92, 吏 , x 扩 ，， 
HiX Ha) 关于 Bochner 积分 ,也 有 下 述 的 Fubini 定理 . 

定理 ?7 设 x(ttf，#8) 是 (2X 如 I， 玉 1 XX 吏 ;，H1XHs) 上 的 
Bochner 可 积 涌 数 , 则 | 

y(t)=| st, s)eus(s)， z(s) =| z(t, syde(t) 11) 
分 别 在 号 ;和 只 。 上 开平 处 处 有 定 交 ,并且 

| zs x n=)|, stan(t)= | ss) duals). 

1*H2 t 2 | (12) 

证 因为 i Xs 零 集 的 截 口 几 平 处 处 为 堆 集 , 玲 改 变 XX As 
等 集 上 (tys) 的 值 不 影响 定理 的 结论 , 所以， 不 逮 设 z(t,3) 是 可 
分 值 的 . 

对 任 柯 EX*, 了 Ortt ,8)) 可 测 , 所 以 (x(t,#)) 对 几乎 所 有 的 
是 5 的 可 测 函 数 ， 由 1.2.2 定 昌 2, 对 几乎 所 有 的 z(t,s) 是 s 
的 强 可 测 函 数 ， 同 笠 可 知 ， 对 几乎 所 有 的 #,x(i, 8) 是 的 强 可 袖 
冰 数 . 

对 |z(b se)1 用 数值 函数 的 Fubini 定 理 , 知 | z(t, 5) lan(3) 


和 |。fz(t，s)14p.(t) 分 别 对 几 平 所 有 的 + 和 几乎 所 有 的 s 是 有 
限 的 。 由 1. 3, 2 定理 2, (11) 中 的 两 个 积分 儿 乎 处 处 有 定义 . 


.3 Bochner 各 分 和 Pettis 大 :分 29 
对 feX*, 由 定理 5 的 系 ， 
FGKEDD=| fet,s)) dpals), 


故 了 (1D 可 油 。 了 叉 对 几乎 所 有 的 1 

Ht)Espan{z(t, s) | (t, s) EQ x HH:), 
所 以 y(t) 是 可 分 值 的 。 青 次 利用 1,2.2 定理 2， 便 知 旋 #) 强 可 
负 ， 飞 因为 


二 ly lean re, s) Nan x Pa< 十 oo， 


由 1.3.2 定理 2, {tt) 是 Bochner 可 积 的 ， 同 样 ,zt3) 是 Bochner 
可 积 的 . 
由 数值 函数 的 Fubini 定理 及 定理 5 的 系 ,得 到 


大 | (人 和 1)=[ (CE 人 ty SI) AUR X Ps 


-| ,ac Goodua(e)=|。 fe Was) 


=f(| ,radt)) 
上 上 式 对 一 切 fEX* 成 要 ,从 而 
(EA SEH X He | 2 


亲 样 可 知 (12) 中 第 二 个 等 号 成 立 ， 证 毕 ， 

为 满足 后 面 的 需要 ,我 们 对 Bochner 积分 的 性 质 作 一 些 补充 
讨论 ， 下 面 ， 设 吕 为 加 维 欧 几 里 德 空间 ， 和 是 通 常 的 Lebesgue 
测度 , 

设 了 是 号 上 的 有 界 开 年 形 ,eaE， 

a, 了 
<0)=) ,ry (13) 


首先 ， 我 们 说 明 这 类 靖 数 可 以 骨 喜 集 有 界 的 向 量 值 巡 续 孙 数 按 


ET 
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BC9, 久 ,m) 的 范 数 到 近 ， 实 际 上 , 作 两 个 开 集 卫 ，1", 使 得 7" 忆 7， 
PCTs, 且 7 为 有 界 集 ， 定 义 
好 站 [下 
HD ry 

显然 , 5ET" 时 (4) 二 a; Ler" 轩 f(t)=0，f(t) 是 支 集 有 界 的 连 
续 函 数 , 当 m0" 一 ->0 仙 ,J( 直 ) 必 以 积分 平均 收 化 十 x(#》. 

我 们 把 形 各 (13) 的 函数 的 线性 组 合 称 为 阶梯 函数 ， 由 可 积 函 
数 的 定义 得 知 , 可 积 的 可 数值 负数 全 体 在 B(Q, ,mm) 中 简 密 ， 因 
此 ,阶梯 函数 全 体 必定 在 BCQ,X,n) 中 稠密 ,再 由 前 段 说 明 可 知 去 
集 有 和 田 的 连续 函数 例 体 在 BCO, X, m) 中 筒 密 ， 由 此 ,可 以 得 到 下 
述 定理 . 

定理 8 设 x(2EBCOD, 革 ,mm), 则 


lim Ct) (t+ dm(t)=0, (14Y 


其 中 ,8 二 人 ip Gn) E00) 

证 (和 D 对 支 集 有 界 的 癌 量 值 连续 函数 显然 成 立 ， 利 用 稠密 
性 易 知 对 一 般 的 可 积 沙 数 也 成 立 ， 证 些 . 

定理 9 设 z(f)EB(Q2, 下 ,mm) ;数值 曾 数 ft 有 界 可 测 ， 则 


#8) = | f(t) rt 8) dm(t) 


是 的 连续 晴 数 ， 
证 “积分 的 存在 性 是 强 然 的 、 设 1f(b1s 开 (YiEQ)， 有 


iy(E 0 yO) De E70 —até Nm) 
SM| lt 1 Or dm(r) >0, 


这 里 ， 我们 利用 了 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 及 定理 8 的 结论 . 
证 毕 . 


#1.3 Bochner 积 分 和 Pettis 科 分 31 


1.3,4 算 子 值 况 数 的 Bochner 积分 

设 症 ,了 是 Banach 空间 , 邻 带 察 定 多 J 日 , 吉 值 于 BLX-> 了 了) 
的 前 于 值 消 数 的 可 积 性 . 

前 曾 马 说 过 , 算 子 值 印 数 的 一丝 可 油性 , 且 把 它 看 作 通 常 的 何 
量 值 函数 的 强 可 油性 . 如 果 拒 算 于 值 函 数 视 为 -- 舱 的 向 昌 值 毅 数 ， 
按 前 面 的 定义 它 是 Bochner 本 积 的 , 则 称 它 是 致 Bochner 可 积 
的 .由 1. 3.2 定理 2 可 以 知道 : 算 子 值 晴 数 妈 站 ) 基 一 致 Bochner 
可 程 的 充 皮 条 件 是 天 请) 为 一 化 可 袖 , 而 且 [A [ACE oo. 


定义 于 9, 取 值 于 B(X-> 了 ) 的 一 下 Bochner 可 积 函 数 会 体 记 
为 B(9,B(X>7) ,4)， 如 果 UCt)EB(8Q2,B(X->Y), 1)， 则 其 一 


致 Bochner 箭 分 为 | 区 du VEBCE >F). 


定理 1 设 U)EBCGQ，B(X 一 站 ,2)， 则 
Ct)EBC, BCY* >X*), PR) 并且 


(foevant)) =| Cdn). 0) 

证 对 UC)EBCQ,B(X>Y), 失 ), 由 定义 ， 存 在 一 列 可 积 的 

可 数值 图 数 {Ua(t)}， 它 按 算 子 范 数 几乎 处 处 四 敏 到 LY)， 顺 旧 
| ze 一 CDHan(tD->0. 由 于 共 轮 运算 U->0* 是 保 范 线性 的 ， 


所 以 , 按 算 于 范 数 人 XC} 几乎 处 处 收 化 于 (1)， 且 有 | i0* (0 


一 U2Ctjdn(t)>0， 注意 到 BCXCE 仍 是 可 积 的 可 数值 范 数 ， 凡 此 
UEIEBCO, BOY* ->K*), pH). 


对 任何 一 个 按 算 子 范 数 意 交 下 收 和 化 的 算 子 值 级 数 之 Fa， 成 
立 着 


把 第 - 章 ”商量 值 函数 的 积分 与 向 县 值 测 度 


L 本 


( 2 lim Sp: 
1 mo 1 


Sv:, 
所 以 对 可 积 的 可 数值 算 子 值 的 数 U7), 有 
(oan) y= | via), 
两 边 取 极 限 , 即 得 
(| ua) ) ={ oC). 证 毕 . 

另 一 方面 , 若 对 每 个 zEX,UV(4)zEB(Q, 了 ,4), 则 由 前 面 的 讨 
论 ，F(z) 一 | V(t)zdp(t)EY, 现在 证 明 这 样 的 定义 了 了 ->Y 的 
一 个 有 界线 性 算 子 . 

定理 2 如 果 对 每 个 zeX, 有 U(i)zEB8(Q, 了 ,1) ,规定 

FizF> | VC)sdutt), 


风 VEB(A—Y). 
证 显然 ,F 是 线性 的 ， 考察 算 子 不 :下 一 呈 ( 们 了 1) 
Wr Ut), 
易 知 夯 是 亲 线 性 算 子 , 由 闸 图 象 定理 , 丸 有 界 , 故 
IFzi<| Ttzlau( 区 =1IFzl<imrilzl， 


故 了 7 有 界 . 证 毕 . 

通常 称 满足 定理 2 的 算 子 值 函 数 HU(4) 为 强 Bochner 可 积 的 ， 
上 县 规定 其 强 Bochner 舱 分 就 是 上 述 的 矿 

容易 看 到 ,一致 Bochner 可 积 必 定 导致 扣 Bochner 可 积 , 此 
时 , 一致 Bochner 积分 每 于 唯 Bochner 积分 , 


1.4 向 最 值 测 谋 Et 


31.4 向 量 值 测度 


本 节 介 绍 -- 类 特 跌 的 同 量 值 映射 ;向量 值 铀 度 , 即 定 史 于 某 个 
0 代数 上 可 列 可 加 的 向 量 依据 射 . 

首先 , 类 比 于 数值 洞庭, 我们 直接 引入 向 量 值 油 订 的 定义 ， 上 并 
讨论 它 的 -- 些 初 守 性质， 其次, 我 们 要 介绍 向 量 傅 测度 的 Radon- 
Nikodym 性 质 ,这 是 时 迄 值 缸 度 理论 研究 的 中 心 课题 之 一 限 下 
篇 幅 , 这 里 的 介绍 上 只 能 是 初步 的 ， 最 后 , 我 们 还 将 讨论 数值 函数 类 
于 向 量 值 浏 麻 的 积分 。 如 所 周知 ， 这 类 积分 是 线性 算 子 谱 分 解 不 
可 缺少 的 工具 . 

在 本 节 中 , 设 (22, 过 , 由 是 全 有 限 测度 空间 , 用 三 表 示 Baaach 
空间 . 


1.4.1 向 前 慎 测度 的 基本 概念 


定义 ”没有 孔 射 天 到 一 部 ,下 满足 可 列 可 加 性 ， 即 对 任何 一 
列 互 不 相交 的 可 测 集 { 百 sj ;有 


a U5)-Dree,, (1) 
共 中 右 绒 的 级 数 表示 | FCE。) | 按 义 中 范 数 收 全 的 极限 , 则 称 了 
为 纲 上 的 向 量 值 测度 . 
如 果 也 是 自 量 信 测 度 , 则 容易 看 出 : 
GD PC2D 一 09; (2) 


( 边 当 { 要 有 -是 级 中 有 限 个 互 不 相交 的 元 时 ， 
可 加 
U 小 P(E); (3) 


于 画工 区 =1 
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《证 》 El, EER EE 
P(EMNB2) = PF(B) — P(Es). (4) 
例 1 设 T 是 5[0,1] 到 半 的 有 界线 性 算 卫 ,对 任意 的 Lebesgue 
可 袜 集 百 , 规定 FCE) 一 了 (Xe ， 上 由 Xi 赴 集 人 台 殖 的 特征 函数 易 
见 对 任何 可 测 集 五 ，EFCB)| 二 iT1 .mC(B)， 这 里 各 (可 表示 加 的 
Lebesgue 测度 ， 由 此 可 知 ， 如 果 Boj 是 [0, 1 中 一 到 互 不 相交 的 
可 济 集 , 则 有 


lim 
N22 


oa NH 2 1 
(Ue)-Srces|-yels( U 中) 
<lziuiam{ 6)=0, 
TW 一 WT 
故 王 满足 Ci 外 它 是 知 其 值 测度 . 
定理 1 设 了 7 是 人 8 上 的 侣 量 什 测度 , 则 


sup POE N+ oo. C5Y 
证 一 ”如 时 
suplFE}| = ce， (6) 


取 HSER, 使 得 IRCHDL 守 1 21FCO)1， 因 为 PCH) =F(Q) 一 
FON ;所 以 i FCONID|>1， 另 一 方面 ,出 (6) 可 知 
sup {IF(E) IEER, BC 
sup{| P(E NI EER, ECO\H)} 
之 一 必 为 o0. 蔡 前 者 为 co, 令 画 = 开 ; 否 则 , 令 B1 二 ON 这 样 总 有 
sup{|FE)l EER, ECE}=+o0,|F(E) Il1. 
用 8 代 圭 9, 类似 了 上 述 讨论 ,可 得 BE 弦 , CB, 使得 
sup{j PE I EE, ECE2) = + co 1 P(E | 2, 
如 此 下 去 ,得 到 - 列 单 调 下 降 的 :Ps ,使 得 
SUDT1i 下 天 让 | | EER, ECE,) ~ + oo, JFEE.) | 完 %. 


& .4 问 量 值 铀 迁 3 


FE = FO EE,) 
王 ] 
= — {P(E) SFC(EAMNBEn)), 


=1 
由 五 的 可 列 可 加 性, 得 jim (BNE. 存在 ， 此 与 3 FE In 


相关 拓 ， 征 毕 , 

如 果 五 是 周 基 值 袖 度 , 人 芷 取 不 王 *， 作 5 胞 上 的 狂 撒 琢 数 六 天 
FoF(E) = PLE)), (EER) ,foF 是 通常 的 (六 ) 数 值 测 
度 ， 常用 1o 下 IFEX*, 上 | 所 1} 业 计 论 五 的 性 质 ， 占 站 ， 用 这 个 想 
法 提供 定理 1 的 另 -个 证 明 . 

证 二 ”由 于 圣 任 何许 瑟 *, 数值 测度 foF 必 是 有 界 的 , 妈 

sup|lf FCB)) I< ro, 


利用 其 鸣 定 理 可 知 
supl rE) |< cc. 证 毕 . 
我 们 还 需要 关于 向 量 值 测度 的 变 落 及 半 变 监 的 概念 . 
定义 设 卫 ; 吏 一 开 是 向量 全 测度 , BE, = 是 把 吾 分 解 为 5 
中 互 焉 相交 的 有 限 个 元 的 分 割 ,期 定 
IFI (BE) =sup > F(A) |, (7) 
Ex 


称 1 了 | 为 的 塞 着 .加 果 | 了 | (二 oo 则 称 罗 是 具有 有 界 变 差 
的 测度 . 
由 定 艾 易 知 ， 例 1 中 引入 的 测度 下 是 其 有 有 办 变 莽 的 ， 实 里 
上 ;对 任何 EER [FCB) 1Tm (因此 | PVCED) 过 es 
定理 2 旗下 是 具 有 有 界 变 莽 的 同 基 值 测度， 则 : 丈 | 是 
的 非 负 数值 测度 , 


i, re 


36 第 一 裔 ”和 问 昌 利 国 数 的 积分 与 向 量 提 巴 度 
证 最 然 ,下 | 基 有 有 有限 二 却 的 . 此 全 是 琉 中 别 玫 和 丰 彬 变 的 


2 是 把 U 巨 .分解 为 . 琉 中 导 不 相安 的 元 的 一 个 分 割 , 则 
SecA)yl= > SrANES) | 
过 下 


玫 过 下 


EH IFANE)] 


PL n 


= 1 IFCANEY LS > {FI CE), 


n Er 


由 于 上 式 对 一 切 x 成 立 , 改 而 


jail 出 5 [FICE,). (8) 


由 干 1 有 限 可 加 , 履 对 短 个 mw 
PIPE a De) (De) 
令 a>o0, 妈 得 
Snareain( Ds 中 (9) 


下 二] 


由 (8), (9) 可 知 |F1 是 可 列 林 加 的 ， 证 毕 . 
现在 , 考察 一 类 特 珠 的 向 量 值 测度 的 变 差 . 
定理 3 如果 jEBCQ,X,D， FCB)=| 7(Ddu(b， 则 严 是 
具有 有 界 变 莱 的 向 量 值 测度 , 且 
[p18)=| Nel art), YBeR. (10) 
证 易 知 下 是 可 列 可 加 的 , 设 4 是 到 顷 的 一 个 分 戎 
SnD- 于 中 f(t) ant) < |, [fC dnt) 


=| ,fra ), 


1.4 所 星 值 砚 度 3 


因此 ,IPT 二 | ACY. 
反之 ,对 任何 >0， 取 一 列 有 限 值 函数 ff 便 得 ji | H(t) 
一 fo( 4)jax(f)=0, 设 mw 庙 是 
[MD -fa dp) <e, 


区 设 x' 把 如 分 制 为 者 个 使 ft 引 分 别 取 党 值 的 可 测 子 集 ,x 是 
z' 的 细 分 , 注 足 


PB S| fa le 
注意 到 | ,Ef 462) 写作 (Dae(e5 所 以 
A EL) 
<| rm BH ra! | 


+ 7| 中 fC adr) -| 人 Peanut 


怎 
去 e 上 | ME) fo hen) <2e, 
综 上 , 便 得 
PIE) =lim| fle) nCE) 
=| 1GDianCr)， 十 毕 . 


注 如果 记 是 广 浪 实 值 测度 ， 人 2 -4UB 是 名 关于 4 的 Hahn 
分 解 , Ap (CB) ==( 玉 间 4 (到 二 一 上 (BE 们 B)， 规 定向 量 值 测度 
五 为 


3 游 -于 向 基 慎 冰 风 的 种 分 与 可 里 值 测度 


FB =| Ja =| di 一目 feur， 
虽 由 定 许 2, 3 可 知 
[P(E) = [PI ENA IPI(ENB) 
LL | ed 
ENA - ENE 
= fem +t {jian = 人 ie 
这 个 结果 以 后 将 用 到 . 
定义 没 下 : 如 8 是 向 最 全 测度 , EE 弦 , 规 定 
上 PE 本 sup{|foFl (CB) SEX™, fll}, YER, 
称 | 到 是 严 的 半 变 差 ， 姑 果 ! Pi (CO) < co0, 则 称 厂 是 半 有 界 变 关 
测度 . 
定理 4 设 :98 一 是 向 最 值 测 度 , 刘 
G 对 BE 弦 , 记 x 是 把 互 分 解 为 更 中 互 不 相交 的 元 的 分 完 ， 
好 不 


PLCE) =sup{| > onF As) | ia [<1); (11) 
《这 supil POUD ,| EONHER) | FI EB) 
dsupti FCH) I | EOFER)}; {12) 


《iiiy 如 混 1 本 5- 二 到 邯 末 


| UB 加 站， (13) 


n= } 
证 OQ 设 #= {dy 和 11 
I oF CAi) lsupilf (Ear (Ay)) | fE 芒 *， i 和 


suplD fd | ifEX*, | 有 反攻 


lr (E). 


§1.4 向 景 值 黄 订 车 


到 之 ,对 在 吾 "| 站 和 过 1 信介 =argfsz(d)， 


>) |foFtA}i = eee) ) 
1=1 | .f=1 
| 
了 -1 
<Supil Eula Ie! 1}, 
这 就 证 得 了 {11), 


(i) 首先 ， 
sup{h FH | BoOHERY 


—sup{|feF(H)| BOAER, EX*, fl<1} 


sup{|foR| (下 | EX [FI 1) <) rls). 


另 一 方面 , 设 5 二 [81,…， 4} 避 把 吾 分 解 为 人 中 互 不 相交 的 元 的 
分 割 , 门生 ”| 过 1， 当 支 赵 实 Banach 空间 时 , 记 

x =in|foFlB) 0, = {nl ferF (Bs) 0}, 
则 有 


DY FRB | 一 DFB)— DfoF (BE,) 
思 nhE 革 ' Ext Nr 


-f(D )A BL FE,) ) 
asupil FD [EONER). 
如 果 苹 是 复 空间 ,只 要 把 fe 下 分 解 为 实 郁 与 虚 部 ,分别 利用 实 空间 
NE 恒生 
SY fp BD) Asupl FD I FOHERD), 
站 1 
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这 个 耻 计 式 和 村 : 切 芒 考 * 所 | 成立, 于 是 证 得 了 


PIE Asup{) FH) | | FONE SR). 
| 


{iiiy 不 病 设 可 ;一 2， 中 豆 布 相 变 ， 车 4 mp 4 是 


过 ;的 一 个 互 不 相交 的 分 割 , 则 对 |ae | 所 1, 有 
loa FA 一 | 人 > DRE N A) 


i=1 中 一 了 


IRIE,), 


Il 


由 侈 的 结 黑 , 即 得 
ni( U .< PP (BE). 证 毕 . 


1.4.2 向 量 值 测度 的 可 列 可 加 性 


向 量 情 测度 的 可 列 可 加 性 是 利用 疼 中 点 列 的 强 站 就 玉 定义 
的 。 自然 要 问 ;* 是 否 可 以 用 驶 收效 来 定义 另 一 种 * 弱 可 列 可 加 性 ”? 
下 面 将 要 说 明 这 两 种 可 列 可 吉 的 构 仿 其实 是 一 臻 的。 为 此 ， 先 作 
一 些 淮 备 . 


定义 设 {zs} 己 也， 如 果 了 lz。 的 所 有 子 级 数 均 是 强 ( 红 ) 收 笋 
的 , 则 称 向 量 值 无 穷 级 数 三 z， 为 强 (能 ) 无 条 件 收 敦 ， 


引 理 1 如 果 >zr 是 弱 无 条 件 收 敏 的, 则 


nul 
lim sup Df (x) | =0 (1) 
Wr per*t n=y 

ttl=1 


证 由 于 工 z, 加 无 条 件 站 化 ， 故 对 自然 数列 的 任 一 子 列 下 二 


#1.4 向 是 什 浏 座 4! 
《py Rzy 存 企 xz- 区 使 得 
Df rs) =f x,) 


吃 扣 于 


对 一 切 fE* 成 立 , 由 此 易 见 ,对 一 切 JEX*, DD 1 fw) | 去 十 oo. 


演 究 鼎 射 玉 :*—=1 

Ef) = {fn)!, 
显然 ,下 是 线性 团 算 子 , 故 有 界 . 今 证 瑟 是 紧 算 子 ， 为 此 , 记 在 一 
span {za}， 设 人 行 ,} 忆 六 ?|f| 一 1, 记 9; 二 f,1x。， 由 于 苹 o 可 分 , 故 
存在 子 列 {96,} 和 go 全 评 3， 使 得 可" 一 limgn, 一 9o， 设 foEX*, folx。 
二 80， 邻 证 wlimEf,, = Kf. 实际 上 ，, 对 x= tni, ab …)， 考察 


C2) * 一 zi 中 的 元 站。 下。 的 第 Eo n2y 从 标 均 为 1, 其 余 为 ob， 于 是 
下 (下 所 ) = faze) 一 六 (5) = (5.) > (4,) 
= fo (7) = 了 (za) = hh.( KD), 


因为 span fh,} 二 戎 有 -Jim 天 fi 一 站 fo， 但 癌 空间 中 点 列 的 

弱 收 训 与 蝇 收 化 一 至 ,从 而 3-iim fs, 二 fo 所 以 是 紧 算 了 于, 即 

下 (fl 和 志 才 是 站 中 列 紧 集 ， 由 避 中 列 紧 集 特征 即 得 (1)， 证 毕 ， 
定理 1 设 映 射 马 : 统 -> 互 满 足 弱 可 列 可 加 性 , 即 对 任何 一 列 

互 不 相交 的 {18,} 记 统 , 成 空 著 

a Us.)= Sr, (2) 


这 里 帮 边 的 和 式 表 杀 { (5)} 弱 收 分 的 极限 , 则 下 必 是 可 列 可 


加 的 , 即 (2) 式 右 端 也 就 是 { 访 F(E,)) 强 收效 的 极限 ， 


42 第 一 间 ”向 重信 函数 的 积分 与 帕 刀 信和 测度 
证 设 18,} 是 人 妇 中 一 到 于 不 相 芝 的 元 ， 5 王 CR2*" 中 是 自然 
数列 的 性 一 子 列 ， 由 假设 ,对 feE 芯 *, 有 


| (UW 5) Eftrey, 


RE 


即 JF(B,) 是 弱 无 条 件 收 底 的 ， 由 引 理 1， 


lim Sup, DILP LE) 


Nr || 闻 1 = 


这 样 ， 
| De 2 eof U 5) 
=] 1 n=1 =+1 


-3 | 人 


sup, DI |fF(ED) | —0, 


即 刀 是 可 烈 可 加 的 .证 毕 . 


1.4.3 向 量 值 测度 的 绝对 连续 性 

定义 “ 设 严 ;: 绝 -> 瑟 为 向 量 值 测 庶 ， 如 果 对 任何 ex0， 存 在 
6>0, 使 得 8E 统 , a (8) <6 时 , [7(B) | 过 e, 则 称 下 关于 4 是 绝对 
连续 的 . 
es 
的 向量 值 测度 甘于 产 是 绝对 过 续 能 

定理 1 亲 是 填 测 诺 环 关于 全 玫 限 测度 绝对 过 纹 的 充 要 条 
件 是 对 任何 BER, at 本 =0 时 下 (本 一 0. 

证 ” 必 杰 性 是 显然 的 ， 今 证 让 分 性 ， 首 先 ， 对 fEX*, fo 下 是 


数值 鱼 度 ， 当 (把 内, 有 (本 二 0 所 以 庆 六 本 一 二 轩 六 五 关 
二 去 绝对 连续 . 
现在 , 假 进 结论 不 真 , 则 必 存 在 8 盖 0 和 统 中 一 列 元 人} ,使 得 


有 (CE >2e, (Bo < R12 (1) 
显然 ， 
] im of UL pV {2) 
so ne 


由 (1), 取 CE*, 上! 加 因为 了 六 类 
于 4 绝对 连续 ,利用 (2) 六 让 到 全， fi (UD Bj <e4 


mm 


El=B\ LU EB, 


则 大 外 CED 半天 让 ee, 且 省 对， 不 相交 ， 
用 Bs 代 饼 已 进行 土 述 过 论 ， 得 Le Es= Er,\ U 五 1 但 


FCE2) >e， 如 此 下 去 ， 得 到 受 中 一 列 互 不 相交 的 值 ,}， 满 足 
HE 此 与 下 的 可 列 可 加 性 子 盾 ， 证 第. 

系 设 四 是 具有 有 界 变 差 的 向 量 值 测度 ， 则 中 关 十 全 有 限 蛮 
度 & 绝对 连续 的 充 皮 条 件 是 IF| 关 下 4 绝对 过 续 . 

在 向 量 值 测度 的 研究 中 ， 沼 知 要 把 它 的 半 变 鞋 用 晤 个 数值 负 
度 反 了 映 出 玉 , 下 面谈 法 建 守 这 种 联系 . 

定 尺 ”如 果 1{ 世 ,|rET} 是 一 族 向 量 位 测度, 渍 中 


lim suptr( Us) 可 0， (3) 


卡 中 fs 是 经 中 任意 人 殉 据 不 相交 的 元 , 则 称 tF,] rE 是 一 致 可 


a 
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列 可 加 的 . 
引 理 1 设 训 :1 于 大 一 和 葡 一 和 个 有 措 用 一丝 可 列 可 加 的 广 区 
数值 副 度 , 则 在 在 一 个 全 有 了 眼 实 值 正和 负 测 底 "，, 使 入 
lim suply,.tE£) i—0. 
viEIRD 
证 (I》 人 先 证 对 任何 #0, 在 在 有 限 个 艺 r rncT， 满 足 
,SuPp, ivr) (B=0N, suply, ED |<e, (4) 
车 不 然 , 对 71ET, 可 到 到 BE 如 , ToT 使 得 
1， (BD) = 0, {81»,, (B81) | 2e, 
胃 取 加 必 统 ,TET, 使 得 
[yo | CE) = Ey,, | (B82) =0, 但 jia 二 | 之 
如 此 下 去 , 得 到 一 列 {,} 己 统 和 {rn} 之 T ,使 得 对 任何 自然 数 8， 
,Suply,,| {EE =D, ip, Ch | > 


令 辟 = [El， 对 每 个 和 有 my,,《 各 ) 二 0。 又 tv, 一 埃 避 到 可 


加 , 因此， 
limsup jy (CH,) |=0. 


注意 到 jn 二 + 1 时 ， [ye | {E)) =0, 所 以 Pri CH,) Vt (Es). 
因而 
limsup ly.,,, (Ha) | Se, 
此 为 了 矛盾 . 
‘I I} 由 (站 ,对 每 个 my 取 TY ii Tm 使 得 


1 
sup | 池上 《到 =0 时 , sup ly. (8) | < 


li tm 
作 4: 红 一 [0, 00)， 


1 nim} 


tn(B) =Am) 2 lym C8), 
_ f 


= 


1.4 向 其 值 测度 让 


加 是 韭 负 测 度 , 且 
4B) =0 时 ,sup|v,()| < 二 


再 作 y; 红 一 [0, co)， 

v6) = DD., (5) 
国 {y,1rET} 一 臻 有 界 , 克 vv 是 统 上 的 全 有 限 非 负 测 度 , 且 

vB) =0 时 ,| > (BF)|=0. 
(III) 作 下 :统一 1 人 TY， 

CPOE)) .=Y, (8), rET, 
由 于 ?>, 一致 可 列 可 加 ,所 以 下 可 列 可 加 ， 即 它 是 向 量 值 测度， 又 
»{B) =0 有 时, PF(B) 二 0, 从 而 下 关于 > 绝对 连续 , 即 

lim SF(E}I=0, 

ri} 

此 其 ,im suplv.(8)|=0. 证 毕 . 


定理 2 设 下:: 斑 一 区 为 半 有 界 变 差 向 共 值 铀 度 , 则 存在 全 有 
限 实 值 非 负 测 诬 ”, 使 得 
Oy (ER) EFI CE), YEEAR (6) 
, lim, IFiE) =0. (7) 
证 对 了 EX*, 1 所 1, 考察 数值 调度 = 天下 显然 { 小 满足 
引 理 条 件 , 用 引 理 1 方法 , 作 > ,由 ”的 定 关 (5) 可 见 
Ov(B) suplyrl (8) =snplf°F|(E)= EFIE), 


又 由 引 理 1 的 结论 ， 
0= lim Sup |v(B)|= lim sup |foF(B)| 
rt 1 


人 Ll 


= lim [FCB)|. 
人 


利用 1. 4.1 定理 4¢ii), 荐 得 


4 第 党 向 里 信 胞 数 和 的 和 分 与 向 量 植 测 讼 


lim | FCE)=0. 正 蝶 
{Ej 


1.4.4 Radon-Nikodrym 长 质 

在 测度 论 引 , 熟知 有 基本 的 Radon-Nikodym 定理 : 假 训 (只 ， 
斑 , 由) 是 全 0 有限 测度 空间 , > 是 有 上 的 e 有 限 广 交 测 度 , 关于 
上 绝对 有 连续， 则 在 在 妇 上 有 限 值 可 汕 函数 上/， 使 得 对 每 个 五 E 
到 ,有 

p(B) =| yan， 
这 个 定理 可 以 咎 作 Newton-Leibniz 公式 的 推广 ， 现在 要 问 : 对 
疝 量 值 测度 而 言 , 相应 的 结果 是 否 成 立 ? 即 设 下 :到 -> 旦 是 具 存 丰 
界 变 差 的 向 量 值 测度 , 且 半 于 上 绝对 连续 ， 是 宪 存 在 JE BC(2， 芒 ， 
4 ;使 得 对 每 个 下 和- 喧 ,有 
PCB 一 | Tar 

下 面 的 例子 说 明 , 这 个 结果 并 非 普 凯 成 立 

例 1 设 吕 =[01]3， 琉 为 [0,1J 上 寺 具 构 可 测 集 全 体 ， 丈 为 
Lebesgue 测度 ， 和 规定 器 射 下 : 搞 一 co 为 

ra)=i| sin ‘ana mlt) |, 
易 见 FCEY)Eco, HH | 
IFCE)|=sup sin Cozi) dm(t) <im(E), 

固 此, 是 具有 有 办 变 差 的 ce 值 油 度 , 朋 甘 于 训 绝 对 连续 ， 和 如 果 存 
在 Bochner 可 积 函 数 疡 如 -co， 使 得 PCB) = | Cam(t), 设 了 
CE 二 {ft 则 对 玫 E 殉 ,FF(E) 的 第 个 弘 标 为 


(CE 一 | EC 


§1.4 向 局 值 油 庶 47 


故 对 几乎 所 有 的 下 JR 一 sin (23318) 即 了 二 {ain (art 机 
如 记 亚 ,一 ‘1 |sin (2 8) > 则 对 一 切 坟 m(B) = 地， 从 而 


1 
mt lim Bi) lim ms,) = 丈 ， 


记 mtt (teE0D) < 可， 即 卫 并 韭 元 乎 妈 寻 为 co 和 值 的 , 此 为 也 
盾 . 这 上 就 说 明了 Radon-Nikodym 定理 关 十 下 下 不 成 立 . 

由 此 可 见 , 对 向 量 值 测度 而 言 , 需要 讨论 Radon-Nikodym 定 
理 成 立 的 条 件 , 

定义 ”如 果 对 每 个 有 界 灾 关 且 关于 上 绝对 连续 的 同 他 值得 座 
FF 区 人 卫 ,向 存在 fEB(Q,X, 1), 使 得 了 (8) =| tan, 则 称 于 闫 
(2 ,到 , 1) 上 内 有 Radon-Nikodym 性 质 . 

若 和 世英 十 -一 切 爹 有 限 测 度 空间 均 具 有 Radon-Nikodym 性 
质 , 则 称 互 具有 Radog-Nikodym 性 质 . 

定 尺 ” 设 人 是 Banach 空间 , {en} 守 下 ; 刀 朵 对 人 性 何 *E 苇 ， 存 
在 叭 ~ 的 数列 {a,}, 使 得 := 之 ,aiet 其 中 右边 的 级 数 表 示 按 范 数 
收 伊 的 极限 , 则 称 {e} 为 王 的 Sechauder 基 . 

通常 称 z 的 展 式 工 6iei 中 eu 的 系数 54 为 5 的 第 个 坐标 . 
显然 ,fs:zF>as 是 站 上 的 线性 芒 困 ， 

引 理 1 设 {es} 是 Banach 窑 间 互 的 Schaader 基 , 对 任何 x 全 
三 ， 开 一 Sr) en 则 fu" 1, 2, ""). 

证 对 = 规定 


all =sup fez)esh , 
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由 直接 验证 得 知 ，(X, 时 咱 ) 仍 号 Banach 空间 ， 重 1z 有 所 则 z 诈 ， 
故 上 -有 与 科 : 刷 等 价 ， 注意 到 


FAO fe + oo 


2 1 
< Te 由 至 几 ， 
所 区 坊 E 二 *。 证 毕 ， 
定义 设 {eyj 是 天 的 Sechauder 基 ， 如 果 对 任何 一 个 数列 
{tor}, 当 


n 
sup} Slael<o0 


时 ,s-lim DJases 存在 , 则 称 {en) 是 有 界 完备 的 . 


定理 1iDunford) 设 站 共有 有 界 窜 备 的 Schauder 基 
{ew}, 则 蕊 具 有 有 Radon-Nikodym 性 质 . 

证 设 六 :统一 革 是 具有 有 界 变 差 的 向 量 什 测度， 户 美 于 4 
绝对 连续 ， 对 每 个 则 考察 效 值 油 诬 fo 六 期 关于 此 {eoy 的 系数 
兴国， 显然 ,六 * 下 是 绩 上 关于 产 绝对 连续 的 有 上限 测度 ，、 由 数值 
测 谋 的 Radon-Nikodym 定理 , 存在 2 上 可 测 国 数 yw 使 得 


Fog( 本 一 | gr dls) YEeR, 


对 z=2fn(z)en, 作 用 zs 中 二 sup 之 fotze 前 面包 提出 ，] 1 
与 几 .人 等 价 ， 易 知 ,对 任何 正 整 数 mr,# 均 有 
DACTIE SACHN GD 


用 习 的 天 的 e 二 用 PE 有 (2) 
n= 


81.4 向 向 信和 测度 #49 


前 用 由 01? 下 1.4.1 定理 3 可 知 ， 
[i sed er 171®), (3) 
由 (1),(3) 及 Levi 引 旦 ,可知 
tim SageCDerh 


几乎 处 好 存在 ， 由 于 {te 是 有 界 完备 的 ， 玻 在 台 上 几乎 处 处 存在 
? 人生 玉 ,使 得 


lim D7g(t) org) 4 
显 热 ,9 是 强 可 测 的 ， 又 由 (3) 及 Fatou 引 理 可 知 


[fod Wan 的 <+eo. 


所 以 由 1.3.2 定理 2, 9EB(2, 世 ,4)， 福 阁 这 里 下 上 的 范 数 是 取 
几 : 撕 , 但 畴 1 与 是 - 必 等 价 , 故 由 1.3.3 定理 5 的 系 可 知 ， 五 上 取 
范 数 1 1 时 ,依然 有 8EB(9, 工 , 14). 


由 于 入 Sige(Des 轴 志 昌 gD 前 几 乎 处 处 成 立 , 由 控制 收 化 定 
再 即 得 PE 弦 时 
PB) = lim BfioP Bye im PI) gap (Do 


-1.9(OanGD. 证 毕 . 


由 这 个 定理 容易 得 到 下 面 的 推论 . 
系 1 zz(l<p< ! 00) 空 间 具 有 Radon-Nikodym 性 质 . 
对 2 co 空间 不 其 有 有 和 淹 完 备 的 Schauder 基 ， 


5 第 -一 章 ”向 篮 值 芍 数 的 积分 与 各 显 信 调 度 


14.5 具有 Riesz 表示 的 算 子 

对 数值 消 数 的 情况 , 为 了 证 明 (三 !( 呈 ,7 一石 "中 ， 圳 要 
两 个 基本 丰 具 : 一 -全 是 前 面 旭 到 的 及 adon-Nikocdym 定理 , 另 一 
个 是 Riesz 表示 定理 ， 已 经 指出 ， 前 者 对 -- 般 的 向 量 值 测度 未 必 
成 立 ， 双 于 后 看 是 否 可 推广 到 取 值 于 Banach 空间 的 有 界 比 性 算 
子 ， 则 起 本 段 讨论 的 问题 ， 换 句 话说， 我 们 将 讨论 ， 如果 互 为 
Banach 完 间 ,TT:L'((Q, 4) > 下 是 有 界线 性 算 子 ， 是 否 存 在 了 EL™ 
{2， 芭 ， LL) 日 使 得 

Tg=| fgdp, YIEL' (ND, 4), 

这 里 卫 ”({ 吕 .于 ,2 表示 全 | 六 Bochner 可 积 ，ess suplf tt zx< 十 
col}, 对 feEL™ (2, 访 ， Hs 记 上 | | = e358 sup | 了 人) | 

例 1 取 ([0,1], 殉 , 罗 同 1.44 俩 1, 定 六 也:P[0,1]->eo 为 

Tyg= hse sin (Qnr 6) Em(t) 4 
易 见 下 是 线性 的 , 且 
IT9l= sup ig@ sin (2"xt} em (6) | 
<| ls lam) = hgh, 
即 人 有 和 寞 和 如果 存在 fC[9, tj co wm) 使 得 
rg=| foamtt)y Yoeriro,1], 
考 守 144 例 1 中 的 向 量 值 测度 PCB) = | ,sin G2"at) dm (0)), 则 
让 
FB) T(r) = | fli) dm(e), 


9 1.4 向量 值 测 度 $1 
出 1.4.4 可 和 需 ， 这 起 不 可 能 的 ， 所 以 Riesz 表示 定理 对 村 了 并 不 
成 立 , 
由 此 , 我 们 引入 如 下 定 交 ， 
定义 设 人 了 是 (909,44) 一 革 的 有 界线 性 算 子 ， 如 果 存 在 厂 
也 ( 呈 ，)， 使 得 
Tg=| fodn YoEL' CY, 4), 


则 称 了 是 具有 Riesz 表示 的 , 简称 为 了 是 可 表示 的 
我 们 要 证 朋 : Radon-Nikodym 性 质 与 一 谈 算 子 的 可 表示 性 
是 学 价 的 ， 
引 理 1 滥 了 了;(0, 14)> 苹 是 有 界线 性 算 子 ， 
FCB)=.T xe), EE, 
好 于 可 开 示 的 充 坚 条 件 丰 存在 fEB(2, 苹 , 4), 使 得 


RB) =- | ap, EeR, 


此 时 ,FE (0， 六 2 有 亲切 86EE0 yy 有 


Tg= | .fg8&4 (1) 
T= 4,. 

证 必要 性 是 显然 的 全 证 充分 性 ， 设 三 (3， 区，n)， 
FB)= | fdu. 由 1.4.1 定 进 3, 1P1(E)= | 1f0) Jan (te), 男 一 - 
方面 ,将 任何 BE 坟 ， 

[Fea l= Tr ,Tra = Tu (EB), 
而 此 旭 得 
FEE Ti), 
故而 
| Oa lr s) Yee%,. 
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因此 ,EC Bi FED, A, 48), 
[fT (2) 


由 于 对 一 切 EER,T(zs) = | zsfay, 所 以 (1) 式 对 一 切除 崩 


因数 成 立 ， 再 利用 FE 区 (加 于 及 阶梯 图 煞 在 到 ,区 中 重 
响 , 即 扼 ( 忆 对 -一 切 gE 如 C9, 成 并 ， 
最 后 ， 由 十 1791 = 上 sfodul 志 [491, 故 1Pl 寺 1fi。。， 肌 利 
用 (2), 叮 得 1TH= |f1s， 证 毕 . 
定理 1 饼 关 于 全 有 限 测 度 空间 (9, 红 ,1 具有 Radon-Ni- 
kodym 性 质 的 充 要 条 件 是 任何 了 SB(L'CQ, 4) > 下) 均 是 可 表 
示 的 . 
证 必要 性 设 TEB(L' COQ, -> 了) ,定义 有: 玉 斑 攻 为 
F{B) 了 《Xe)， 
由 于 上 (ED)1<|Tin(B)， 所 以 证 具有 有 界 襟 闫 的 向 量 值 测度 ， 
盏 关于 中 绝对 连续 ， 由 于 三 关于 (9, 鹃 ,由 共有 及 adon-Niko- 
dym 性 质 , 故 存在 碟 B(9,X,A)， 使 得 
FlE)- jsfdn, 
由 引 理 1, 即 知 了 是 可 表示 的 . 
充分 性 庶 产 : 受 一 王 尾 具有 有 界 变 莽 的 向量 值 测度, 关于 
上 绝对 连续 ， 击 1.4.1 定理 2，|F1 起 数值 测度 , | 天 | 关于 正 绝 对 连 
续 ， 由 数值 测 论 的 Radon-Nikodym 定理 ， 存 在 实 值 非 负 国 数 


BE (9 ,加 ,使 得 | 严 | (8) 一 | AU 对 一 团 BE 后 成 立 ， 记 B= {i 


Rl) R= 1, 2 ，…' WM 吾 。 互 不 相交 ， o=U Bns 且 对 E 


CB 有 
(RRB EIFI(E San(E). 
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设 9 是 阶梯 咀 数 ,9 一 Pa, 区 A 站 Aj;= GD . 定义 


Tg = DF EN A), C3) 
赠 奉 


lr lO lal [FEN A 


卫 
Do |e (Bf A nlgl, 
i-J 


因此 , 了; 可 连续 地 延 拓 为 五 (550 一 到 的 有 界线 性 算 子 , 即 可 设 
TEBOLICO, 4) 一 革 )。 根据 假设 ,7 具有 Riesz 天 示 ， 因 而 存在 
fsEL” COQ,, #) ,使 得 

T= Tof glu VgEL (9, AY. 
对 BE 过 ,由 (3) 得 

PENED) = Tx) = ffrdn, 
定 交 天 但 革 如 让: 

f= 0, EB,, R= 1,2, 
则 有 。 

RE) =limF (EN U Es)) 


=tim| (Da Dd). (0) 
由 于 了 具有 有 界 变 闫 ,对 记忆 【| 丙 ，P( 四 二 Jef (8) dp (2t)， 所 以 


| Ha I! ( U jieleo) 
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利用 Levi 引 埋 ,得 DEC9, 4)， 形 由 控制 收 丝 定理， 由 ( 滑 
式 可 得 


PB} Tef (tdutt), 
其 针尖 于 ( 介 , 信 ,具有 Radon-Nikodym 性 质 ， 证 毕 . 


1.46 关于 Radon-Nikodym 性 质 的 附注 

现在 , 我们 对 前 两 小 节 讨 论 的 问题 ,十 作 一 些 补 充 说 明 . 

本 世纪 三 十 年 代 初 , Bochner 提出 了 而 今 以 他 命名 的 向 量 值 
请 数 的 程 分 ， 很 自然 地 ， 他 试图 把 实 分 析 中 的 Radon-Nikodym 
定理 推广 到 向 是 值 锅 摩 的 情况 ,他 很 快 发 现 ,对 于 三 [0,1]， 这 种 
推广 是 不 可 行 的 。 不久，Birkhoff 和 Gelfand 先后 证 明了 Rad- 
on-Nikodym 定理 对 Hilbert 空间 和 自 反 Banach 空间 成 立 ， 于 
是 ,这 个 向 题 引 超 了 更 多数 学 家 的 兴趣 ， 六 十 年 代 中 期 ，Rieffel 
引信 了 可 止 集 的 概念 , 证 明了 其 有 Radon-Nikodym 性 质 的 Ba- 
nach 空间 的 特征 是 饭 有 的 有 界 子 集 均 是 可 町 的 。 这 个 结果 上 内- 
个 方面 推动 了 Banach 空间 几何 理论 的 研究 ， 七 十 年 代 , Diestel 
条 人 又 证 明了 :Banach 空间 下 具 有 Radon-Nikodym 性 质 ， 当 
且 仅 当 每 个 一 致 有 界 互 值 部 是 投 B{9; 美 ,&) 的 范 数 收 敦 和 的 ， 从 
而 把 Radon-Nikodym 性 质 与 向 最 值 著 理论 联系 起 米 ， 现 在 ， 头 
于 Radon-Nikodym 性 质 的 研究 已 获得 大 量 的 结果 ， 有 兴趣 的 读 
者 可 以 参看 [81. 


1.4.7 Vitali-Hahn-Saks 理 定 
为 了 建立 数值 函数 关于 向 量 值 测度 的 积分 ， 我 们 先 介 绍 Vi- 
tali- Hahn-S$aks 定理 ， 
恋 (, 纸 ,加 为 全 有 限 测 度 空间 ,对 4, BE 缠 , 规定 
pliA, BY = H(AAB), (1) 
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如 果 把 名 中 任何 两 个 仅 相 关 零 集 的 集合 视 为 同一 ， 则 得 到 一 个 
座 臣 空间 , 记 为 统 (). 

如 果 {65} C2 开 ; p(Bny Brn} >0(Cn, m>00), I (EnA Bm) 一 小 
末 即 f5 [Xp 0 一 Xa Ct) d(C) ->0, 所 以 存在 可 积 的 函数 XX， 使 
jax.Ct) 一 XC dutty) 一 0， 但 区 必 是 {Xs,} 荣 子 列 几乎 处 处 收 
效 的 极限 ,所 以 存在 EE 如 ,使 X= 二 Xs， 艾 而 DB BB)>0，(n 习 
00); 这 就 说 明 弦 tp) 是 完备 的 庶 是 空间 . 

如 果 了 是 统 上 的 向 量 值 测度 ,天 关 于 绝对 连续 ,注意 到 

ua(AAB)=p(ACANCANB)) + HB\ (AND ), (2) 

FIA)— FIB) = F(A CANB)) — F(B\(ANMB)), (3) 
所 以 (4AB)==0 时 ,C4) 一 E(B), 即 了 可 以 看 作 绕 (4) 上 的 消 
数 ， 及 由 (2), (3) 可 知 ; p(Bny 如 一 0 拷 , 了 (BE,) 一 FB), 凤 是 过 
续 的 . 

定理 1(Vitali-Hahn-Saks) 设 {8, 统 , 1) 为 测度 空间 玉 ,: 
玉 二 了 #=1,2,… 为 一 到 向量 值 测度 ,每 个 Fs 关于 4 绝对 连续 ， 
且 对 BEER, lim FntB) 均 存在 , 则 

lim Su IF.CE) =0. (4) 


证 设 e 守 0, 记 
7 于 一 { 吾 | 才 E< 开 ， E(B) 一 FntE) |<e}， 
一 六 A ms = 1, 2, " 


n, m7 


因为 如 在 统 (4) 上 过 续 , 易 见 经 ,sm, 坟 sp 均 是 闲 集 。 困 为 对 任何 


BSR, limFa() 存 在 , 所 以 缠 (1)== [|] 绝代 弦 (p) 是 完 


P=l 


的 , 由 Baire 定理 , 它 是 第 一 纲 的 ， 所 以 存在 自然 数 Y，4E 开 和 
0 使 得 
{BIU(BA4)<rjc 0 {BI FB) — Fa(B) Ise}. 


56 第 一 章 ”向 量 慎 函 数 的 积分 与 向 量 值 测度 


理由 疡 绝对 连续 , 帮 可 以 取 到 如 0<6<” 使 得 zz(B)< 二 8 时 
IF.(E)|<e n= 1 (5) 
注音 到 (04U BAA EAE) TE (CAND AD) AB) < 由 
FE)= FEB}+ {F(AU BE) FCAU BE)} 
{F(A\B) FAN\E)), 


即 得 
[FCE)|<3e, n=g-F1,9 二 2 (6) 

这 就 证 明了 (4)， 证 毕 . 

么 1 在 定理 1 的 条 件 下 ，F(B) 二 lim 中 ,C8) 是 向 量 信 视 度 ， 

证 型 疙 , 忆 有 限 霜 加 ,为 证 它 可 列 可 加 , 只 昔 证 明 :如 果 { 本 由 
性 吏 是 单调 下 降 的 集 列 ， 们 二 请， 如 也 (8B,) 一 0， 这 是 因为 
让 全 oo 贾 (可) 一 9， 由 定理 可 知 , 对 任何 e 盖 0 存在 m.， 当 
mn 


supl Fn (Em) | <<s, 


其 而 次 入 天 时, i 了 (Bw) 二 e， 让 上 毕 . 
系 2 误 {1E 是 一 列 癌 量 值 测度 ， 且 对 一 切 Ee, lim Ent B) 


存在 , (8 一 limPat5), 则 FF 是 向 最 值 测度 ， 且 {Fw} 是 一 敏 可 列 


可 加 的 . 


使 
Oza (BNP | CE CVEER)Y, lim [Fl(E)=0, 
| . 


Sl vB) 
v0(E) 271 p07 


n--1 


丁 是 , 和 甘于? 绝对 连续 ， 由 系 ! 可 知 ， 玉 可 齐 可 加 ， 如 1} CC 
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更 单调 下 降 , 门 国 = 多, 则 limv(8w) =-0， 由 定 雇 可知 
n= hop: 
lim supl Ft En) =0, 
这 就 说 明 FF 是 一 致 可 到 可 加 的 .证 毕 . 
1.4.8 数值 子 数 关于 向 量 值 测 诬 的 积分 
设 卫 为 启 是 利 济 度 , BER 1F1(B)=0， 则 称 耳 为 所 零 集 ， 
和 如果 一 个 命题 在 某 政 零 集 外 成 立 ， 则 称 此 命题 关于 下 几乎 处 处 


成 立 . “关于 四 儿 平 外 处 ?党 记 为 “Faoe . 
现在 ,对 六 有 界 变 苏 测 度 下 ,我 们 引入 积分 的 定义 : 


定义 (iD 设 f 为 简单 隔 数 , 即 f 一 Baxs Bus BR 
规定 
站 (CT 有 -= SauPCBNEDN; (1) 
Gi) 设 了 定义 于 纪 , 如 果 存 在 简单 函数 序列 [fj 使 
下 
中 对 任何 BER 和 | f(D 6P(#) 1 接 沧 至 收 伍 ， 则 称 了 为 可 积 范 
数 , 且 规定 
(GUAGE EAD (2) 


对 这 个 定义 , 须 作 丁点 补充 说 明 . 
首先 , 当 于 =oiws 时 ， 误 上 f( 生 | 二 星人 EBD)， 布 芒 蕊 设 避 
互 不 相交 ， 于 契 , 田 1.4.1 定 再 4( 让 ,得 


| = [Eon(ENE)! 


58 第 - 章 向 量 值 户 数 的 积分 与 向 基 介 普度 


MIE(W)P (ENE EMIPIE), 


故而 I| fC) aF C8) lsuplf (0) 1 [FE). 
其 次 ， 设 简单 函数 列 fC2) 一 f(2), gn( 引 (1)，(P-a.e2). 
GDarc) 针 [gna2F(D) 对 一 切 BE 红 收敛 ,必须 证 明 lim 


aF=lim| ,gdP, 这 是 定义 合理 性 的 保证 , 
实际 上 , 作画 一 户 一 gw 则 如 (D) ->0(F-ae.) ,| | 5 收 伊 


考察 F.( 刀 二 | halt)4P(t) (YEE2G8)， 显 然 ，{B} 是 一 列 向 量 
值 测度 ， 对 一 切 BE limF(E) 存 在 ， 作 相应 于 1.4.7 定理 1 系 


2 的 2 有 
lim IF ABE) =0. 


vis 
由 Yitali-Hahn~Saks 定理 ， 
Iim supl F.CB)|=0, 
7 CEI nn 
即 对 任何 e909， 存在 65>0,yC4)<5 轩 | FCA) <etn=1,2,…)， 
即 
. har he, n=1, 2 
现在 ,利用 Egoroff 定理 , 取 4E 贫 ,使 v0) 过 6， 且 枯 在 但 \ 
4 上 一 致 收 仑 于 0. 这 样 ,可 以 取 到 读 , 使 % 宇 NM | (4) i 之 e(YtE 
2\d)， 和 二 是 
a arc carcd +|| ht) ap Ct) | 
里 Hd A 
<elF|(2) te, 


这 就 是 说 ,lim| nd 一 由 Dim fp Vin] .oa 
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下 而 ,我 们 列 昌 这 类 积分 的 一 些 性 质 . 
定理 1 设 j,9g 是 如 上 关于 玉 可 积 的 结 数 ， 
(Ci) 对 任意 一 对 数 就， 局， xf 十 好 9 关于 Fr 可 积 ， 且 


| af tipHg) aF=a| faF+ B| gaF, VEECOE:; 
Gi) 对 BE 如 ,如果 f 在 上 本 性 有 界 , 则 
| sar ess saplf (111 BD); 


Ci 2 faF, 出 全 可 列 可 加 ; 


(iv) im | far=0; 
pi 
{v) 设 了 是 Banach 空间 ,TEB( 玉 -> 了 )， 则 下 甘于 了 植 测 
府 了 可 积 , 而且 
7( | Jar )=[ farF. 


由 可 积 前 数 定义 中 的 (i)， 可 知 定理 中 (外 ~-(v) 对 一 切 简单 函 
数 成 立 ， 再 由 定 关 中 的 (i， 可 证 本 定理 -CY) 对 一 切 可 积 函 数 
成 立 ， 读 者 不 妨 自 行 补 充 说 明 . 


最 后 ,给 出 两 个 积分 极限 定理 . 
定理 2 设 {fw} 是 一 列 下 可 积 国 数 ， fo( 中 二 CD) (FF-4.8.)， 
lim osuP nn ?|| ,fa 一 0， 
则 了 为 下 可 积 ,而且 
| faF = lim| fad, BEE (3) 


证 〈D 先 证 对 有 2， 人 | Puez 收 伍 


由 假设 ， 可 取 64,0<6 忆 识 , 使 1FI(B) <6 时 


i] 第 -者 向 时 值 昌 数 询 积 分 与 向 重合 契 些 


中 = 本 1 
op|j fl < 2 


对 下 ,出 1.4.3 定理 2, 取 2 使 1.4.3(6), (7) 成 并 ， 于 是 {f} 按 2 几 
平 处 处 收 就 十 于 取 入 0 使 AESR, PdD) 所 下: 日 |， | 4) CO 
由 Egoroff 定理 ,可 以 取 到 由 E 腕 (40 二 四 在 号 4 上 一 


致 收 敏 , 攻 而 存在 Ya mm 六 时 ,| 瑚 人 一 (< 二 GEGY 


40) ,此 时 
| [ep Po]arco | 人 Te 一 Po ] 


J 


LFICO).! 2), 


ar 
因此 | f(t)aPCe) 1 收 线 . 
(ID 现在 ， 取 一 州 适当 的 阶梯 函数 gs。9(1)->f(8)，(F- 


G,e.] 。 
用 Egoroff 定理 ， 对 每 个 如 取 澳 E 统 和 阶梯 函数 8:， 使 得 
< HL 
Hat) Bat) |< EQ\ a 
作 


je 和 H I) | > 
0， 其 它 ， 
子 是 , 当 iEQNA4* 时 
ERGOIEAGIE NGO AOIALAOR TAG 


1 1 3 
a DR DEI » 
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KH i 时 人) 所以 


> 


EROGIEALAOIE COMA ILA 


ACI EA 
歼 而 [gsC2) 132|fa(OF GCOVA6 k= 1, 2,.). 


记 B= U 41, B= MB. 则 


PL pf FIA) < tr. 


因此 ,| FNCD 二 0. 当 寺 人 2\B8=Lim (asd 上 时 


[FOOD -gO ETFO fr f(t) gelt) | ->0, 
BW gE) fe), CF-a.e.). 


(ID 最 后 , 证 明和 ,9.44A C2) 1 收 化 :实际 上 


|， [Eco -ec larcw | 


| TD 一 we jarde 
+ | ,farce)| + 1 wparco|， (4) 
上 面 估计 起 右 边 第 一 项 不 超过 部 PP109)， 第 二 项 不 超过 元 ， 今 信 
计 第 三 项 ， 对 hEX*, 1&1， SPIE < CEN 
| fault dh nn) | ,n=1,2, 
外 此 , 用 1.4.1 定理 4(ii), 得 上 下 1 Ds, 吴 ， 
[AOA A OD 4=1,2," 


所 以 
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|| ROTIAGIE sup | ge(tydho F(t) 
Er Ax 1 Al R.A 


< sp | ,fgets) ldlhe Pl Ct) 2 sup 
kml, BNar ll 


8 


| AISA 
Fis 
由 (4), 得 
jf) -wp anc |<Edr10) +9. 

利用 (的 结果 ,可知 站 9.C04FCD 政令 ,而 Blim| goCDaz(D 
=lim| f CD2P(D、 

综合 (41), (LID) 的 结果 , 得 了 关于 下 可 积 ,而 且 

| PFCDePGD= lim| os(DaE(CD=lim| 六 (04P(6. 证 毕 


定理 3 设 {f} 为 一 列 灵 可 积 随 散 ， 天 人 -> 0), (FP-a.e.), 9 
上 是 瑟 可 积 畏 数 ， 下 (1 委 8 昌 ，( 尼 -本 e) 则 了 必 为 下 可 积 ， 且 


| FAR CD = iim| fn) dF Ct). 
再 -全 zw 


证 由 上 一 定理 可 知 , 只 要 证 明 , im， su 外 | fdP|=0, 由 于 
y 为 百 可 积 ， 故 对 任何 e>0， 可 权 6>0， 使 |FI(B)<8 时 ， 
| gar | <。 于 是 ,对 HHCB 8E 开 + 上 所 1, 有 


and < 
由 1.4.1 定 理 46i), 得 到 


| DeePl (1) de, 


$1.4 向 县 值 柚 底 


[RAGLAG (< sup | |alioF (2) 


< sup | ,98) a1hopl() 之 4#。 证 谍 . 
定理 3 也 称 为 控制 收 伍 定理 .。 


第 二 章 算 子 半 群 


Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 半 狼 的 理论 ,就 是 研究 无 穷 维 空 

间 中 算 子 值 函数 方程 

下 fs 二 的 之 入 (3 人 t,80 
的 解 的 理论 . 
出 数学 分 析 知 道 ,通常 的 为 数 方程 
flis!t) = 了 (f(t) 

的 连续 解 是 指数 函数 , 利用 实 变 函数 论 的 知识 ,还 可 以 进一步 把 连 
续 的 条 件 减 虹 汶 可 测 ， 与 此 相应 地 ， 算 子 类 群 的 理论 也 就 是 在 某 
种 可 测 性 或 过 续 性 条 件 的 腿 制 下 ， 研 究 无 穷 维 空间 上 算 子 值 指 数 
图 数 的 二 论 . 

本 章 将 介绍 算 子 半 妊 的 基本 理论 .我们 的 主要 篇 幅 将 限于 强 
连续 的 单 参 数 算 子 半 群 ， 其 不 国 国 然 是 由 于 这 个 对 象 的 讨论 比较 
简洁 ,而 且 也 由 于 从 方法 上 米 讲 ,这 里 的 处 理 是 有 代表 意义 的 . 

本 人 童 具 五 节 ， 在 $2.1 中 我 们 引 人 算 竺 半 群 的 概念 , 列 人 誉 了 一 
些 溺 见 的 例子 ， 并 过 论 了 算 子 半 群 的 可 测 性 与 连续 性 的 关系 ; 
$2.2 研究 06 类 算 子 半 群 的 结构 ,给 出 了 这 类 算 子 半 群 的 表示 , 特 
别 地 ,还 讨论 了 有 善 广泛 应 用 的 0, 类 庄 缩 平 群 ; 8 2.3 和 和 2.4 是 半 
群 理论 的 应 用 , 主要 大 抽象 Cauchy 问题 及 遍历 理论 ,这 里 的 介绍 
自然 只 是 初步 前， 3.6 研究 了 特殊 的 六 群 ; 算 子 群 ， 在 这 一 节 中 
还 介绍 召 了 级 为 下 要 的 Hilbert 空间 上 单 参数 丁 算 和子 凡 的 Stone 定 
得 ,并 给 出 了 这 个 定 梨 的 一 些 应 用 . 


2.1 算 子 半 群 的 慨 念 65 


$2.1 算 子 半 群 的 概念 


在 这 一 他 里 ,首先 我 们 将 扼 妥 地 说 用 算 子 半 格 概念 的 由 来 ,并 
通过 元 个 简单 的 例子 来 说 明 这 一 概念 . 由 于 在 算 子 半 姑 理论 中 ， 
比较 课 刻 而 有 意义 的 结果 都 与 半 群 的 某 种 连续 性 有 联系 ， 而 半 拜 
的 连续 性 义 与 其 可 测 性 密切 相关 ， 本 市 的 第 二 部 分 前 在 讨论 这 种 


2.1.1 算 子 半 群 概念 的 由 来 


单 参数 算 子 群 和 算 子 半 群 的 概念 起 滁 于 微分 方程 的 Cauchy 
问题 :以 及 物理 学 中 的 因果 律 . 
例如 ; 考察 常 微分 方程 组 


TE os 12. (1) 


记 z= (gp-… 2 如果 对 # 维 空间 的 某 区 域 昌 中 任何 的 点 wo， 方 
程 组 (1 存在 唯一 的 定 交 于 (一 co 十 0) 的 解 *(, 20) ,适合 初始 条 
件 2(0, x0) 一 20; 而 且 {ztt wo) | 一 2 之 #8 之 -00} 必 各， 闭 么 就 可 以 
在 吕 吊 引 人 算 子 全; 


T ro z(t, 0), 

由 解 的 唯一 性 , 可 以 得 到 

Te sato T(t ta, To) ght, F(tes 2o)) 
=T,, CT,, v0), 
Ei 
上 面 定 义 的 工 可 以 看 作 变 量 + 的 算 子 值 函 数 ，{T,| 一 吕 <t 

< 一 十 co} 是 一 个 单 参数 集合 .如 果 在 该 集 台中 引入 乘法 : 

TT = Ts 
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容易 知道 ,甘于 这 个 姜 守 ,结合 律 成 二 ,出 
PTR) = CTT) TE = 
而 且 ， 关 于 这 个 乘法 ,7 二 TT 是 单位 开 , 了 了- : 是 了 :的 道江， 也 恕 是 
说 ; {Ti 一 cs +co} 革 于 这 个 乘法 成 为 算 子 群 ， 此 外 , 这 一 算 
子 群 还 具有 如 下 的 交换 性 质 : : 
TP = T= TT 


即 它 是 个 Abel 群 
其 次 ,再 考察 尼 阶 线 性 齐 次 偏 微 分 方程 
LI = 0, (2) 
这 里 ,& 二 wt,2z) 尖 示 东 物 理 系统 的 状态 ,七 表示 一 个 上 阶 线性 齐 次 
微分 算 子 ,4 表示 3 维 空间 的 点 ,上 开 示 时间 . 
， 设 7Y 是 五 维 向 量 值 冰 数 空间 ， 如 时 对 了 中 任何 的 元 疡 了 (2) = 
《Fo 了 CD， 了-102)) ;存在 方程 (2) 的 适合 初 妈 条 件 
ut0, 7) =for) ,a CO, x) = fF), C0, 2) = fi (x) 
的 唯一 和解 芭 ( 2， 记 
fe) 一 人 (人 
由 fSF， 现 在 ;定义 了 -> 了 的 算 了 于 了 Y,: 


Tf ff, {>0, 
和 前 面 一 样 , 可 以 得 到 
人 一 了 CT 站 0 
由 此 , 如 果 引 入 乘法 
TP, T= Ts li, te>0, 


那 末 ,结合 律 成 立 ， 注 意 , 这 里 的 {Tt >0} 只 是 个 半 群 . 
一 般 说 来 , 设 在 时 间 间 隔 (fo, #1) 中, 考察 与 tLio, 51) 有 关 的 
状态 也:. 所谓 全 ,| 4ECtoy 二 )} 服 从 宏观 现象 的 决定 论 , 就 是 指 ; 对 
任何 大 (260,21)， 由 站 的 状态 Tw' 能 唯 - -地 确定 所 有 上 > 所 有 时 的 
状态 ,， 这 站 就 是 物理 上 因果 律 的 数学 家 现 ， 即 如 果 用 状态 了 
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雪 示 原因 ， 则 由 了 字 :唯一 确定 了 任何 > 所 时 的 结果 态 了 ,.， 如 时 
这 个 物理 过 程 可 赣 ， 妊 林地 组 成 一 个 算 子 群 ， 但 对 物理 中 一 般 
的 不 可 北 现 象 ,我 们 不 能 由 某 时 上 遍 竟 钛 态 识 定 前 一 时 刻 的 状态 ,所 
所 :人 小 具 是 半 群 ,有 妈 可 以 在 {全 沾 中 规定 一 个 潢 是 结合 律 的 乘法 ,但 
{TT 未必 售 有 单位 元 , 也 术 必 含有 其 中 每 个 元 的 道 元 ， 

定义 ”说 他 是 Banach 空间 半 上 一 族 有 界线 性 算 子 ， 如 果 
对 一 切 0 和 ts 芝 十 20( 或 0 过 tg 之 十 00), 均 有 

下 ,一 了 人 《3 

则 称 1 空中 (或 各 人) 为 一 单 允 数 算 子 半 群 ;如果 (3)? 式 对 
一 切 一 妈 志 和 3 十 局 成 立 , 则 称 (1 一 ce 二 三 十 co} 为 一 单 和 参数 
算 子 群 . 


2.1.2 算 子 半 群 的 一 些 例 子 

下 面 列举 几 个 比较 重要 的 算 了 半 群 . 

例 1 CLE0, 二 eco) 上 的 平移 半 群 设 0[0, 十 0) 是 [0, 十 00) 
上 有 界 且 一 致 活 续 的 随 数 z(t) 金 体 , 对 32ECL0, 十 00), 规 定 

lz =sup{lz(t)118e 00, +o0)}, 
显然 , C[0, 十 ce) 是 Banach 空间 ， 这 个 空间 中 点 列 的 强 收 敏 就 是 
相应 函数 列 的 一 致 收 低 现在 ,用 了, 表示 坐标 平移 的 变换 , 即 
CTx) (8) = (t+ 8), 1 之 0， (4) 

容易 看 出 : {Tt 衬 0} 构成 一 个 算 子 灶 群 ， 

因为 对 任何 #ECL0, -+00)， 


Txa|— suplz(s + t}j<suplz(s)|= 12], 
所 以 1 中 和 1; 妈 取 x 三 1 加 Tx[ = 二 1 二 1z 上 ,这 就 说 明生 ,| =1, 
因为 xECLO0, 一 00) 时 ,x( 纪 在 [0, 十 co) 上 … 臻 连续, 疏 


limsupleCt si 一 zi =0, 
#0 
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即 1im IT,, Tl=0, 这 就 是 说 : 虑 持 于 CLO， 十 co) 的 同 量 值 映 


数 了 ,x 是 强 迪 续 的 . 
田 一 方面 ,对 任何 固定 的 1,w 有 
TO— T= 2. (5) 
这 是 因为 , 首先 ， 


[Ti TE|T] + I=2, 
其 次 , 作 靖 数 zx(s)ECE0, 十 0) ,使 X02 一 4, x(t 十 巷 二 一 1 且 1z] 
二 1, 这 样 
[Pit— Tx | z+ z(t)|=2, 
这 就 证 得 (5)、(5) 式 说 明 平 移 算 子 半 群 并 不 接 算 子 范 数 连 续 . 
例 2 设 且 是 一 个 匀 数 空间 ,对 加 定 的 实 值 非 负 负数 gE 于 , 定 
交互 上 算 子 了 为 
Tr{te) =—=| ots) 人 3] XC D0, 
显然 ,对 zxE 开 ， 
Ti rrr(8) = [9(s) "x(s) 
=[gt8)) igs rts) = TT,r(8), 
即 {T41t 汪 旭 赴 一 个 算 子 半 群 。 至 干 这 个 半 群 和 的 连续 性 , 则 与 立 上 
范 数 和 的 定 儿 有关. 
例 3 三 角 半 群 这 类 半 群 出 现 于 Fourier 级 数 的 求 和 理论 ， 


后 
Ts{s) ~ Senivnems t 0, 
一 中 


其 中 z(s) 一 zone， 疾 际 上 ， 它 代表 一 种 三 角 级 数 求 和 法 ， 这 


由 比较 重要 的 情况 如 4。 Il， 此 时 ，7 所 代表 的 就 是 Abel- 
Poisson 求 和 法 ;上 峡 ; 苦 记 ee ‘-.* 则 有 
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+ 
Tr(s) ~ Yr "Ten 
— 


+ 上 


一 yo 十 Sr"T (Fn 1 Hn) CosNe | Ern— E_n) sinns] 
1 


+ 三 
一 和 0 十 Dr (GcosRs bsinns), 
1 


例 4 在 工 (一 co, +oo) 中 考察 算 子 


+ a 


CT, z=- oro)do, 0 
则 fs 一 (zs 是 热传导 方程 
Ou_ au 
ds: 3s 


适合 初始 条 件 ats, 站 二 zt(5) 的 解 . 
由 直接 计算 串 知 , 当 #0, Tr 守 0 时 


to op 1 tm (oa 
TT x(s) -ire t ee " rAdAdo 
1 to stom (80) (wa 
一 = 人 全 : ao )z(A)dh, 
但 因为 
fe 人 ts -一 3 -1 do 
一 
VT 
故而 


一 人 SS) 
是 地 ,| 全 是 算 子 半 群 . 
其 次 ,对 区 0, 半 x 世 ( 一 00， 1 50) 时 ， 


、 1 ttm C3) 
IT ws) i | e |xta) ldoads 
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={ tato) lao al, 


由 1 和 1t 放 0) ,也 就 是 说 , (> 个 旦 压缩 算 子 半 群 . 
再 次 ,我们 来 证 明 ; 对 任何 xEIL( 一 吕 , 二 00), 有 
limlTe ~ 2!—0. 
事实 上 ， 
Trts}—r(s) 一 天 | 。 ~" [zf(s 一 GT 一 2571de， 
由 Eubini 定理 立即 可 得 


| 至 ,一 -zi< 大 人 cao| lz(- oD- lds. 


由 于 
ef ls oD) za) de<2lrle™, 
而 且 , 当 吕 固定 时 
lim) lxts— ON tt)— rts) ds =0, 


所 以 由 Lebesgue 控制 收 敏 定理 可 得 
lim[T,z—z| 一 昌 . 


如 果 定 多 To== 工 , 则 了 在 0 点 为 强 过 续 的 ;并 且 , 因为 
[TT tte 
[Ta— Ta to 
IT ,2 

所 以 了 是 强 连续 的 算 子 值 函 数 . 

例 5 在 LC 一 oo0, 十 Co) (p 守 1) 上 考察 平移 算 子 灶 {TT,1 一 oo 
$< 之 十 0} ;其 中 

Ts) =—=r(s tt), reli(— eo, : 00). 
对 任何 tEC 一 00，! 02)， 


17 mel =} 
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中 =({ ze -1) ds)?= lz|, xEL?(—co, + coo), 
因此 ,1T,|==1， 又 对 固定 的 xEL?( 一 00, -00)， 
lr (| [zts-t ff} --xtsy} rds) ”>0 (1->0) 


所 以 了 在 零点 强 连 续 、 和 例 4 一样 , 可 以 证 明 了 在 5 一 cc, 十 co) 
上 强 连 续 . 

特别 地 , 当 ?一 2 时 ,2 是 (一 00, + co) 上 的 西 算 子 ,也 就 是 
说 , {T ,| 一品 <t 之 十 00} 是 平移 西 算 子 群 . 


2.1.3 算 子 半 闫 的 可 测 性 和 连续 性 


下 面 设 六 是 Banach 空间 , {了 |t>0} 是 下 上 一 族 有 界线 性 算 
子 给 成 的 算 子 半 群 ,再 设 {(0,， -二 00), 工 , m) 是 Lebesgue 福 度 宪 间 . 
本 节 中 的 可 测 性 均 是 指 Lebesgue 可 测 . 

显然 ， 我 们 可 以 将 单 矢 数 半 群 看 成 定义 在 (0, 十 0》 上 的 向 
量 值 销 数 , 这 里 的 向 量 是 人 > 开 的 有 界线 性 算 子 .根据 第 一 章 的 
讨论 , 自然 导致 下 述 定 义 : 

定义 (i) 车 向 量 值 函数 T(t 汪 >0) 按 算 子 范 数 是 强 可 测 的 ， 
则 称 算 子 半 群 { 妇 ,> 中 为 一 致 可 测 ; 

《ii》 车 对 芷 何 zE 工 ,向量 值 函数 了 .zx (1 六 站 是 强 可 测 的 ， 则 
称 算 子 半 群 {全 ,|1 汪 0} 为 强 可 测 ; 

(iii) 若 对 任何 *G 瑟 ,向 量 值 靖 数 ?zt 人 是 红 可 测 的 ， 则 
称 算 子 半 群 {T,|15 汪 0} 为 前 可 测 . 

间 样 地 还 有 以 下 的 定义 : | 

定 流 ” 当 算 子 值 灿 数 了 (> 中 是 : 致 ( 占 、 弱 ) 连 续 时 ， 称 算 
子 半 群 {7 了,|1 汪 0} 为 一 致 ( 强 , 现 ) 连续 的 ， 

利用 第 “- 章 的 结果 , 立 妈 可知: 一致 可 宙 (… 致 连续) 的 算 子 半 
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群 必 是 强 可 测 ( 强 连续 ) 的 ; 强 可 测 ( 强 连续 ) 的 算 子 半 群 必 是 弱 可 
测 ( 训 连 续 ) 的 ; 一 致 ( 强 , 弱 ) 连续 的 算 子 半 群 必 是 -… 致 ( 强 , 弱 ) 可 
测 的 . 

本 章 主要 讨论 具有 强 连 续 狂 的 算 子 半 群 ， 这 也 是 最 基本 而 常 
见 的 一 类 算 子 半 群 ， 上 面 已 经 指出 ， 由 算 子 半 群 的 强 连 续 性 可 以 
导出 强 可 测 性 ， 实 际 上 , 有 如 下 更 强 的 结 

定理 1 设 {T,1i>0} 是 Banach 5 空间 了 上 的 算 子 半 作 ， 则 
{T,|2 守 0} 强 迷 续 的 充 要 条 件 是 它 为 强 可 测 的 , 

为 了 证 明 这 个 定理 , 先 要 建立 两 个 引 理 ， 

引 理 1 设 {,jt>0} 是 Banach 空间 区 上 的 强 可 测算 子 站 
群 , 则 对 任何 “小, 必 有 莹 集 9。 及 不 中 可 分 的 闭 线 竹子 空间 XX。， 
使 woEXo, 而 且 当 EE 人间 ,时 ,了 ,为 PP 的 不 变 子 空间 , 即 当 研 吕 时 ， 
对 一 期 +EXo, 有 we Xn, 

证 由 于 74x, 强 可 油 , 故 必 存 在 零 集 本 ,使 

Mo== {Tro| t EF,} 

可 分 . 设 了 ,是 由 有 Ho。 和 zo 张 成 的 闭 线性 子 空间 ， 显 然 , 姜 。 是 可 分 
的 ， 设 Tzo(n 一 1,2,…) 是 MM。 中 的 秽 密 集 , 其 中 i, ， 于 是 ， 
天 0 便 是 { zola= ,2，， "和 二 张 成 的 线性 闲 包 

记 也 = 人 | 士 绸 土司 士 Ej; 则 天。 也 是 零 集 . 作 


{90 = 日 LR 
= 


9 是 零 集 ,而 且 当 1 世人 2s 时 ,对 任何 mu 4 十 二 的， 散 而 
点 
了 {aozn 十 To) 一 oT ,ro 十 之 .oo pt 证 0 


在 X, 之 中 ,这 里 go, 1,…, O05 为 任何 一 组 带 数 .但 是 , 当 fe。 上 |， 
必 伍 常数 这 dd " .47s 使 得 
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layao + Das, 加 一 月 ->0 (mco)， 
证 .于 


mr oe, + SY an, ex 有 和 是 全 集 , 从 而 人 礁 王 。。 引 埋 
=1 
引 理 2 议和 好 > 人 是 Banach 空间 苇 上 的 强 可 测算 子 半 
群 ,0 二 a< 玉 之 十 50; 则 必 存 在 常数 导 汪 0, 使 得 
[TM Eo, pl. 
证 用 反 汪 法 ， 假 迹 i:T 了 Ti 在 [oy 站 无 界 , 则 必 能 到 到 一 列 1,E 
La 5 ,8 二 1,2,……y 使 得 
ET een, x=1,2,."* 
因此 , 必 有 raE 瑟 ,1zoj =1 满足 
| Tra 


由 引 理 1 ,对 每 个 zw 必 有 正中 可 分 的 闭 子 空间 耳 , 及 零 集 介 s， 当 
t 区 Ds 时 , 下 ,为 TD 的 不 变 子 空间 ， 用 和, 记 [ | 下; 张 成 的 线性 闭 


包 , 忌 。 仍 然 是 可 分 的 ,又 记 呈 .一 [| 2。 9. 也 是 零 集 ， 当 ED- 


寺 于 一 1 2 人 均 是 了 的 不 变 千 宝 间 ， 所 以 了 了。 是 T, 的 不 变 
子 空间 。 静 在 规定 


Txh 
[T=sup i +0, (1) 
MEX bz! 
[i 
| 于 | ee". (2) 


由 及 ,的 可 分 性 , 设 {zs =: 1,2 是 瑟 . 中 单位 球面 上 的 移 
密集 ,容易 知道 | 
[了 | 二 sup Trzel, 《3) 
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思 为 季 个 2 是 可 王国 数 ,所 以 生 直 也是 可 测 的 . 
对 任何 5 名。 和 任何 xE 苹 ,有 .zsE 政 。, 故 


a 
ie 一 sup Tar 一 SP | 可 
1 TD iszl 

Ssup “Tia sp ef S17 iT.l, 


这 样 ,车 取 天 2 二 1og PT,|; 则 当 rEQ。 时 ,有 
f(t) EF) ft), 
显 热 ,了 (i 让) 守 22(n=1,2,:…)。， 记 
B= {tf 0<ta), 
0,={t,.—t|tEB,}, 
周 有 
BU Cs DO, tN\ 人 (4) 
实际 上 ,对 任何 iE0Q0, 8D\026; 当 tEBs 时 , 儿 于 
2 < 了 人 < 了 (人 tf — Dijttn mt), 
即 得 (4s 一 站 守 #, 即 有 一声 By 从 闻 Cw, 这 就 证 得 了 (4). 
由 (4) 式 可 知 m(B) 寺 匠 (OD) fry 但 22(B2) 一 HCCr)， 央 而 


m (Ba) > 名 之 了 击 竹 盏 也 甩 人 了 及 忆 而且 门 世 = 好 ,所 以 


n=] 


limB, 一 $$， 又 由 于 m0(B1) <<o0; 因 此 
0=m (imB,) limmt{B.) > 全 ， 


这 是 了 矛盾， 证 毕 . 

现在 可 以 证 明 这 一 小 节 的 主要 结果 ， 

定理 1 的 证 明 只 要 证 明 充 分 性 ， 设 研 (0, 十 吕 )， 今 证 了 ， 
在 5 处 强 连 续 , 即 对 任何 #EX， 证 明 !lim[T,z 一 Tz 一 0。 取 a,， 


使 0<a<B<， 组 引 理 2，[ 人 在 5a; 刀 上 有 有 界 ， 记 其 上 界 为 肛 , 


和 .1 每 耶 半 性 的 概念 5 


由 于 
T= TT 0), 
| 虑 赐 远 对 了 积分 ,得 


(Bh— a) TP,z -| TPT, ran. (5) 


类 似 地 , 有 


(hb— a) Tx = | TT dn (f=>b). (6) 


出 (5) 675 并 利用 Bochner 积分 了 的 性 质 , 即 得 
《本 -全 于 全 | 


b 
<| MIT, -Tt 


Eb 
= 对 | To ne— Tx a, 《7 


由 L 3. 3 定理 8 ,从 (7) 式 可 得 
lim|lP,z 一 ?zh 一 0。 证 毕 


注 由 (7) 式 还 可 以 看 到 : 在 (0, 十 o0) 的 任何 一 个 致密 集 上 ， 
ft 人 是 均 勾 强 连 续 的 . 

因为 在 可 分 空间 中 , 强 可 调 与 组 可 测 等 价 , 由 此 可 得 到 定理 1 
的 如 下 重要 推论 . 

系 设 卫 是 可 分 的 Banach 空间 ， 央 了 上 器 可 测 的 算 子 半 若 
必 是 强 连续 的 ， 

然而 , 是 否 可 以 进步 把 定理 1 中 的 强 可 袜 改 为 弱 可 测 电 ?一 
般 地 说, 达 是 难以 实现 的 ， 为 此 , 只 要 给 出 一 个 弱 可 初 而 非 强 可 测 
的 算 子 半 群 的 例子 . 

例 1 泽 且 是 0， | 0) 上 汝 星 如 下 条 件 的 复 值 镍 数 2( 门 全 
体 ; z(t?) 至 多 在 可 列 个 $ 处 非 堆 ,而且 
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Dy ir < oo, 


在 至 中 定义 范 数 
lzl=~v 21 |, 
姑 广 起 不 可 分 的 Hilbert 空间 。， 秽 在 取 (0, 二 ce) 上 不 可 测 的 实 值 
孙 数 (让, 贤 求 下 适合 
Petrtta) = FIFE), ti toa>0, 
是. 在 性 何 一 个 区 间 (@ 六 (0<a<6< 二 co) 中 ， 避 无界， 定义 和 上 
昔 参 数 算 子 半 群 了 如 下 : 
Pa) 站 71- 二) 
型 然 ,| 7 站 = jE) [在 任何 长 度 韭 零 的 闭 子 区 问 上 无 界 , 出 引 理 2 
可 知 , 它 不 是 强 可 测 的 .但 对 gE 苹 *, 因 半 是 Hilbert 空间 ,版 半 二 
豆 * 所 以 


HPTLCED= DDz ,PE), 


把 (Text 四 ) 视 为 的 函数 时 , 仅 人 在 一 个 宇多 为 可 别 的 集 上 非 零 ， 
所 以 是 可 锅 的 , 即 了 ;是 弱 可 测 的 ， 
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这 一 节 主 要 介绍 强 迷 续 单 参数 算 子 平 群 的 “分 析 理 论 "，( 或 直 

说 “分 析 理 论 ")》， 本 节 的 主要 思想 是 ; 为 了 讨论 Ps 一 和 的 连 

续 解 ， 不 妨 设 想 解 是 指数 函数 的 形式 ， 从 而 引入 无 穷 小 母 元 的 概 

念 , 末 利 用 积分 变换 好 出 苹 元 预 解 式 的 解 忻 表 示 , 这 样 就 恒 于 使 用 
` 些 分 析 手 段 来 研究 半 群 的 结构 ， 
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2.2. 1 心 , 类 算 子 半 群 的 基本 概念 
在 本 节 中 , 设 匡 是 Banach 空间 ，{T,|t 宇 中 是 下 上 土 的 算 子 半 
群 ， 先 引入 Cu 类 算 子 半 群 的 定义 . 
定 沈 ”和 设 他 ,tt 涪 全 是 一 个 算 子 半 客 ， 
下 人 一 00) 
一 了 
如 果 对 每 个 #6 尘 0 和 sx 总 ,向 有 有 
liml Tixr— Tl=0, 


则 称 { 宫 ,1 疗 他 为 强 连续 算 子 半 群 ,简称 为 Oo 类 算 子 半 群 , 

其 实 ,对 算 子 半 群 稠 言 ,在 基 一 点 fo 外 的 强 巡 续 性 , 其 能 导出 
在 一 切 点 上 的 强 连 续 性 . 

引 理 1 设 弛 相 i 芋 人 是 Banach 空间 互 土 的 算 子 半 群 , 且 对 
任何 zEX， 

liml Tz—z| =0, (1) 

则 1 中 必 为 Co 类 算 子 半 群 . 

证 对 枉 何 #0, 当 >0 时 ,由于 

TT), 

由 ; 2: 设 有 即 务 , 当 Y0 时 


了 一 一 
中 于 各 [和 


如 Tiz 在 任何 一 点 + 处 是 右 连续 的 、 下 面 证 明 它 也 是 左 连 续 的 ， 
为 吐 ; 先 证 明 对 任何 五 汪 0， 

supilT, | ter0, Ll} -0, (2) 
对 #5 且 , 由 假设 可 知 , 能 取 到 0,c>0, 使 得 sup 人 lzl12ELe， 


hie 四 E[0, Rf, 设 二 = 大 寺中 hr 于 二 
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jr | Tx Ti le, 
利用 共鸣 定理 , 凤 得 (2) 式 ， 设 科 汪 0， 
sup{]T, | lie[0, LI} NM. (3) 
现在 ,对 EE (0, 工 ); 当 正 数 色 充分 小 时 ,由 {10, (3) 得 到 
和 了 一 全 一 一 人 
MTs— |->*0, 
这 就 得 到 了 去 方 强 连 续 性 .证 毕 ， 
定 尺 ” 政 {| 芝 只 是 Banach 空间 互 上 的 算 子 半 群 , 证 多 为 
注 足 如 下 条 件 的 元 素 xEX 全 你; 对 x, 存在 ¥EX, 使 得 
lim 地 (TDs 一 站 =0. (4) 


规定 4: 多 一 了 为 4x 一 ¥， 这 里 8 由 (4) 式 确定 ， 称 4 为 算 子 半 群 
{1t 宇 间 的 无 窃 小 母 元 ,简称 为 母 元 . 

显然 ,名 () = 鲍 是 支 中 的 线 件 子 空间 ，4 是 名 (4) 上 的 线性 
算 子 ， 由 定 沈 立即 可 知 ; 对 xE 儿 {4), 向 量 值 函数 iTz 是 强 可 
微 的 , 且 下 xzE 纺 (4)， 


STs= PAr= ATz. (5) 


引 理 2 设 {T,|i 污 们 是 Banach 空间 症 上 的 0 类 算 子 半 群 ， 
是 其 无 穷 小 母 元 ， 则 鲍 ( 作 一斑， 
证 先 证 明 对 任何 +>>0， | Trate@ (4. iay=| Trd, 


有 


[a 


7 一 2 一 | (一 人 -| "maat 一 | Trat 
看 * 疾 


起 
二 和 贞 主 可 
=| Trat —| Tat=| TT.z01—| Tdt, 
时 D1 血 六 
6) 
但 对 任何 zc 并 
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1 站 :ir _ 
ree ed 
< sup |T,x—el—0, 《7) 
站 妆 上 荆 
(6), <7?) 即 得 
lm Tz) |=0, 
上 一 和 L 


中 i 定义 便 知 9 名 (和)， 由 此 ， 寺 利用 (7) 虑 ， 即 得 殉 ( 厅 = 证 
毕 . 


2.2,2 无 穷 小 母 元 的 预 解 式 
说 1 1 之 只 是 Co 类 算 子 半 群 ， 为 了 利用 税 分 变换 的 形式 来 
研究 尽 元 的 预 解 式 , 首先 得 讨论 一 下 | 了 的 指数 增长 特征 . 
定 针 ” 设 iT,|1 祷 人 科 是 Co 类 算 子 半 群 , 称 
w=inf eslTl Ez 


:> 
为 {Tt 尝 0} 的 指标 . 
令 并 让 二 1og] 了 PT: 上， 由 半 群 的 特征 即 得 : 
fb bof + ED), OKt ta 所 十 oo， {1) 
出 比划 评 证 明 
引 理 1 Him inf KA. (2) 


地 四 i> 


证 记 oo 一 nf 并 名 ,oo 或 是 有 限 ， 或 是 一 co， 我 们 仅 就 mn 
有 限 的 情况 证 明 ( 对 oo= -- co, 可 以 类 伏 处 理 )， 对 任何 e>0， 取 
5>0， 使 得 从 呈 <wo+ ce， 考 察 iE[ (n+2)5, (8)8], 则 有 


mH i 一 号 
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< (oo +e) 4 -有 (3) 


几 于 Rb5S[265, 35], 旧 2.1,35| 理 2 本 各 fi 一 8 有 界 ， 所 以 
妆 二 之 50 和 对， (3) 式 有 端 档 于 wo 一 ee， 但 8 是 人 征 意 的 ， 这 就 证 得 了 
(2) 式 ， 证 上 毕 , 

现在 , 设 wo 是 Co 类 算 子 半 群 {ZT,14 汪 中 的 指标 ,xE 久 , 对 Rel 
二 wo 者 罕 Tz 的 Laplace 变换 ” 


"+or . 
| ee (4) 
= 人 


我 们 先 来 说 明 这 个 积分 的 意义 ， 由 引 理 1 可 知 : 当 oo 全 一 co 时， 
灶 任 何 se 盖 0 存在 型 ,0, 使 得 


1 天 《5》 
站 a 一 co 有 ， 对 任 干 ND, 和 存 仕 型 0 使 得 
[TE Me *', (6) 


是 此 可 说; 当 及 con 加 ,对 任 林 二 向量 值 阅 数 8 了 ,x 古 [0, 直 ] 
: 足 Riemann 可 积 的 ， 而 是 s- lim| 。 -em zz 在 在 ,规定 


+ 三 里 
| ae HT,zdt== slim| e AT radt. 
= 中 EE 


记 ROA z= erizat. 
-0 


由 <5),(6) 易 知 R( 办 是 到 芋 的 有 界线 性 算 子 ,而 日 ,对 应 于 (5)， 
(6) 两 个 情况 , 分别 有 
MM, 


RCA 过 Rel— we ‘(Rei ! 8), {7 
1R(A) [SR 十 交 (Re4> —N), (8) 

由 此 可 知 
lim 总 (4 =0. (C9) 


玉昌 十 二 加 
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{Ut 尝 0} 思 然 是 蝇 连 续 的 ， 朱 由 十 >0 bl， 
Ea 和 le ATx _ | 
四 一 _ < sa 
| 一 | 
四 站 | 下 — 
le 一 2 二 一 dz +s 到 Ax | 


这 里 利用 了 le 到 44<es 1 | -4 


元 为 由 此 可 知 , 站) 二 Vw 的 强 旱 数 为 0, 因 而 站 二 x 即 
7, =e 4。 证 毕 ， 
为 了 得 到 更 一 般 的 丧 示 定理 , 先 建 站 两 个 引 理 . 
引 理 1 假设 {T 1 之 中 层 Co 类 算 子 半 群 ，4 取 实 数 ， 则 对 
一 切 zE 和 ， 


->0, 故 {0,1t 这 0} 的 国 


s-limAR(A) z=2, (1) 
证 对 尾 何 xEX, 上 ti 二 1, 以 及 2 六 0, 必 存在 >0, 当 0 区 f 氢 
a 
Tz xz 一 z|<< 郴 . 
再 取 力 >>ao as 是 {T1122>0} 的 指标 , 取 co>0, 使 17, zs 入 cie"… 对 
一 其 # 成 立 , 于 是 


ARCAN) EO— z= er, rr—rat | 
+ 
而 oo0 
< 和 | elT. ssldt+2| e (CT, sli zl)yae 
vv 而 


< 


一 寺 4 一 二 一 4 点 
-如 十 安 …。 


可 
改 当 和 > 十 co 时 ,14800z -zj >0， 证 毕 . 

引 理 2。 设 {7 1 六 分 为 Co 类 算 子 下联， 指标 为 oo 当 Re4 
os 时 ， 必 有 
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ARAT= RA AZ. 
再 由 (1 站 的 第 一 式 即 得 
2R{A}x— BAYAr=w, AEAY, 
由 此 可 知 xE 统 CBR(D), 而 且 (10) 的 第 二 碟 成 并 . 
前 面 已 指出 多 (4) = 吕 ， 现 在 我 们 来 还 明 4 是 闭 算 子 ， 实 际 
上 ; 如果 znE 扩 (4A), Axn 一 os za 2 一 0 | 所 一 绰 ->0， 旭 让 (102 
的 第 二 式 , 得 z 一 一 dz 由， 伪 8->oo 即 得 
t= RA CAr—Y). {11) 
所 以 zwE 斑 (RCD)= 狐 (4)， 比 较 (10) 的 第 二 式 及 (C1), 即 得 RC(D 
Cy 一 A400) 一 0, 再 出 (10) 的 第 一 式 , 得 到 
y— Ax= CAT— AIR (CY-— Ax) = 0, 
了 玛 y= Az, 这 就 是 说 44 是 闭 算 子 ， 证 毕 , 


2.2.3 C6 类 算 子 灶 群 的 表示 
设 B 是 Banach 空间 互 二 苇 的 有 界线 性 算 子 , 则 级 数 
~ 1 
un 
按 算 子 范 数 收敛 ， 故 它 定义 了 一 个 有 界线 人 性 算 子 ， 记 为 e”， 容易 
证 有 明 : 当 B,C 为 两 个 有 界线 性 算 科 , 且 B 与 CQ 可 交换 时 ， 
BB*C— eg — pen. 
定理 1 没 {T, 1# 写 0 是 06 类 算 子 半 群 ,4 为 其 无 穷 小 母 元 ， 
人 (A) 一 五， 则 - 
了 -td 
证 因为 络 ( 必 王 开 ,出 2.2.2 写 理 I 可知 4 是 闲 算 子 , 所 以 
| 有 界 . 由 于 了 A4= AT, ， 故 对 和 任何 8 和 es 一 和 4 。 天 半 奉 
U, 一 e ‘7,, ti>0, 
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{ 六 人 直 显 然 旺 强 连续 的 ， 持 由 于 下 ->0 时， 
[= 
|= 


a 


Fe AT rj | - 
eee 


Tr et <| 


和 ez + 


| 可 让 和 和 
加 二 4 下 >0 


一 4 一 0, 页 { 1 六 0 的 县 


元 为 2， 由 此 可 知 , 汇 共 一 了 的 强 导 数 为 0 因而 六 )=x, 即 
,= 二 e+: 4。 证 毕 . 
为 了 得 到 更 一 般 的 表示 定理 , 先 建立 两 个 引 埋 . 
引 理 1 假设 { | 这 中 是 Co 类 算 子 平 群 ，4 详实 数 ， 则 对 
一 志 x 所 至， 


这 里 利用 了 |e 一 各 <e "| 一/ 


8-limAR(GA) LO— x. ‘<1) 
证 对 全 何 x, 二 1, 以 及 2e 半 0; 必 三 在 >0, 当 0 所 1 所 
和 时， 
ET, 一 好 | < 
再 取 丰 >>ooy on 是 17, | 此 宇 虽 的 指标 , 取 51 汪 0, 和 使 | 全 2z| 志 cie*!' 对 


IARCD 4 —z1 = [er za)dt | 
4 


<2| e*lT, zwdt +4| ed sl+ lal) et 

o n 

已 4 

4 
引 理 2 设 { 人 ,| 关中 为 Co 类 得 了 半天， 指标 为 op 当 Re4 

eg 时 ， 必 有 


< 


PE ge- 翅 
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本 1 ~ ~- AEN —l 
[RAY] z= (157|， 已- 1T, zat, (2) 
击 且 ,存在 常数 忆 和 型 o 使 得 ReA4 汪 刀 和 
ER Ts Mo rR Br 7 (3) 


注 从 下 面 的 证 明 可 以 看 到 , 当 ao> 一 co 上 时， 可 取 为 @0 十 
2 其 中 为 任意 正 数 , 当 om= 一 co 时 , 8 可 取 为 任意 负数 , 
证 | ?zi 《22 式 已 证 ， 则 


[ROA J z= RCN ee Tadt 


cu 


1 + 二 名 

-| | e “TT, -rarit 
如 一 ob 9 

= | ee zdtdr 
(rn—1)!lo Jo “ 

= | 7 全 『 rldrgdr 
(2 一 1 Je ”jn 
1 r+ 

= 二 | Be Ht"T, rat. 

0 


上 面 的 过 程 中 ， 作 了 变换 +? 二 rz， 并 把 二 次 积分 与 二 重 积 分 五 
化 ; 这 些 步 骤 的 合理 手 均 易 严 格 验证 . 实际 上 , 只 要 对 任何 jE 芒 ”， 
把 于 作用 于 (2) 世 两边， 应 用 数值 阅 数 的 Fubini 定 理 即 可 ， 这 就 
证 得 了 (2). 1 

其 次 ,由 ?2.2.2 的 (5),(6)? 可 条 ,能 取 有 及 形 。 使得 | 下 委 型 。 
en 由 (2) 式 可 得 


[aI eT, olat 


nH Mi -Rea -sin-i 
| em dl 
0 


1 
=N, ReA—B5 ?| 
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这 训 是 (3)， 证 毕 ， 
定理 2 设 1T,1t 室 人 j 居 06 类 算 子 烛 群 ， 以 44 为 二 光 , 则 在 
任何 有 限 区 阅 [0,&] 二 ,均匀 地 有 


T, = 3-lime't*s) (4) 


二 的 


即 当 xE 芝 时 ,对 任何 2 守 0) 必 及 == 入 Lz, 2) ,使 得 4 上 ,经 [0， 
oj 时 ， 
LT, zed < 

注 由 于 4R(N) 是 有 界线 性 算 子 ， 所 以 定理 2 又 可 理解 为 
{全 ,1 可 以 看 作 尝 群 {他 二 当 4-> 十 co 时 的 模 限 ,其 中 每 个 {了 TP 站} 的 攻 
元 是 1448{4). 

证 将 先 , 由 (3), 取 训 , 汪 1 利用 AR 一 AR( 办 一 了, 得 0 
时 ,在 


PT 目 一 2 本 上 ， 革 3 吾 《 和 -所 A) 9 
ler sadl=e hemsm)ee SAFITROI 
0 


2 2 
Me "eC— Me ", 
由 于 六 (办 与 了 了 | 可 交换 ,页 e 0 一 Be 与 7 可 变换 ,由 
是 , 藻 记 B, 王 e145, 网 当 xzE 久 (当时 


1; 五 |:_ cariy Tn — BsTs T 
im 下 
页 地 们 
2 lim Ser Pt-e Pr + limB, _， Tr 
页 一 hh 


@-idaRta J 


=lime An) — Ts 


-a 和 
十 HimB ss 
=3D 
et daannl— AARCDT ,r+ TAr], 
让 4DT, 二 人 了 RR(D 4, 二 即 得 到 


Er | 第 二 窜 算 地 半 故 


1 
(0 Tg) 本 全 (一 


册 此 , 当 tEL0, 时 , 必 有 六。, 使 得 
Tr eta 
一 [| 


[AC | 
o 0s 


= | [eto C4 ABN) zds | 


<M| expl G0) +Bs 1 人 Hz 一 4480Dzl 
NN Ar 一 44PCD zl 
出 于 #E 纺 (时, 4RCD Y= RD Azx, 利用 引 理 1 出 知 
[Tr eR p>0. 
一 般 地 ,对 + 天 ,2 守 0, 取 总 (04) ,使 Fy 一 x 后 92， 耐 对， 则 有 
hos 当 4 守 时， 


[Ty ery! 3, £1E[0, 8], 


故 只 概 充分 小 , 便 右 
NT,r— eter Ty eA) 
+ tlT + ie Diy el<e. 
定理 证 毕 . 


2.2.4 无 穷 小 母 元 的 特征 

大 们 很 自然 地 要 问 : 什么 样 的 算 子 4 可 以 作为 一 个 0。 类 算 子 
闪 群 的 无 穷 小 母 元 ?+t 古 有 界线 性 算 子 时 ， 这 个 问题 是 平凡 的 .) 
了 下面 是 一 个 基本 结果 . 

定理 1 (Hille-Yosida) 设 4 是 Banach 空间 瑟 上 的 稠 定 
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线性 算 子 , 则 4 为 其 Co 类 算 子 平 群 无 穷 小 母 元 的 完 要 条 件 是 : 在 
在 当 数 导 和 户 , 村 于 任何 实数 列 4 一 -| 9, 满 中 

(i) 当 4 有 时 ,有 (4 = 二 (4,1 一 4) 是 有 界线 性 算 子 ; 

《ii 对 任何 税 , 当 如 一 有 时 


(RCA J™EM 


1 
CAa— BY™ 
证 必要 性 部 分 由 2. 2.2 定理 1 和 2.2.3 引 盐 2 即 得 ， 今 证 
充分 性 ; 凡人 0 满足 。 由 于 
(Anl— AR zz， 3E 下 ， 
ROAN CT 一 由 2 2 rED(A), 
可 知 当 zE 纺 (四 导 ， 


Rm) a al [RCA Arl < MA so Cn->+ 00), 


艾 得 

lim 4 如 (AX IEDCA), 
但 # 充分 大 时 ,上 4,RC4D) 1 所 2 了 H, 且 好 (4) = 和 故 . 

limAsR A) T= xX,X 扬 三， 
由 土 式 ,对 2 全 绍 ( 必 ,有 

lim AAnR CA r= Lim (haB Ad) 2) =limAsR An) Ax= AY. 
作 单 参数 算 子 半 群 了 8 一 ed 下 面 将 证 siimze 存在 ， 它 
就 是 所 求 的 工 ,， 
上 先 证 背 (4) 与 RCAw) 中公 措 . 当 rE 时 , 记 二 RCAD RR An) YT, 
则 XEB( 丰 ,而 且 
CA — AE= CMT- ARCOANRCADT= RAnNE, 


贾 芷 铬 (而且 
CAm! 一 A tA — 本) 区 一 人 
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(dsT— A (Ad — AE= a PS= RO RADz, WRU RA) 
=R(An) Rids). 
注意 到 4 中 (Ha 二 A2RCAn} 一 如 7 AAnR (dn) = ASRCAn An 
六 族 卫 与 了 和 可 变 称 ， 类 和 似 于 2.2.38 定 朝 2 , 易 知 
TIT) = TD PN CAR An) — A2 BR A)), 


1 
72— 9021 = | [CT 
各 


<{ i Tm hl An Rn se— A4 BRC) zl, 


但 是 
N= 1e er RRn -A — ean [enedn) 
办 4 
on SA IBRD PS ae 
二 天 和 疹 
因此 


a i | 


< gr Das) A CA) sz — Ad, RA zl 


由 (可知, 当 gE[0, ce 时 ,对 任何 e>0, 必 有 4 当 加 全 和 时 
人 一人 < Da]， 
页 攻 有 有 界线 性 算 予 加， 使 得 但 任 一 有 限 区 闻 f0, 思 上 ,均匀 地 成 
立 着 
lim| TT, = 0. 


现在 还 明 {T;| 尘 人) 是 一 个 算 子 半 群 ; 设 1,8 之 0, 则 由 


limi 人 0; 


殿下 
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民品 一 | 去 一- Taor| 十 ] TV TTT 


Bin 
Me T Tt IT PT]->0, 
涯 而 PsT T(rET), 肿 了 4 一 了 
再 证 ;小 强 连续 : 设 局 是 给 定 的 非 负 实数 .对 任何 e 六 0D， 必 
存在 oa 及 正 整数 20, 当 =>>m 有 时， 
[TVz— Trl < iEL0,0], 


设 当 手 一 和 | 入 时 
站 到 一 下 < 
二 Te 一 me 
由 此 可 得 
I Tr 0 《> 各)。 
最 后 证 明 二 ,} 的 母 元 为 4: 因为 


OT WE Tt VAA RD)S, 


故 
To rz=| TIAA RA rds, 
令 二 十 9, 对 任何 x 于 ,因为 被 积 沙 数 在 任何 有 限 区 间 上 关于 8 
均 多 收 仇 于 人 4z, 所 以 当 zE 狗 (和 时 ,有 
Te—1z=({ T, Ards. 


由 此 可 知 , x€© 凶 (4) 时 

一 _ 

i rr4ee 人 
所 去 如 计 的 母 元 4 二, 设 {ZT | 0 的 指标 为 Coy 取 Ans 使 不 
maxt 有 oo， 由 于 | 


df 一) 一 下 = 字 ((A7 一 向 ， 
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所 以 愉 有 4 =4. 证 毕 ， 

对 一 些 特殊 的 Co 类 算 子 尝 群 ， 其 特征 可 写 得 更 简洁 些 。 

定义 设 {T 了 ,|+ 宇 中 是 算 子 半 群 ,车 存 在 8 二 0; 使 得 

17, le (0),， 

则 称 它 为 标准 型 算 子 半 群 ， 

定理 2 设 4 是 Banach 空间 芯 上 的 秋 定 线性 算 子 ， 则 妇 为 
革 标 准 型 Ce 娄 算 子 半 群 无 穿 小 母 元 的 充 要 条 件 是 : 存在 正 煞 月 ， 
对 任何 实数 列 4 一 二 ooy 满足 : 

(0) 当 如 > 时 ,RCW 二 (4nf 一 起" 是 有 界线 性 算 子 ; 

(ii) 当 4 二 户 时 ， 

1 


IRGN SA Lp 


证 设 4 是 标 礁 型 Co 类 算 子 半 焙 的 无 穷 小 母 元 , 由 定理 1 知 
个 成 并 ;又 设 [ 了 DT 所 e**C 庄 0), 则 对 xEZ， 


| eT rdt I<| er-am'idihzl 
0 o 


1 RCAs} zl = 


项 得 {ii， 反 之 , 若 介 ， (ii 让 足 ， 由 定理 1 知 44 是 某 Cn 类 半 群 
ft 从 的 母 元 ， 为 说 明 此 半 群 是 标准 型 的 ， 考察 Ti = 
BldinRtiny 一 四 -和 由 让 易 知 


NESe ang nin ts ein 
此 定理 上 的 证 明 , 可 短 s-limT i .- T,, 故 


Bea 


Te 1 - 一 一 六 加 
1m lm 3 -ext， 证 毕 ， 
B+ nm 


2.2.5 “Co 类 压 编 半 群 
W 类 算 子 半 群 中 , 压缩 算 子 半 梧 .类 重要 的 对 象 ， 


$2,2 0 类 算 于 半 群 1 
定 沈 ” 若 半 雁 {, 旺 芝 中 中 每 个 算 了 均 是 压 纵 算 子 , 即时 志 

1 则 称 它 为 压缩 算 子 半 群 , 简称 为 压缩 半 群 . 

显然 , 压缩 半 群 必 是 标 礁 型 的 ; 反之 ， 如 {|t 宇 0} 是 标准 型 
的 ; 即 有 8 衬 0, 使 [Te*(f 守 站, 则 te TT,|t 这 0 便 是 压缩 半 群 . 

由 2.2,4 定理 2 及 其 证 明 立 邮 可 得 到 

定理 1 设 4 是 Banach 空间 互 土 笛 定 闲 算 子 ， 则 4 是 革 上 
此 压缩 算 子 半 群 无 穷 小 母 元 的 完 要 条 件 是 :对 任何 4>>0, 均 有 4E 
p(Ad), FH. 24>0 时 


[GT 一 及 -二 天 


特别 屯 ,下 面 将 在 Hiibert 空间 上 性 骞 压缩 半 群 . 
定 兴 ” 设 五 是 Hilbert 空间 , 4 是 吾 上 的 稳定 闭 算 子 , 如 时 对 
任何 xEB(A)， 
(4zy 7) + (2, AT) 0, 
则 称 44 为 耗 散 算 子 ， 
定理 2 设 4 呈 Hilbert 空间 豆 上 的 稠 定 闲 算 子 ， 则 4 是 某 
Cn 类 压缩 半 群 无 穷 小 母 元 的 充 委 条 件 是 4 为 耗 散 算 子 , 且 县 (一 
A)=H. 
证 必要 性 如果 4 为 C6 类 压 编 半 群 他 ,11 实 0} 的 无 穷 小 母 
元 ,由 定理 1 ,1S5p(d), 肯 统 (1 一 4) 一 昌 ， 设 rE 加 (考察 人) 
二 《47 了 2); 出 二 的 定义 可 知 
Fy = CT Az, Tx) tT To Ar). 
由 TY, 的 迁 缩 性 得 拓扑 志 100), 歧 玉 (0) 志 0, 这 就 是 
【dz a} | Cw AA) EO, 
即 冯 是 硅 散 算 子 . 
充分 性 谱 业 趟 散 , 绝 时 -= 五 首先， 阁 4>0AEPd)， 
注意 和 到 xc 多 (时 
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(Az— Ar, Ax— .Ax) 
=A (Crt — ACAr, 4) — ACr, dz) 十 《dr Ar) HT 让) 
即 得 


141 一 2- (1) 


其 次 , 如果 zxE 印 (4), Az 一 x, 则 由 耗 散 条 析 得 (x,2) 一 0， 玖 * 
二 89， 因此 一 和 "存在, 且 是 定 光 在 互 上 的 闭 算 子 ,这 加 是 说 二 
Pd4) | 

最 后 ,如 AEp(4),24>0,0 坟 | 一 1 过 4, 则 由 (1) 可 得 

FD" AA A 

R=0 
按 范 数 由 人 证, 易 知 此 即 人 2 一 4 故 KEpCA4), 由 此 尼 1EPC4) 可 
得 2p( 汪 00， oo) 注意 到 (1 ) 式 , 利用 定理 1 即 得 4 是 某 Co 类 压 
编 半 群 的 无 寄 小 母 元 ， 证 毕 。 


82.3 算 子 半 群 的 应 用 


算 子 从 群 的 理论 , 有 着 非常 广 证 的 应 用 ,不 可 能 在 本 章 中 一 一 
列举 。 这 一 节 只 是 提 殿 几 个 简单 的 应 用 算 子 半 群 的 俩 子 ， 下 一 节 
要 介绍 的 遍历 理论 ， 也 是 算 子 半 群 在 应 用 方面 使 人 很 感 兴趣 的 
领域 . 


2. 3.1 Taylor 公式 的 推广 


甘于 半 群 的 表示 , 我 们 已 得 天 2. 2.3 定 理 2， 在 其 些 情 况 下 ， 
另 一 些 形 式 也 是 恒 于 应 用 的 . 

定理 1 设 {2.1t 关 中 是 Banach 空间 XX 上 的 强 连续 压缩 算 
子 半 群 , 则 
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Th .了 


Tx= 8s-lime! + w, 4EX. (1) 
刻字 放 
证 记 和 


le le et" [ce 0 {Tt 
ee Et A | 


-| 入 Li We | 全 otaup, (A Azde 


| [C4 ADs of(4—4)al, 


其 中 4 为 {Tj} 的 母 元 ,因此 ,4->0 时 ,上 式 右 总 趋 于 0 ， 但 例 ( 有 有 
二 ,je' 人 1, 所 以 ,对 一 切 xE 芳 ， 
liml| Tz— eaxl 二 0. ”证 毕 ，, 
现在 ,考察 2.1. 1 例 1 中 讨论 过 的 算 子 
CT2) (8) = ats rECLO, 十 oo)。 
显然 , {Tt 宇 0} 是 CL0, + oo) 中 的 强 迷 续 压 缩 算 子 半 群 。 由 于 


TD rs+ hes), 


过 外 


及 而 用 差分 符 导 
Mr= (sth)-- Xts), 


AlY r= (AP) "w= PD" #0OF wv (8 + kh), 


则 (1) 式 化 为 
z (5+) = Alz(a), 《2) 


这 里 的 极限 对 于 * 是 一 臻 的。 内定 借 工 的 证 明 可 见 ， 对 于 任何 有 
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限 区 间 的 + 也 是 一 致 的 . 

(2) 式 可 以 看 作 Taylor 会 式 的 推广 由 此 ， 可 以 导出 著名 
的 Weierstrass 定理 ， 

实际 上 , 设 zt#) 是 CC0, 二 中 的 元 , 令 

wt)=w 1), t=1, 

则 把 2(#) 延 后 为 C50, 二 co) 中 的 元 ， 对 任 意 的 2 汪 0， 取 加 是 能 
小 ;使 


st — DLE) Aas) | C08 十 co0, 
中 = 详 


OLEL), 
上 式 左 端的 无 穷 航 数 一 致 收效 (0 所 #8 达 十 co0,0 志 1 下 1)}， 令 s=0, 
取 吉 充分 大 ,使 


Sse 0 -SO se 
这 就 得 到 了 汉人 在 [0,1] 上 用 多 全 式 的 一 致 帝 近 ， 


一 也， 


2.3,2 抽 筑 Cauchy 问题 

设 习 为 Banach 空间 , 4 为 线性 径 子 ,定义 域 为 急 ( 人 4 , 值 域 为 
玉 (4), EX 设 有 取 值 于 上 的 向 量 信和 消 数 (4), 福 是 

GD) DEZCDG>0)， 在 插 何 [mB]C (0， 十 co) 上 全 
连续 省 ; 

Gi) (人 ) 强 可 导 ; 

i) S41)= A (1) 


证 ”计时 的 将 过 续 7 向量 值 旷 数 的 金太 续 ) 和 莹 通 实 讽 销 数 申 全 太 壮 烙 念 定义 
硼 仿 ， 
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Cv) limlytt)- #ol: 0, 
风 称 交 二 是 方程 千 9t)== AY(1) 适合 Cauchy 条 件 9(0) = 
的 解 ， 

省 解 y(t) 还 满足 

limT log ly( D1 =0<00, (2) 

则 称 拟态 是 正规 @ 型 的 解 . 

和 普通 方程 的 Cauchy 问题 可 用 Laplace 变换 讨论 相仿 ,我 
们 用 单 参数 半 群 和 积分 变换 的 方法 来 研究 抽象 Cruchy 问题 

定理 1 没 4 是 闭 的 线性 算 子 ， 其 点 谱 ws(4) 在 任何 右 半 平 
面 中 不 稠 , 则 对 每 一 个 EX, 抽象 Cauchy 剖 题 (1) 至 多 只 有 一 个 
正规 型 解 

证 “ 设 有 两 个 解 5(t 2(), 则 z(t)=9( 四 一 2(1) 是 3 一 
4z(t) 适 合 =(@9 =0 的 解 ， 而 且 是 王 规 型 的 ， 设 它 为 @ 型 . 当 Re 
4>o 时 ,考察 
s 一 lim-| e*z(t)at (3) 


其 中 的 程 分 为 问世 民 函数 的 Riemann 积分 ,极限 (3) 是 存在 的 . 
实际 上 ， 对 任何 ED 皮 有 to 六 如 置 


log l(t)1 <o Fe, 
即 1zCt91 才 e909, 数 当 Re4 二 w+e 时 
ez( OP Ee ee (40), 
可 网 (3) 中 的 极限 存在 , 记 此 极限 为 
Lo—| eradt. (4) 
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对 任何 0<<a 有 8 一 oo， 由 于 4 是 闲 算 子 ， 所 以 ( 志 L 3, 3 定 
理 5) 


f ae 一 | 。 4z(008 一 本 est)@ 


但 | 。 -Atm (tdt oe rH) ee “rte) 2 etz(t)d4, 令 o>0, 


一 oo, 并 得 
对 ea iat =| “erity'(t ydt=4 全 ee 
这 就 是 说 ， 
AL(A, rT) = ALiA, x2), Red> em, 
于 工 (4,7) 在 0 时, 它 必 是 4 的 特征 向 量 , 4gp(4). 
取 Re4>>o 中 的 开 湾 ,使 opt4d) 门 0= 名 ,因此 ,4E0 时 
L(A, x) =—0. 
任 取 fE 正 *, 有 
f(L 00)) 一 | ef (et) at, 


它 是 ReA>w 上 的 解析 丙 数 ,并 且 在 O 中 为 0, 故 站 (L(G4,2)) 三 0， 
由 普通 数值 前 数 Laplace 变换 的 性 质 , 有 
f(s) =0, fEX®, 
页 xzt=0. 证 毕 ， 
定理 2 设 4 是 Co 类 算 子 半 群 {7, 14>0} 的 无 穷 小 母 元 ， 则 
方程 
Ay(t)= Ay(t) 


的 抽象 Cauchy 问题 对 每 个 yo 名 C4) 有 唯 一 的 解 各 加. 

证 由 32.2 的 讨论 可 知 T 了 ,i 确 为 Cauchy 问题 的 解 ， 所 需 
证 明 的 皮 是 唯一 性 . 

上 有 另 一 个 解 zt》 作 2 和 一 了 一 2(#), 它 是 满足 x00) 一 
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0 芍 艇 ， 国 为 z( 站 强 可 导 , 故 


Tr) =(E7 , )z=) + Tr (8) 


一 一 于 sdzfsS) 十 (8) = 0, 
由 此 可 知 了 ,oxCs) 取 常 值 , 所 以 
Tx{0) = Tor( i), 
央 zt 一 2xt0) :-0， 证 二 . 
定理 3 谈 4 为 牧 定 闭 算 子 ,对 每 个 加 E 纪 ( 必 ， 抽 象 Cauchy 
问题 
(各 4 (5) 
(y (0) = 
有 了 唯 -- 的 解 y¥(,Y0) ,满足 光 (90) 1 过 C1yole*'， oo (4) 不 充满 任 
倒 右 于 平 面 ; 那 末 必 有 Co 类 算 子 半 群 {2 |t 尖 0} ,使 得 了 Ty0=y (tf 
y0); 而且 {人 T} 的 母 元 为 4 ,其 指标 不 超过 @， 
证 对 任何 YE 经 (4) ,定义 
了 go tt, yo) > 
于 是 得 到 名 (Cd 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 , 议 足 
17,1 Ce ly]. 《6 ) 
因此 ， 又 由 纯 (C4) = 天， 可 把 T, 着 作 了 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
其 江 数 仍 满足 (6)， 由 于 3(i, 各) 是 强 连续 的 , 襄 
lim [Tg TY) 一 0， ED, (7) 
由 紫 ， 利 用 弥 (4) 一 三 及 (7),{6), 可 得 
s- lim 3 一 了 


即 {T,1t 淘 0} 是 强 连 续 的 , 
由 定理 1, 易 知 当 EZ (4 时， 他 (所 = Ay(1) 的 两 个 解 


和 第 二 硒 ” 算 子 侍 于 


ye gn yt, ys yo)) 

福 足 同一 个 条 件 # (0) = 加 ,因而 
中 人 十 直人 

即 

Tg PT yo). (8) 
由 纪 (4) 的 秋 密 钼 及 研 , 在 [0,q] 中 的 均匀 有 界 性 ， 可 知 (8) 对 一 切 
yoEX 成 立 ， 旭 { 人 20 是 -个 兴 群 ， 由 (6) 知 它 的 指标 不 超过 
四 ， 设 这 个 半 群 的 无 穷 小 母 元 为 4', 余下 的 就 是 要 证 明 4= 4 

对 xEX, 记 RD 二 =|，e "Pzdt， 对 yoE 妃 (4), 因 为 (4,0) 

在 任何 [wa, 8]Ct0,co) 上 全 过 续 , 利 用 全 是 闭 算 子 , 有 


pp EE 
A | eAyt, yo dt 


= egy, gdat =e yt, 90)| +4| oy 6, yo) dz. 
对 于 Rehi>>o 令 wz0 有 一 co 由 44 的 了 闲 件 和 上 式 即 得 
A[ eg godt=2| et yo) dt —pos 
下 
(A—AT} ROA) #0 = — ¥o, 《9) 
令 证 (9) 式 对 一 切 WE 成 立 ， 串 实 上 ,存在 EE 儿 (机) 一 ,办 
为 R( 力 是 有 界 的 , 所 以 RC(Dys->RCA) yo 又 由 
ARCA} yn = AR COA) yn o> AR CA Yo — Yos 
以 及 4 的 闲 性 ,立即 有 
BOYEDD A AR YAR yo (10) 
特别 地 , 取 AEgp (544), 出 (可 短 以 7 一 和 = RCW. 
由 于 4 是 {1T,| 实 站 的 母 元 ;过 然 当 Red 计 mm 时 ，(47 一 和 4) 7! 
= 二 姨 { 办 ,从 而 4 一 4. 证 毕 . 
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32.4 通 历 理论 


遍历 理论 (Ergodic Theory) 也 被 泽 称 音 访 历 经 理论 , 这 是 一 
分 与 其 已 数 学 分 支 ， 例 如 动力 系统 理论 , 版 率 诊 . 肖 国 分 析 ,数论 ， 
和 被 分 几何 等 有 着 窒 切 联系 的 数学 分 支 . 

本 此 主要 分 绍 算 于 半生 的 沪 城 定理 . 但 是 ,为 了 更 好 地 理解 底 
方面 的 结 亲 ， 我 们 不 得 不 先 对 溃 典 的 情况 作 -- 些 讨论 ， 在 $2.5 
中 , 我 们 还 将 应 用 Stone 定理 的 结果 ;进一步 给 出 von Neumann 
的 平均 壳 岳 定理 . 


2.4.1 概述 
饥 历 塑 诊 起 源 于 动力 莹 系统 的 研究 ， 搁 照 经 典 力 学 ， 一 个 力 
学 系统 可 用 广 绿 华 标 8 二 (0 …,) 和 共 罗 动量 $= 《Ps Bo 来 
摘 述 ， 用 总 表示 该 系统 的 Hamilton 函数 , 即 能 量 , 那 未 ，Hamil- 
ton 正则 方程 
dg .aH dp _ aH l,i C1) 


dt Bap dt 39， 
便 是 系统 所 遵守 的 微分 方 答 . 竺 别 ， 如 果 系 统 是 保守 的 ,下 一 五 (9 
蕊 ， 它 不 依赖 于 圭 。 这 个 系统 的 态 由 点 C9;8) = 表示， 所 有 可 能 
的 态 组 成 24 维 空间 中 的 集 只 ， 称 串 为 这 个 系统 的 相 空间 ， 在 十 ， 
恕 适 各 某 些 数学 条 件 时 ,对 只 中 的 一 点 oo 方程 (17 有 解 @ ef) 
(之 t0) ,给 足 初 始 条 件 of = ows 称 此 解 为 一 个 轨道 ， 它 朱 述 了 
系统 的 运动 ， 令 由 名 =w( 了 在 相 空 间 中 定义 变换 41460% 如下; 
CE). 
容易 看 由 4 仪 个 赖 于 一 机, 记 为 机 -9 这样， 得 到 各 由 一 个 站 
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1 Co， 称 为 彬 随 数 ， 要 研究 物理 量 Ca) 企 这 个 系统 下 随时 间 灾 化 
的 规律 册 ， 阁 先 得 有 初始 资料 os， 苇 次 解 系 统 的 方程 , 求 出 适合 
(fo) 二 wo 的 解 , 这 样 十 能 完全 掌 提 Ceo)). 

然而 ， 对 -- 些 比较 复 染 的 过 程 ， 例 如 统计 物理 中 分 子 间 的 嫌 
撞 , 热力 学 中 物理 的 热 最 扩散 等 , 往往 很 难 实 现 .上 述 两 个 步 又 ， 这 
起因 为 : 

《1) 初始 资料 的 确定 儿 平 是 不 可 能 的 ， 因 为 在 实际 操作 中 不 
可 能 在 “= 如 的 时 刻 栅 得 系统 所 有 各 处 的 值 ， 而 任何 一 个 被 测 出 
的 数据 也 只 能 是 物理 量 对 时 间 的 平均 , 兄 莉 《区 加 三 晶 

fr(w) = $i 


{2) 即使 第 -- 步 有 可 能 实 堆 , 妆 自 由 度 % 很 大 时 , 系统 所 满足 
的 方程 在 求解 时 也 会 遇 到 很 大 的 困难 , 所 以 哆 无 从 确定 day 当然 
也 就 无 法 知道 物 埋 贡 (4;@9) 了 了， 

为 了 用 其 他 方法 来 确定 了 (o) ,物理 学 家 根据 实验 进行 总 结 ， 
得 到 对 某 些 运动 体系 来 说 , 当下 充分 大 时 , 最 了 7 (9) 挡 近 于 一 个 确 
定 的 值 , 这 个 值 等 于 读物 理 量 在 初恋 on 精确 讼 允许 范围 内 态 避 处 
的 什 的 平均 ， 换 各 话说 ,在 名 空 亲 上 存在 一 个 测度 上 4， 使 4,-,, 湛 
于 这 个 测度 保持 不 变 , 即 设 和 =0 时 ,对 任何 可 测 集 型 , Ad 一 
4 有) 而 且 


1 于 ， 
tm) fe0 ) ehy |, Cae 人 


于 .> on， 


Louville 草 让 明 在 适当 的 条 人 凰 下 , 例如 保守 系统 的 情况 , 能量 
百 汶 守重 的 ， 所 有 具有 能 量 中 的 竖 动 衫 道 攻 然 落 在 Ht{p, 外 二 了 
上 上， 此 时, 丰 变 测度 可 以 取 为 


-| do 
HM): | yerad A 


&2.4 遍历 混 论 103 
其 中 , 开赴 用 面 刀 (了 多 = 吾 上 的 集 ,zc 表示 面积 元 素 . 
ee 
如果 研究 的 是 固定 体积 内 分 子 的 碰撞 , 显然 可 以 取 “为 体积 ， 
内 为 这 时 在 任何 时 刻下 体积 不 变 , 即 
VIM)=V AM). 
数学 中 的 遗 访 理 论 就 是 研究 什么 条 件 下 等 式 ( 怒 戌 立 ， 方 程 
式 (E) 就 是 遍历 理论 的 数学 形式 、 适 合 人 条 件 {) 的 态 就 叫 具有 沪 
历 性 的 恋 . 
我 们 和 再 旁 察 访 体 力学 中 的 一 个 例子 、 考虑 在 三 维 Buclid 空 
闻 中 有 鹏 域 台 内 流动 的 不 可 压缩 稳定 流 ， 设 通过 该 流 ， 纪 的 点 咱 
在 % 单 位 膨 间 后 被 移 至 从 的 点 or: 
wn (有一 0 十 1 二 2 3 000 一 必 ). {2) 
所 请 稳定 胡 假 设 意味 着 流 的 情况 与 时 间 的 原点 取 法 无 类， 所 以 具 
有 群 的 性质; 


(OF) m= Dn me (3) 
所 请 不 可 压缩 的 意思 是 : 假定 集合 4CD 在 8 个 单位 时间 后 被 移 
至 4。 即 4, 二 {on|%mEA}, 当 有 旦 公 当 4《Lebesgue) 可 测 时 ; 4; 可 袖 ， 
颖 其 Lebesgue 测度 铀 中 
mid) = mA). (4) 
按 流体 力学 的 术语， 那 就 是 当 给 定 的 力学 系统 的 可 能 状态 用 
相 空 间 吕 中 的 点 所 来 表示 了 轩 , 稳定 不 可 压缩 的 条 件 即 是 指 : 移 着 时 
间 变 更 所 引起 的 迁移 过 程 (2) 淇 足 人 条 件 (3), (4), 
用 Lebesgue 测度 论 的 工具 ， 研 究 mn 一 oo 的 情况 ， 这 里 的 所 
谓 遍 历 性 问题 ,就 是 研究 在 什么 情况 下 ,对 任何 的 z (0)EL(8), 有 


Lim 之 T (4) =: | TO dD. 
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2.4.2 ”遍历 定理 

这 一 小 节 中 ,我 们 要 介绍 G. D. Birkhoff 的 个 别 饥 历 定理 ( 定 
理 1) 及 Tvon Neumann 的 平均 遍历 定理 {定理 2). 

考察 了 迁移 过 程 2. 4.1(2), 假设 条 件 2. 4.1(3), 4) 请 足 ， 

定理 1 CBirkhooff) 设 z (2)EL(DO), pC(9) 之 o0， 则 对 但 中 
几乎 所 有 的 @, 存 在 有 限 函 数 x* (2), 使 


z*(o = liml zton)， GD 
vb 
而 且 
| a* ete =| {ow dw, (2) 
些 外 ,对 几 和 所 有 的 全 ， 
3 KG 一 YY (COD) 《一 0 十 1 《3) 


证 只 要 对 zt@)EL(9Q) 是 实 函 数 的 情况 还 明 即 可 ， 叉 (3) 尽 
(1) 的 显然 推论 ;现在 来 证 明 (1), (2). 

首先 ;为 了 指 中 x*tw) 的 存在 ， 只 舌 指 出 当 < 有 时 ， 如 果 用 
态 表 示 能 使 


Hml Dron) >B, lim Ss(on) <a 
1 而 下 中 1 


放 ie 加 
同时 成 立 的 名 的 集合 , 则 mCN) 二 0 为 了 证 明 mrLN) 二 0, 只 要 证 明 
| (0) dom CNB (4) 


因为 只 要 用 ~- z(@) 代 震 x(@), 间 样 可 得 | xz(@) dpm (NW)a, 再 由 


出 四 得 坟 0CN) = 0. 
山 在 ,对 整数 4,5,a<b, 令 
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1 nh 1 
Barn (0) -Ba (om 


对 于 某 个 @, 如 果 存 在 满足 
yaw (to) >B, HA aE DT yo (OD) EP 
的 整数 a,5, 出 沁 a,8 为 端点 的 区 间 ( 82 称 为 对 应 于 巴 的 特异 入 
闻 ， 因 为 当 a<a <5 时 有 
区 (0@) = {a —a) yo (wm) 十 (bo—a years (wm)}, 


所 以 ,对 谋生 同一 个 所 的 两 个 特异 区 闻 人 全，(e ,除了 可 能 有 
一 方 包含 男 一 方 的 情形 以 外 ， 只 能 互 不 相交 。 当 给 定名 与 正 连 数 
二 时, 如 果 {6 想 的 长 度 5 一 # 筷 如 而 且 是 对 应 于 的 特异 区 间 , 但 
不 被 包含 干 其 他 的 、 长 度 不 想 过 ?的 特异 区 疗 《 对 应 于 同一 个 
的 ) 之 肉 的， 我 们 便 称 (a, 8) 为 对 应 于 @ 的 [特异 区 闻 ”由 上 所 
述 , 对 应 于 给 定 的 的 三 特 异 区 间 , 假 如 多 二 一 个 的 话 ; 必定 是 开 
不 相交 的 ， 

由 集 叉 的 定义 ,对 于 六 中 任意 的 点 o 只 要 工 充 分 大 ， 必 定 叭 
一 地 存在 形 如 (@ 区， 其 中 ae 和 0 天 的 1 特异 区 间 ， 对 于 固定 的 
i 以 六: 弄 示 站 的 点 中 有 有 含 0 的 天 特异 区 间 和 | 它 对 应 的 著 些 点 的 
全 体 , 那 末 


NCNACNC.., [| N=N. 


把 ww; 表示 为 瑟 不 相交 的 于 po 之 并 ， 
NW 
9-1, 由 一 自 
在 此 Npg 为 wa 的 点 中 有 站 特异 区 问 ( 一 到 一 2 十 人 和 它 对 应 的 
朱 些 点 的 全 作 所 成 的 集合 . 
但 地 ， 


N Pry 


Pig lL 
Y ps prate) 下 > x (om) — og {0p), 


m= 
十 wENpo 与 -Eu 是 党 价 的 , 愉 而 骨 
2 (a pe) 一 了 人 于 四 1 子 


| tw) = | TO Xi CO p) do =| Cp) LD, 
Sprg -Nor 


因此 
1 -1. 


| z(o)eo= > | Tw) ED 
二! dip0- Nr 
i 站 一 全 


— 2) |, {or dom 
g=ir=0 -mm 了 
一 Sal ora C0) ed. 
如 时 ENo6; 圭 末 ,由 十 go(o) 一 局 ， 


| KG] op Dm (Ny) 


1 3-1 
= 中 > im CN ps0) 和 Bn CN), 


因此 , 令 5=>00, 即 得 
| zo down(N). 
其 次 ,证 明 (2) 式 成 立 ; 对 于 非 负 函数 列 
n 1 
法 Dr (wm) | 
人 1 n=1:217 
应 用 Fatou 引 理 , 得 


| lim 
no 


zom) | 二 于 ro | ge 
1 1 - 
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tn Deon ja. (5) 


由 (5) 式 , 利用 前 一 部 分 的 结果 及 2. 4 1(4) 即 得 
| |au< | :wy 本 C6) 


另 一 方面 ， 记 2 (一 了 | 


za) | }, = 到 和 z(o) | 


一 台 (@)}， 则 
TO 一 区) 一 Too) 
XD) 与 zo (外) 区 为 非 负 且 可 积 的 ,此 外 ， 


a* {0 = rT C0) —r2 (0), 
周 此 ;只 需 对 mifo) 或 zafo) 证 有 明 (2) 式 即 可 ,从 而 不 站 恨 设 有 zx (加 
产 0， 这 时 ,由 (67 可 得 

|, rT* Cn) En | zo) do. 
为 证 明 相 反 约 市 等 式 , 内 要 注意 和 《4) 的 证 明和 相仿 ， 可 以 得 到 : 当 
< 时 ,对 满足 8 之 #z* (9) 朗 B 的 名 全体 所 成 的 柴 合 六 (6, 用， 有 

om CN (a, Bp)<| ro)aonspm(N (ws A)), 

由 此 ;利用 x*(@} 可 积 , 得 


|， 他 Diorlm 袜 党 X( 全 区 2 


如 十 服 


二 | ro dw.、 ”证 毕 . 
定理 24von Neumann) 没 zO06LO),m(0) 之 +c2， 则 
过 存在 x Cojt (02) ,使 得 


im| ED El dwm= 0, 《7 了 7) 


而 且 (2),(3) 成 立 。 
证 关 刍 是 证 明 | aCow) 是 (9) 中 的 基本 序列 。 这 
时 ,极限 z*EZ(D)， 而 县 由 逐 项 积分 即 得 


如 一 让 


| 
{ (do -tin am] de 
一 1 . 
lin | |, rt do 


即 (2) 成 立 ， 为 此 , 作 算 竺 Vz(o) 一 zol)。 显 然 , | Uzi 一 121。 从 


而 易 知 它 是 天 算 子 ， 汐 察 核 算 子 范 数 有 界 的 算 了 序列 1 二 vy: | 


简 记 一 二 SIU*z 分 证 {zs} 为 149) 中 的 基本 序列 


-i 
由 于 工 《9) 是 可 分 空间 ， ED 玉 仁 下 有 罗 均 对 任何 


TECO); 必 有 {tj} 的 子 序列 {za 螺 收 化 于 xz*， 先 证 Ur*==z* 
由 于 


rw en = 1 Ur lel, 


即 知 Ur 了 3x*， 易 一 方面 ， 由 za 了 x*， 所 以 Ur 了 Dr*， 页 Ur* 二 
x*, 即 (3) 成 立 . 
再 证 季 一 5 一 lim zs， 因 为 + 二 站 一 (2 一 力 ) 耐 VzY 2 所 以 


#3.4 将 质 理论 ]0F 


内需 证 s- lim $v {x -- -0， 洁 设 并 吏 (， 相 ). 电 然 ， 


8- tin 已 "六 一 0 (C8) 


Rr 


和 15 | 私有 界 , 故 (8) 式 对 zE. 殉 人 -0 也 是 成 立 的 . 
现在 , 只要 证 5 一 x*€ 琉 器 一 四 即 可 ， 苦 不 然 , 存在 f(D (9))*， 
fr — x) 一 1 了 下 一 但 是 

Us—U"irycA( UU), 


所 以 了 Umz) = -jm bm ter at, 


得 了 2*) 二 J(x), 此 为 铸 盾 。 证 毕 ， 
实际 上 ,用 类 似 于 上 一 定理 的 证 明 方 法 , 淡 者 可 以 且 行 证 明 于 
定理 3 ” 谈 了 是 Banach 空间 鼠 到 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 

sp 三 | 


所 十 oo, 


lim lI") =0, 


Le 


如 果 对 革 个 xzEZ, 点 剂 {zo} 含有 弱 收 化 十 x*E 对 的 子 列 ,这 里 z= 
上 32"z, 及 来 必 有 有 
血 


8-]im 和 ns= 2*, 
人 全 本 
美 于 定理 1，2 中 的 (有 和 (77， 撑 可 以 过 “耕地 号 为 下面 的 


形式 . 
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定理 #4 在 定理 1,2 的 条 件 下 ,分 别 有 


-1 一 寺 十 上 


省 # 【GD 一 lim EE )= rp Tan) {Aq, e.) 


tm| | = | 1 Sr(ow Lc* ew) | ie 


因 寺 oe 


一 jo | rn) — 1* oo) | ao=0. 


站 
换言之 , 即将 来 的 时 间 平 均等 于 过 点 的 时 间 平 均 . 
丰 个 定理 的 证 时 从 略 ， 


2.4.3 推广 的 形式 

这 里 我 们 对 上 段 定理 1,2 的 推广 形式 稍 加 介绍 . 

近代 痪 历 理 论 的 主要 对 象 是 研究 可 测 变 换 的 性 质 ， 特 虽 是 有 具 
有 不 变 油 订 的 可 测 变 换 的 性 质 ， 设 (名 ,于 ,A 是 一 个 全 or 有 限 
的 大 度 室 间 , 多 是 仙 一 全 的 变换 , 如 果 对 每 个 臣 朋 ,po 专 信 是 静 

: 中 元 时, 称 虽 是 可 测 变 换 ，、 如 果 吧 是 名 上 的 双 躺 ,并且 史 和 艺 的 逆 

变换 % -1 部 是 可 测 的 , 那 未 了 称 p 是 双 可 测 变 换 、 对 可 测 变 搞 9p, 如 
果 站 fo 一 站 (配对 每 个 BE 雯 成 立 , 那 术 称 是 保 测 变换 ， 这 
时 也 称 上 在 PP 下 不 变 。， 设 Pp 是 一 个 驱 可 测 变 换 ， 如 果 由 4CCP 至 
NI UTCBNe 1B)) 二 0 必 能 推出 0B)=0 或 4 =0, 就 称 见 
是 遍历 变换 , 这 时 也 称 & 是 在 v 下 的 遍历 测度 . 

设 吕 是 可 测 变 换 ,对 和 伍 个 可 测 乓 数 帮 oa, 作 一 列 上 映射 22 天) 


一 jg)， bl 2 以 及 平均 序列 4n= 于 75 即 4of(o) 一 
v 


nm- 
寺 避 Cpr)，n=1, 2, …。 在 这 些 记号 下 ， 点 坊 遍 历 定理 电 
0 
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然 可 推广 为 ; 兰 g 往 保 尖 变换 ，& 8)<co， 则 对 任何 fEL (2， 
过,4)， 函 数列 {4,1 } 必 几 乎 处 处 歇 喜 于 一 个 函数 f*; 平均 痪 
迫 定 理 可 推广 为 : 如 果 2 是 保 测 变换 ， 邵 未 对 任何 ECO, 统 ， 
让) ，{4sf} 必 按 范 数 妆 仇 和 于 一 个 胃 数 了 *; 在 上 述 黄 种 情况 下 , 几 
乎 处 处 成立 着 六 (po = 了 (wy 并且 当 (9) 二 co 时 ,都 还 能 得 到 
| frap 一 和 fap， 特别 , 当 4(0) =1, 即 上 是 概率 测度 ， 且 是 亿 
历 变换 的 时 候 ， 就 得 到 时 间 平 均 (极限 ) f* 几乎 处 处 等 于 常数 


| fa4( 相 平均 )， 这 就 给 出 了 统计 力学 中 基本 候 设 的 数学 论证 . 


2.4.4 算 子 半 群 的 遍历 定理 
点 态 和 平均 遍历 定理 还 可 不 术 困 难 地 推广 到 有 界线 性 算 子 的 
单 参数 半 群 { 人 1 衬 午 的 情况 。 这 时 ,代替 土 壕 14 中 的 是 芳 察 适当 


条 件 下 的 极限 : im 上 | Tods， 此 外 ， 还 要 讨论 十 | ?ds 在 1->0 时 
[| -0 [i 


极限 的 局 部 遍历 定 更 , 以 及 2 e-*7,xds 当 >0 或 1->co 时 极限 


的 Abel 遍历 定理 舌 、 

我 们 在 本 段 将 介绍 两 个 Abei 从 历 定理 ， 为 此 ， 先 复述 一 下 
Abel 平均 的 概念 

设 (人) 是 (0, + co) 土 定义 的 困 数 ,lim 9(#) =9(+ oo) 存在 ,而 


且 在 任何 有 限 区 间 [0,?]. 上 ,g(t) 可 积 , 则 

读者 只 要 用 微 积 分 中 简单 的 技巧 即 可 证 明 这 个 结论 ， 我 们 知道， 
击 | 50D&t 是 9(2) 在 [0,7] 上 的 算术 平均 ,自然 可 以 考虑 其 他 形式 的 
平均 : 设 1(4,T) (0AET< 十 00) 为 非 负 可 测 函 数 ,ft，7) 在 [0, 7] 


ia 第 二 总” 算 子 平 群 
上 上 有田, 旦 对 《orco) 芋 他 一 局 部 怠 积 图 获 了 (和,， 妆 lim (6) = 
《十 co 存在 时 ， 


1 
a Js, Tat We Td =Y( 1 00), 


则 称 (Ct;, 2 为 一 个 权 ， 面 对 (0 S202》 上任 一 局 部 可 积 靖 数 9 称 


1 一 部 
六 ma EAC AGLS 01) 


为 9( 旭 在 [0, 了 TJ 上 上 加权 ff(f, 了 TY) 的 平均 . 
例 1 若 4>0, 了 T(t,7T)==e gf) 为 有 界 可 溃 冰 数 ， Wi ;起 
即 为 
A(1 ee-17)- | 有 
当 了 > 十 co 时 ,其 极限 为 
4 eg 人 (2) 
称 {27) 为 8 的 在 (0 二 05) 上 的 Abei 平均 , 记 
CA)-lim 9(D) = lim A e-"gtt) dt, 
Fp | 
这 里 , 假定 右边 的 极限 存在 . 
现在 把 上 还 峙 念 引 入 半 寿 的 理论 
定义 ” 设 { 有 Itz0)} 为 Banach 空间 下 上 的 强 可 测算 子 半 群 ， 
如 果 存 在 90 对 什 何 XE XX， 
| eraldt <o0, 
面 且 存 在 #E, 使 
lim|A| eT,z8t- 9) =0, 


Cd | 一 上 


则 称 {, 之 自在 无 限 远 处 是 强 Abel 遍历 的 , 比 记 
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y= 8-(A)limT ,x. 
定理 1 设 {T,|i 尘 0 为 Banach 空间 与 上 强 可 测 的 算 子 平 
群 ， 而 且 对 每 一 A>0, 
人 Tdi, 


又 设 当 zEX 时 ,s-lim 志 | Yuzdt =z， 车 {Z| 之 0} 在 无 限 远 处 是 
强 Abel 遍历 的 ， 记 ps= 8-(4) lim 7:z; 则 
二 守 


{i) pg 为 有 界线 性 算 子 ,而 且 是 平行 投影 , 即 于 一品 

(ii) 对 任何 £ 守 0, 9T, 二 T.p 二 9} 

(ii) wr ( 切 一 殉 (d ,其 中 4 为 {Ti) 的 母 元 ; 

fivyy 缠 ({ 罗 二 (CA), 这 个 集合 即 { 全 1} 的 不 动 眠 爹 体 ; 

(VY) 太 二 撤 ( 四 十 (9). 

注 上 述 算 子 2 就 称 作 算 子 半 群 {Ti|# 汪 0} 的 凯 历 投影 . 

证 (di) 由 假设 , 对 芷 何 xSX, 当 ReA>0 时 

人 eat 
存在 ， 和 $2.2 相仿 , 可 以 正明 上 述 积 分 即 (427 一 由 ”xz， 叉 用 想 设 ， 
对 每 个 xEX,s-lim4| eTwdt 一 pr, 即 s-limAAl 一 A) z=p2 
由 共鸣 定理 , 易 知 必 有 两 常数 对, 6, 使 得 
CALA EM, O46, 
因此 ,8 是 有 界 算 子 ,8 的 线性 是 显然 的 ， 再 由 
MA AT A 


A 一 罗 .A1-! 
一 和 AY x za A x, 


令 区 ->0, 即 得 
ACAI— A) pr: pr, 


| ， 
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扩 令 4 一 0 便 得 如 一 2 证 得 个 ， 
(i》 当 >E 二 了 时， 对 二 盖 0， 


+ + 
Tpz=s-limaT,| euzdt 一 slim 刘 eT rndt 
上 站 | [1 
~ 8-limAe’t | “了 
上 


0 


= pe—(s-limhe* | erdn )= Pe, 
故人 ;p= 二 3, 类 但 地 , 可 以 证 明 8 了 ,一 pp 《记得 证 
iiiy 今 这 有 明 zxE 六 (4) 时 ,ptdz) 一 0， 由 于 
(CAT — AY (AT A)z=z, 
立即 可 得 
ACAT— A TAT=NRAT— A) TAr, 
令 2 一 0, 即 得 C44) 一 0, 故 (8) 二 天 (反之 , 若 丽 =0 则 由 
Cal— A)CAT— A y= 
即 得 
ACAT— A) :y= ACAT A} -y+Y. 
故 由 中 =0 得 知 
3 一 slim( 一 407 一 4 8)， 
所 以 托 吕 (4), 即 (PD) 己 吏 (4) (ii 得 证. 
《iv 由 (i)， 
(TD pr=0, FAIAET, 
， 六 县 可 知 BE 多 (4 而且 


Apr—lim {pr =0. 


上 地 个 


因此 , 角 ( 信 区 和 (4 反之 : 匣 3Etd4 即 4=0， 则 由 32.2 可 知 


CT, 页 
一 一 下 4 
At AY Ys 
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因而 Ty 与 无关, 十 是 存在 YEX, 使 Ty 二 yit 尖 0)， 但 


Ir I 
2 ta KA 
硕 了 TD 摧 以 AC 内 中 每 一 点 为 的 个 动 点 ， 另 一 方面 , 区 
为 了 了, 的 不 动 点 ,由 
十 吓 十 en 
| 如 gat =yA| edt=#, 
四 二 * 站 


破 而 好 二 ,于 是 ¥EF( 作 )CCAA(D) ,这 就 是 说 (和 是 TT, 的 不 动 版 
集合 ， 目 面 顺便 还 证 央 了 yD) 时 gy 一 页 .1 己 太 (0)， 
所 以 (4 二 吏 (P)，(iv) 得 证 ， 
{V 对 ww 人 及， 写 # 二 PX 十 (3 一 了 x)， 因 为 Plz 一 7) 一 px 一 
一 0, 项 + 一 PxEAAD， 及 PxE 玉 (7), 此 即 区 中 任何 元 素 必 为 各 (7) 
与 (CP) 中 元 未 的 线性 组 合 ， 丸 若 下 中 示 元 素 %* 有 两 种 分 解 
FF i E21 十 你 2 
夫 中 #21 全 (7), 72 72 人 EA(AP), 则 由 一 2 一 4 一季 可 所 
P11 ER NN A CP), 
但 出 工 一 各 ( 罗 得 一 X11 一 93，# 是 芒 中 某 元 素 ， 再 由 于 p(x 
一 2 ) 二 0 得 P23y 王 0, 项 P¥ 一 0, 从 而 zx 一 zi 即 革 中 每 个 元 素 的 分 
解 是 唯一 的 ， 证 毕 ，, 


注 ” 在 定理 1 中 若 去 掉 假 设 lm 二 | Tiret=s 在 和 上 处 处 成 


立 ， 则 除去 需 把 结论 (ii 改 为 (人 所 殉 (而 外 ， 人 的，(ii) fiv)， 
{下 均 戌 立 ， 
下 面 的 定理 进一步 讨论 了 无 穷 运 处 强 Abel 遍历 的 条 件 . 
定理 2 谈 {T, | 这 0} 为 Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 的 强 可 
测 半 群 ,对 任何 4>0， 


i 
| A 
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而 且 济 尾灯 6 蕊 ， 


s-im| Tradt= er, 
站 


则 下 到 三 个 条 件 等 价 
06) 好 人 在 无 宠 示 处 为 强生 bel 裔 内 的 ; 
《ii 当 0<4<1 时 ，41(047- 才 下 委 型 , 而且 
工 一 邢 ( 人 十 .1( 4; 
Qi) 对 每 个 rE 天 ,集合 从 (Af 一 必 于 x|0< 过 24< 们 居 弱 列 紧 集 . 
证 在 定理 的 假设 下 , 设 Re4>>0, 对 xzEX, 作 
Rs=| eToad. 
与 32.2 相仿 , 可 以 证 明 EB( 和 ) 为 有 界 算 子 ,而 且 
(CAI— ROYr= TrER)Y; RO Dr (xEDCD), 
换言之 , RCD 一 AT 一 有 下 
先 证 (i) 过 (i) 设 人 i 成立 , 当 xE 比 ( 才 时 ， 
ABIA T= RN) Ar Ts, 
政 当 xEACD 时 ， 
AR(AN) x= 2, 
头 而 
8 (本 im Dis— 8 limthRA) z= 


个 TEA) » 则 必 有 YE 使 T=— Ay, 出 
BRANY—ARCA)Y A¥ + AY, 
令 4>0, 注 意 到 14RCOD| 志 4, 邯 得 
slimAB(N) z= 0. 


芳 wE 殉 (4) ， 由 上 式 易 知 lim4ARCAD z= 90， 由 于 (GD, 堵 zE, 必 


有 2 ,2 , 舍 x=xw i zy, 于 起 
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SC) 全 8- HimAR CA), 上 | ， -limaR A), Tz, 
这 就 证 得 了 (9 . 
《二 (iiy 由 定理 1， 泊 (DD 成 立时 ， 湖 有 有 530 及 ML…0， 
使 得 
A QAI— A EM, OA 
但 是 , 当 工 > 6 时 ， 


NEROLEA| erate| erehas. 


也 于 max( Mi， e- 汪 Tt 轩 得 GD， 
{i) 二 {jii) 显然 
(iiD =>{i) 对 每 个 国定 的 x 记 研 () 二 MRODz10<4<1). 
由 于 氏 (2) 是 怠 列 此 的 ,由 共鸣 定理 , 即 得 琵 (z) 是 有 界 党 , 香 次 应 
用 共鸣 定理 , 即 得 于 < 一 co, 使 得 
,sup 12R(CW1 所 MH, 


利用 仇 (2) 的 弱 列 紧 性 , 必 存 在 一 到 {40} ,0 过 ,之 1， 及 8 三 下 ,使 得 
对 任何 fE*, 成立 着 
Limi (sR (OA) 2) 一 了 (的 、 (3) 


现在 , 先 证 井 
RYy=Y 040， (4) 
实际 上 , 对 任何 4>0 取 充 分 大 的 由 使 0<4a 生 0 由 
EC 一 下 一 门人 7 一 办 -全 


FAR AB) 2, (5) 


放 意 到 ace 时 ,(55 的 右边 强 收 化 于 0, 青 注 意 到 (3)， 妈 可 由 (5》 
得 ACAT 一 4) 号 一 #g 二 0 亦 邯 本 (4 一 再 ?一 0 这 圳 是 (4 四 《4) 
得 到 


了 站 第 -2 草 等 子音 本 


于 是 (4 人 :| ARCAY CE - #). {OY 
为 证 明 ( 和 让, 上 只 要 证 明 当 -30 队 ;, (8) 大 过 第 二 项 强 收 证 于 台 即 可 . 
证 闷 王 [一 家 (让 天 . 妆 wo 习 ,时 季 有 2 使 得 > 一 蕊 一 下 1 
#。 业 似 于 55) 有 
AR(D v= Fi [ARCA)u— ROY], 


因此 , 当 4->0 时 ，s-lim488(Do=0、 又 由 于 434804 下 < 委 开 ， 页 对 
2 人 EE 卫 1, 有 


“limARA}v=0. {7) 


由 的 ) 式 可 知 , 共 要 证 得 > 一 拭 怠 即 可 . 车 不 然 , 几 Hahn-Banach 
定 埋 ， 具有 fER*, 使 

fr—y) ol, Flr, 0. 
因为 z 一 RUDzEX, 故 f(z)=fCRCD)z)。 但 R (1)AR( 办 = 


[LRCOND 一 总 (1 7， 
因而 
fARCODE TR IIAR NS) 


= (ARCD) — Af (RCL , 


由 是 ,了 C4RCD2) 一 了 CRC)2) 一 了 (xz) 在 上 式 中 令 4 0， 即 得 
(9) 二 (2), 此 为 了 盾 . 这 样 , s-limARCD (zx 一 二 0， 出 (6) 旭 得 


s-lim4R(Dz=y、 证 只 
A 


832.5 单 参数 算 子 群 , Stone 定 理 


算 子 群 当然 是 一 类 特殊 的 算 子 半 群 。 本 节 在 一 定 的 限制 下 ， 
究 了 兴 群 成 为 群 的 条 件 ; 其次, 本 和 介绍 了 在 理论 上 和 应 用 中 有 


2.5 章 参 数 算 子 群 ,Sione 定 本 117 
兰 重 要 辣 久 的 Sione 定理 ， 给 再 了 这 个 定理 的 两 个 证 明 ; 最 后 ， 
我 们 还 将 给 出 Stone 定理 让 半 稳 随机 过 程 和 平均 凯 历 定理 中 的 
由 用 ， 


2.5.1 半 群 成 为 群 的 条 件 


本 段 利用 半 谷 方 医 玉 讨 论 强 连续 的 单 参数 算 子 群 ， 我 们 所 藉 
心 的 是 宝 趾 下 列 条 件 的 有 界线 性 算 子 族 1 | 一品 < 把 < 十 co 

《ii To=T, 了 一 了 

Ci1) s- lim 了 一 了 (一 2 所 各所 十 co); 


(iiiy ”存在 有 >0, 使 得 1 了 和 e (一 oo 所 十 oo)， 


对 于 单 参 数 算 子 群 ,我 们 也 用 
Az=s-liml (TT, Ds (1) 
皮下 Rn 
作为 无 穷 小 三 元 生 的 定 交 ， 当 然 , 4 的 定 交 域 吓 使 (1) 式 厂 端 极限 
存在 的 了 的 全 体 . 


类 似 于 2. 2. 4 定理 2, 我 们 有 如 下 结果 : 

定理 1 设 4 是 Banach 空间 也 上 秽 定 线性 算 子 , 则 4 是 注 足 
0) , (证) (iii) 的 某 算 子 群 的 母 元 的 充 要 条 件 是 存在 正 数 8， 对 任 
何 实数 列 4 一 ce, 满足 

(i) 当 n 充分 大 时 , R(45) 二 (41 一 4 为 有 界线 性 算 子 ? 


. 1 
《ii 当 |4,[ 半 六 时 ， [RO TF TB 
注 必要 性 对 4 一 十 co, 由 2.2. 4 定理 2, 考察 半 群 {T,1 宕 0) 


即 得 Ci), Gi， 因 此 , 不 妨 设 4 一 2 ， 为 此 ,只 红 考 察 半 群 他,| 


rn 人 JrAhiL JUL 一 A 
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二 A 十 (—Ax) =0， 
即 wi 的 母 元 在 一 移 密 于 集 .上 为 0， ra 是 有 界 算 子 ， 均 必 有 
下 全 -pt0 一 开 评 毕 
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加 一 一 
EA 
当 ,0 时 ,上 式 有 端 趋 于 0， 从 而 当 z5 久 (A 时 


如 ln 人- 一 站 
站 人 让 . 
一 s-lim 元 (7 一 四 = — AY. 
二 


间 样 可 知 , rE 多 (4) 时 , 44+== 一 Ax, 从 而 4= 一 4. 

对 {全 ,之 0}, 利 用 2.2.4 定理 2, 即 知 4n 玉 一 吃 了 时 ，(), (i 
成 立 . 

充分 性 只 要 在 和， (i) 条 件 下 , 证 明 以 4 为 母 元 的 算 子 半 娩 
{Tt 守 0} 及 以 4= 一 4 为 母 元 的 算 子 半 群 地 ,11 守 0} 满足 了 全 
他 了 ,= 了 (六 全 即 可 ， 人 性 章 取 一 列 实数 44 斑 十 09, 然后 ,我 们 类 似 
于 2. 2, 4 定理 1, 作 Te = sinRtan} Fn eatn fn, 则 有 


Tx= 8-limT™ zy, 


Ps=s-limP ez, 
而 且 
一 人 人 人 
他 一 了 十 上 和 全 一 人 全 i 
RT, 00). 
同样 ,| 全 ,Tz 一 全 Timz|->0Crn>c0)， 但 因 
{CAsT— A tt)! 
可 交换 , 故 了 TD 弛 与 个 生 可 交换 ,从 而 由 上 证 ，7, 与 分 , 可 交换 ， 于 
是 {他 ,|i 汪 0} 成 为 半 群 ， 当 #5 全 (4 时 


slim (TD De 
ho 


=s-lim 作 ,了 CP — TI) s-lim 汪 (Tr 
i uO hwo 
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一 4z 二 (一 442) = 
到 {2, 定 的 母 元 在 一 稠密 子 集 上 为 0, 及 TT 全, 是 有 界 竹子 , 敢 必 有 
了 ,一 了 了 和 证 毕 ， 


2.5.2 单 参数 丁 算 子 群 的 Stone 定理 

本 段 讨论 一 类 特殊 而 重要 的 算 子 群 : 单 参数 丁 算 子 群 . 

设 瑟 是 Hilbert 空间 ， 占 上 的 单 参 数 西 算 子 旅 {,| 一 ce 二 # 
过 十 9} 祠 足 

UUs=U cot s+oo), Us=1, 

则 称 女 小 为 单 参 数 西 算 子 群 . 

对 单 参 数 丁 算 子 寿 { 了 51, 显然 有 

Ui=Ui~=U*,. 

定理 1Stone) 设 但 \| 一 品 过 tft 之 十 o0) 是 Hiibert 窑 间 坟 上 

般 强 连续 单 参 数 酉 算 子 群 , 则 必 人 存在 谱系 { 盏 | 一 c<4< 十 so) 使 


Us=| edp, (1) 
县 无 穷 小 母 元 4 二 iB, 其 中 
B=B*=| AdB. (2) 


证 一 因为 亡 1 20 是 (Co 类 算 子 半 群 ， 故 无 穷 小 母 元 4 是 
秽 定 闭 算 子 , 当 *E 多 (4) 肝 ， 


EAU UAz. (3) 

(3) 式 对 t<<0 也 是 成 立 的 . 实际 上 , 设 5<0, 取 to 过 # 记 f= 一 

对 和 人 (4 由 王八 的 一 Mo 人 于 入 可 知 elim 半生 
与 只 日 


存在 ， 令 > 一 Q 9 于 是 
8 lim 一 gs Him tC 4Dz 二 417 人 
A 0 。 胃 


[| 
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A 

. UAy=— AU,y, 

这 就 证 得 (3) 对 一 co<i< 汪 ecyzE 玉 (4 成 立 。 
由 于 zESG(4) 时 ,在 (3) 中 取 ! 0, 得 


区 | 
4 和 2 一 下， 


因而 易 得 4= 一 14", 放 B+ 二 一 i4 一 B， 即 万 是 自 共 蜀 算 子 ， 由 庶 
分 解 定理 , 存在 谱系 {如 小, 使 得 
B={ Adg,, 
作 V=| “ern, 易 知 这 是 一 个 强 连 续 单 参 数 西 算 子 群 ， 今 证 其 
无 穷 小 由 元 为 4， 事 实 上 ,车 ze 多 (4), 则 
iatiAsh=| Gra)alEel<o ， 
利用 Lebesgue 控制 收 评 定理 , 即 得 zE 络 (4 时 


_ Po . 
jm A im) iAP dE 


Le 点 他 由 -| 


一 0 
履 若 出 为 {F 10< 和 < 十 co 的 无 穷 小 母 元 , 则 名 (4 二 如 (4), 上 且 
当 5EBA) 时 ;由 上 式 得 47 二 A414 有 即 A' 是 有 4 的 扩张 ， 如 前 证 明 ， 
记 B' 一 i4', 则 B' 是 对 称 算 子 ,是 是 的 扩张 ,因此 只 有 P=B, 即 
A=A'， 浇 然 0, 与 VV, 有 相同 的 母 元 , 利用 母 花 与 单 参数 半 群 的 对 
应 性 质 , 立即 得 到 #0 时 ,Tig=Fiz， 有 调 由 也 -一 玫 ,-:=TY 得 
忆 =T 民 一 oo<<t 二 十 oo)， 证 毕 . 
鉴于 这 个 定理 的 重要 性 , 我 们 再 给 出 一 个 不 利用 算 子 半 群 ,而 
用 Bochner 定理 加 证 上 明 方 法 . 
证 二 ”对 任何 x, 9E 互 , 作 
og ER) C—O + oy. C4) 
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取 3 万 ， [zl 一 ]， 对 和 任何 Ess tn 和 任何 -组 复数 €1, "yy Ens 有 
Pes Ct1— #7) EE = Se Uist )s€ 


= 之 (Ur Ur) Ei€ 


=| 8U,r b>0, 
妈 玉 ee( 纪 是 正定 泛 陋 ， 由 Vi 的 剖 连 续 性 又 可 知 P(#) 是 二 的 连 
续 函 数 ,并 且 Fs{0) = zj 一 1. 时 Bochner 定 理 知道 必定 有 (一 ce， 
+ 00) 上 单调 增加 右 连 续 函 数 pz: ks( 一 co) 一 0, pe( 十 oo)=. 且 
Fe( 一 | emdaed). 


一 般 地 ,对 任何 2 六 由 等 式 
P(t)= (Ur, ¥) 一 到 jz。 (z+ 9), t+) 
— U(r, sD tLU (r+ig) ,s+ iy) 
~ Ui) ,2 ig) 
立即 知道 
Fa 人 一 | eepaslt), 
其 中 ,p(t)= 计 [ps pe AD+ Crt) pe 


az 攻 丰 是 有 泗 变 疙 国 数 . 

对 国定 的 妇 有 世英 是 3 的 双 线 性 有 界 泛 国 , 因而 由 表示 的 
淮 一 性 易 知 , 对 固定 的 ,pra 也 是 x, 的 双 线 性 有 界 泛 落 ， 因 
而 存在 有 界线 性 算 子 ,; 使 

Ha t={Brd) CC Et), 
由 直接 监 证 可 短 { 百 -< + ce 是 一 个 谱系 ， 于 是 ,由 


em 
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(Uz) = Pe s(t)=| ear, y), 


得 到 但 ) 式 证 毕 . 

在 Stone 定理 中 ， 要 求人 0 小 强 连 绪 ， 实 际 上 ， 加 果 单 参数 再 
千 乞 群 全 一 0 过 1 十 01 加 过 续 了 时 ， 必 是 强 连 续 的 ， 这 是 因为 
对 zz 捷 吾 ; 当 有 0 时 

和 Bag 一 一 | 和 一 £) — (rz, Un) + hd’, 
—21xl’—2iz|*=0. 

von Neumann 证 了 明了 在 可 分 Hilbert 空间 中 , 单 参 数 西 算 子 
司 的 强 连 续 竹 可 以 出 四 可 滑 性 导出 ， 这 个 结果 还 能 推广 到 可 分 的 
Banach 训 间 

定理 2 设 总 是 可 分 的 Banach 空间 ， ;0 是 直上 能 可 
狂 的 奈 缩 个 子 半 群 , 则 它 几 是 强 庆 续 的 ， 

证 对 任何 ze 及 ,Us 弱 可 珊 ， 因 为 并 可 分 ,由 工 22 的 定理 
2,D 呼 强 可 测 的 ， 设 0<e<98E 且 8 Es 其 中 之 0 出 
上 za 按司 取 Bocnner 积分 ,得 到 


» 
th -&) (Ui, 一 局 了 一 | Us, (UO 人 一 二 Tt 
得 到 
让 一 血 
GAs Ua Eee 一 Bozlar 
一 


对 任何 6>>0, 可 瑚 有 限 值 函数 v1, 使 


iv -pidr<ca， 
jv) e210 zh, 
注意 到 对 于 有 限 值 国 效 yo 
oa 人 aaa 


由 此 可 得 
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limji (0 一 Ds) zx 二 0. 十 毕 . 
PE 


2.5,3 Stone 定理 的 应 用 : 平稳 随机 过 程 
设 zt 一 co<t co) 为 一 族 随 机 谈 最 ， 作 这 些 夭 机 变量 
的 线性 组 合 


下 二 Der,), 
1 


其 全 体 按 通常 的 加 法 及 数 乘 成 为 线性 空间 ， 在 此 线性 空间 上 定义 
双 线 性 证 函 
(5, 一 如 (3 有， (1) 

这 里 至 表示 数学 期 望 ， 显 然 , (2 #5) =0, 当 且 仅 当 C1z1”) =0， 即 
P《(5s0) 二 0, 其 中 忆 表 示 概 率 ,此 时 , 视 #=0. 由 此 ， 按 (1) 得 到 一 
个 内 积 空间 豆 o, 将 它 完备 化 ,成 为 一 个 Hilbert 窑 间 , 记 为 万 ， 称 

(zCi)，z(ta)) 一 至 (ty ta) 
为 随机 过 程 的 相关 系数 ， 苦 B(t, ss) 只 与 二 一 志 有 关 , 则 称 z(t) 
为 ( 弱 ) 平 稳 ， 如 果 

lim 有 (1z( 轨 一 zC0 9 一 0， 


则 称 此 平稳 过 程 为 连续 的 ， 
下 面 ， 我们 仅 讨论 连续 的 平 李 过 程 :在 到 ,中 定义 太 如 下 ; 
vd Boalty) )= D0, + (2) 


称 D4 为 时 间 的 平 称 算 子 ， 它 们 显然 组 成 一 个 单 参 数 群 。 当 
j= Fle,z(t.)EH,N, 
1 


(UF, UaE) =(0 Bes), Us Dl ordt,) ) 
1 1 
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= Dewlr(ts- oa), z(ts+a)) 


和 


= >) RCACTPEAOD DC 


下 一 
即 V6 为 吾 , 上 的 等 队 算 和子, 易 知 Us 可 以 延 拓 为 互 上 的 西 算 子 . 容 
易 看 出 Ua =U.a, {Ue| —o0<a 二 oo} 为 吾 上 的 香 僚 数 西 算 
子 群 . 


由 于 我 们 讨论 的 过 程 是 连续 的 ， 页 对 任何 2 Pet), 
lim |Uoz-— Uoz| =lim > 《Pet — Vor lt,) 

< 已 |e, | lim IUox(t,) — Uo (i.)] 

= Ble Limj Woe, 20) —U. CO) 

= > Co, llimlvan(0) -or(o) 


=2 le, lmB da(e) a(0) [9) =0, 
但 万。 在 万 中 再 密 , 并 且 Us 是 两 算 子 , 故 {D} 在 万 上 强 连 续 . 
由 Stone 定型 , 必 存 在 谱 分 解 
Ue=| ean,, 
因而 
sO) =U (0 =| eaBaz(0)。 《3) 
这 就 是 说 , 平 称 昌 连续 的 上 机 过 程 仅 决 定 于 一 个 状态 x(0) 和 平移 


过 各 的 无 穷 小 母 元 |448, 显然 ， 这 又 等 价 于 可 由 任何 zf(io) 及 
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| 雇 定 . 

考察 新 的 且 机 过 程 

ZW =EI0, —LAL+o (4) 
它 具 如 FF 的 性 质 : 当 [ 如 42] 门 [2 4 一己 时 ， 
吾 [(z (4 — ZA)) (C30) 一 204))) 
= (8 Ea)r(0), (B, —B) 2(0))=0, 

我 们 称 z042) 一 2z040) 为 过 程 (4) 的 增 量 ， 上访 说 明 当 区 间 筷 不 相 
交 时 ,相应 的 赠 量 相互 直 交 ,所 以 我 们 把 sat 们 称 为 正 交 增 量 过 程 . 

(3) 式 告 拆 我 们 :和 任何 一 个 连续 的 平稳 随机 过 程 想 正 充 增 量 
过 程 的 Fourier 变 挤 ， 


2.5.4 Stone 定理 的 应 用 : 平均 遍历 定理 
现在 ， 我 们 可 以 在 比 $2.4 稍为 一 般 的 情 训 于 讨论 平均 肖捷 
定理 . 
设 { 昌 , 统 , 丰 是 一 个 测度 空间 ， 史 为 吕 中 的 双 射 ， 4 :经 逢 ， 
pA= {pr lrEA}ESE, H. 
HP) = CA). 
即 p, 是 保 测 变换 ， 叉 设 {8,| 一 中 达 150} 为 一 单 参数 变换 首 ， 
1) 为 平方 可 积 国 数 空间 ， 当 jz 天 人，5， 册 时 ， 
定义 
U fr) = (pr), 
则 由 


Wh {vf dn) = | fn dc) = Hh, 
即 知 {V4 | 一 Cot 之 -00) 为 一 单 参数 弟 算 子 群 。 设 
lm fh lim| lf (pe) Kaz)Paa(z- 0 
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即 局, 为 强 连续 的 ， 由 Stone 定理 , 存在 谱系 i 小 ,使 


Dr 一人 era 
对 皇后 fe CH), 


| fowat=| Vf 


| “emig(B.f (7)) 二 


TT 
-去 | 
i 
-| 去 Le 


er]as,f. 
由 此 ， 若 记 


E(O = lim 二 ,一 lim 加 
看 + 
齐 
上 1 上 + 六 ， 2 
他 | fp td EO) 
区 


-| A gn) elBfY. 
里 ,9 (办 当 4 和 0 时 为 0 而 当 4=0 时 为 1. 由 Lebesgue 控制 收 
化 定理 ， 得 


eit. 


im 站 | ”Ta 本 = 有 GO) 
让 于 D6800) = 如 (0)V6s 荞 记 8(0)f 一 +, 则 


+T 
Usf* = BU = Lim)| Uf (pi 
Tr 三 


,1 
= lim 市 


[六 ”FaDer=eCOT- 产 
故 对 儿 乎 所 有 的 z， 


六 《Bi =f" (7x), 
即 召 (0) 了 为 不 变 苹 数 . 这 就 是 平均 妃 历 定理 的 一 个 主要 结果 ， 
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拓扑 线 性 空间 是 现代 分 析 数 学 中 一 -种 基本 的 数学 结构 ， 在 拓 
外 线性 空间 中 ， 所 讨论 的 对 象 是 基本 的 我 数 和 运算 ( 加 法 及 数 乘 ) 和 
拓 困 (或 概 限 ) 之 间 的 关系 。 在 数学 分 析 中 , 函数 有 加 东 和 数 乘 , 世 
收 竹 的 糙 念 却 有 多 种 ， 最 常用 的 冰 数 列 的 收 艇 邮 念 是 一 臻 收 谍 和 
点 点 收 北 ， 在 测度 论 中 ， 又 有 依 油 度 收 笋 .平均 收 伍 等 收效 梳 念 . 
这 许多 收 和 化 最 念 中 天 部 分 可 以 腹 一 个 窒 量 两 个 元 素 远 近 的 函 
数 一 一 距离 米 描述 , 但 有 的 收 敏 就 不 能 如 此 , 例如 , [0,1] 上 通 数 的 
点 点 收 化 的 慨 念 就 不 可 能 用 距离 来 描述 ， 

还 有 ， 证 函 分 析 自 身 发 展 过 程 中 提出 的 重要 的 “器 收 误 "也 不 
能 用 距离 米 撕 述 ， 它 们 要 用 拓扑 室 间 米 肇 划 ， 从 而 出 现 了 拓扑 线 
性 空间 的 卉 论 ， 一 般 说 来 ， 当 讨论 既 有 代数 运算 又 有 极限 概念 的 
对 象 时 ， 有 一 个 某 本 的 要 求 : 代数 运算 是 连续 的， 分 析 数 学 所 讨 
论 的 大 攻 问 题 中 ， 绝 大 多 数 部 可 容纳 在 拓扑 线性 空间 的 框架 中 ， 
因此 折 扑 线 必 空间 理论 是 分 析 学 中 很 一 般 的 线性 理论 ， 本 章 讨论 
拓扑 线性 室 间 的 基本 概念 和 一 般 理论 ， 


$3.1 拓扑 空间 


这 一 节 主 要 是 列举 关于 拓扑 空间 的 一 些 基 本 的 概念 和 定理 ， 
目的 是 以 后 用 到 时 比较 方便 ， 考 虚 到 读者 对 这 些 内 容 都 有 不 同 程 
- 度 的 了 解 , 所 以 这 节 中 的 大 部 分 定理 只 叙述 结论 而 不 加 证 明 , 仅 对 
一 部 分 定理 给 出 证 明 . 


l28 第 三 党 ”拓扑 线性 空间 _ 
基本 的 慨 念 部 盟 澳 地 投 述 定 六 ， 得 有 些 和 名称 因 使 用 时 并 不 统 
一 ;对 这 种 情况 将 略 作 说 明 ， 


3. 1.1 邻 域 ; 序 , 网 

定 湾 ” 设 苹 足 非 空 集 , tr 是 由 他 的 某 些 子 全 所 成 的 集 类 , 如果 Tt 
只 在 下 齐 性 质 : 〈i 名 Er，XEr(ii) r 中 任意 个 集 的 和 集 属于 
fiii) * 中 任何 两 个 集 的 交集 属于 r+， 则 称 z 是 及 的 拓扑 、 当 对 集 
于 给 定 折 赴 了 时 ,就 称 (E,r) 是 拓 瓜 空间 . 

定名 设 ( 互 , 磋 是 拓扑 空间 ，z 中 的 集 称 为 ( 拓 扩 空间 (于, 妇 
的 ?再 集 ， 升 集 的 你 集 称 为 闭 集 . 

由 集合 运算 的 和 通关 系 式 , 即 知 有 下 面 定理 ， 

定理 1 运 (X, 丰 是 拓 扩 空间 , 记 ( 开 , 呈 的 闭 集 全 体 为 9, 则 集 
类 了 有 有 下列 性 质 ;(i) 名 EP ,全 E?; 《ii ?中 任意 个 集 的 交集 属 干 
Yi fiiiy 人 中 芷 何 两 个 集 的 和 集 属 十?7， 反 之, 如果 韭 空 集 关 的 集 类 
* 有 上 面 的 性 质 1 一 (iii2, 则 有 到 的 唯一 的 拓扑 使 ?是 (， 刀 的 
闭 集 全 体 . 

定义 ” 设 (X, 中 是 扩 扑 空间 , ACX, woEX. 

《i) 如 果 有 CEr 使 moO 且 OCA, 则 称 x4 是 4 的 内 点 。4 的 
内 点 全 休 称 为 4 的 楼 (或 开 核 }. 

Ci 含有 ww 的 开业 球 为 zo 的 邻 域 . 

ii 如 果 和 的 任何 领域 如 使 如 站 4 天 已 ， 则 称 四 是 4 的 接 

触 点 . 

{iv) 包含 4 的 最 小 闭 集 称 为 4 的 闭 包 . 记 为 气 . 

在 有 的 书 中 把 以 zo 为 内 点 的 集 称 为 x6 的 邻 域 ,而 把 人 i) 中 定 
吕 指 邻 域 称 为 开 邻 咸 。 本 书 由 总 是 在 开 邻 域 的 音义 下 使 用 邻 域 一 
词 ， 由 定理 1 中 闭 集 的 性 质 (ii),， - 切 包 含 4 的 闭 集 的 交集 就 是 4 
的 小 也 , 它 的 意 艾 是 确定 的 ， 


33-1 括 凡 和 和 了 蔬 
定 兴 设 唉 是非 密集 , :< 是 五 中 的 (二 元 ?关系 ， 如 果 一 具有 
下 列 性 质 : (i 对 任何 aSD 成 立 a<a; fii) 如 果 a，BED 使 wa 一 有 
且 有 -ay 就 必定 = PB; (iii) 如 果 有 PED 使 wx 一 晤 且 万 <P， 就 
成 立 g-<p, 则 称 环 是 D 的 半 序 ， 当 对 集 避 给 定 灶 序 环 时 ;就 称 《5， 
一 ) 是 个 半 序 集 ,， 

定 光 误 ( 肠 一 ) 是 平 序 集 , 如果 a, BED 使 到 甩 就 称 甩 在 x 
之 后 ， 如 果 DCD, BED 使 a 琶 8( 对 任何 EDB1)， 就 称 六 是 DD; 的 
上 界 ， 如 果 且 是 Bi 的 上 上 异 且 任何 Di 的 上 界 都 全 2 环 yY, 就 称 衣 
是 DD 的 上 确 界 ， 和 如 果 D1CD 且 对 于 任何 94, BED wp 5 Ba 
至 少 有 一 个 成 音 ， 谣 称 D, 是 了 的 金 序 子 集 ， 如 果 加 中 元 a 有 下 
述 性 质 : 当 BED 且 w<《B 时 必定 8==% 就 称 & 是 加 中 极 大 元 ， 如 
果 mED 使 得 8-<a(l 对 任何 BED), 就 称 & 是 了 的 最 大 元 ， 如 果 对 
任何 gc, BED, 有 YED 使 <y,B <<», 就 称 卫 是 定向 ( 半 序 ) 集 . 

对 半 序 集 , 类 似 地 志 有 下 界 . 极 小 元 等 概念 , 

Zorn 引 理 设 (D，- 习 是 半 序 集 ， 如 果 台 的 任何 全 序 子 集 有 
上 界 , 则 五 必 有 极 天 元 . 

Zorn 引 理 是 与 下 面 的 Zermelo 公理 等 价 的 . 

Zermelo 公理 设 革 是 非 空 集 , 14s} 是 玉 的 一 族 非 空子 集 且 
它们 两 两 不 交 (@ 在 足 标 集 品 中 变化 )， 则 有 六 的 子 集 刀 使 得 对 任 
何 wED, 如 门 B 是 单元 集 . 

由 Zermelo 公理 可 得 下 面 的 

定理 2 设 苹 是 非 空 集 , L444} (as 用 是 下 的 一 族 非 空子 集 ， 则 
有 了 上 映射:D-> 关 使 得 Pp (0 Ed tas). 

证 ” 作 滋 积 集 Dx 耻 , 邻 B. 一 人 0} x AslamED), 则 {Bs} 蚌 上 Dx 斑 
的 一 族 两 两 不 交 的 非 空子 集 , 于 是 有 8B(CDx 瑟 ) 使 如 站 Ba 是 
单元 集 ， 念 9( 外 中 使 {Ca，pt 虽 一 8 站 Bs 的 那个 《4 中 的 ) 元， 
多 即 合 要 求 . 证 毕 . 
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椒 义 ”由 定向 集 到 集 了 的 映射 称 为 了 中 的 网 . 

当 ? 是 定向 集 (D, <) 到 集 下 的 映射 时 ,习惯 上 把 gp(@) 记 为 x。 
(aED)， 对 中 的 网 沉 记 为 {x。)， 是 标 % 理 解 为 定向 集 (D, <) 中 的 
元 ， 一 般 略 去 (D, <) 不 写 出 ， 

定义 ” 设 ( 了 X, 台 是 拓扑 空间 , {2。} 是 荐 中 的 网 ,xzE 卫 , 如果 对 x 
的 任何 施 域 0, 有 (是 标 )ao; 使 当 go-<a 时 成 立 ssE0， 则 称 网 {x4} 
收效 于 x, 记 为 ?>2( 或 z 一 1imzs). 

定理 3 设 ( 互 ,r) 是 拓扑 空间 , 4 己 苹 ,xEXY, 则 下 列 备 点 等 价 : 
(iD xzEA; (ii) x 是 4 的 接触 点 (iii) 有 4 中 的 网 {zo} 使 z 
-1. 

证 他 = ti) 用 反 证 法 ， 如 果 z 不 是 4 的 接触 点 。 则 有 2 的 
邻 域 O 使 O 站 4= 名 ， 干 是 0° 是 闲 集 且 ACO”， 所 以 42C0':,， 但 
xzEDe, 与 (1) 了 矛盾 . 

(让 过 Gii) 记 z 的 邻 域 金 体 为 也 以 也 作为 五 的 半 序 ， 易 见 
( 忆 , 二 ) 是 定向 集 ， 对 于 OED, ON A 是 非 空 的 ， 由 定理 2, 有 了 恩 身 
PiD 王 4 使 pCO)EONMmA. 是 4 中 的 网 ， 如 果 记 9(O) 为 xo (OE 
DD), 那 末 对 zx 的 邻 起 ,VP 是 DD 中 的 元 , 当 仇 ED 在 了 之 后 时 ,zwE 政 
门 A4CYV, 所 以 fo~>5. 

(D>(D 设 fz} 是 4 中 网 且 x.->s, 要 证 xzEA， 用 反 证 法 ,如 
果 ze CD" 是 # 的 合 域 ,于 是 有 足 标 mm 使 x<oE( 用 *、xnE{( 梧 。 
4 但 ("让 4= 2, 便 得 到 矛盾 ， 证 毕 . 

定理 4 《〈 闵 包 的 性 质 ) 设 (X,r)》 是 拓 盾 空间 , 4, BCCX， 则 
人 B= DAUD- AUB Giiy (人 一 下 (iv)AD4. 反 
之 ， 如 果 记 屯 的 子 集 全 体 为 号， 叉 四 :SS >S 具有 下 列 性 质 : (i) 
PEGs (ii BAUBD =BDUDB); ii) BE A)) = 
BC); (Liv) (4) 汪 4, 则 有 了 唯一 的 了 的 拓 扩 使 得 四 (4) = A(4 
EE 局). 
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3.1.2 拓扑 的 强 能. 生成 和 分 离 公 理 

定义 ” 设 卫 是非 空 集 ,t, rs 是 瑟 的 两 个 拓扑 ,如果 mcrs 则 
称 rz 比 强 (或 绍 ), 也 称 * 比 rz 殴 ( 或 粗 ). 

当 集 互 有 不 止 一 个 拓扑 时 ， 有 关 拓 扑 的 概念 要 指明 对 于 哪个 
拓扑 ， 例 如 :， z 的 王 邻 域 , 4 zzz 等 . 

定理 1 没 rrs 是 下 的 两 个 拓扑 , 则 下 列 各 点 等 价 : 

(iD zs* 比 雪 强 ， 

(i 对 人 性 何 4 它 瑟 ,了 4 近 可 (9， 

(ii 对 玛 中 任何 现 {ze 及 元 加 和 一 2 时 必定 ze 一 zfr。 

集 蕊 的 任何 一 族 折 村 的 交 仍 是 了 的 拓 扩 ,所 以 对 于 五 的 集 类 
S, 有 人 包含 5S 的 最 弱 拓 填 ， 

定义 ” 设 工 是 非 空 集 ,S 是 下 的 集 类 , 则 称 包 含 号 的 下 的 最 弱 
拓扑 为 号 所 生成 的 拓扑 . 

定理 2 设 仿 是非 空 集 开 的 集 类 且 中 4=%, 记 沪 所 生成 的 
拓扑 为 r 则 5 互 , 故 的 非 室 开 集 必 是 一 族 集 的 和 集 ， 而 这 族 集 中 每 
一 个 都 是 有 限 个 号 中 集 的 交 . 

定 久 ” 设 ( 瑟 ,是 托 扑 室 间 ,8Scr, 如果 ( 开 , 7) 的 非 空 开 舍 都 
是 仿 中 一 族 集 的 和 集 , 则 称号 是 拓扑 7 的 基 . 

定理 3 设 呈 是非 空 集 瑟 的 集 类 ， 则 8 是 ( 玉 的 ?拓扑 的 菇 的 
充分 必要 条 件 是 : (i) 一 U4 而 且 ( 让 当 5, VFES，zE 使 xE 
UNV 时， 及 ES 使 xE 玉 CVNV， 这 财 ， 人 坊 是 它 生 成 的 朱 扑 
的 基 , 

系 设 仿 是 非 空 集 的 集 类 ,如果 U 4 = 下 且 当 VVFES 时 ， 
UNVES, 则 SS 是 它 生 成 的 拓扑 = 的 基 . 


132 第 三 芝 ”者 站 线性 空间 


定 发 ” 设 (, 玉 是 拓扑 空间 ,2zC 史 (7 是 一 贱 了 的 邻 感 , 如 
果 对 于 4# 的 企 何 铝 域 90, 有 FE 各 (2) 使 FCO， 则 称 信 (Xz) 是 + 在 
z 处 的 基 ， 又 如 时 仿 (z) 是 一 族 x 的 邻 域 ， 且 客 ,(#) 中 有 限 个 集 
的 变 集 全 体 是 = 在 处 的 基 , 则 称 信 ,(f) 赴 + 在 x 处 的 子 基 . 

由 定 忱 可 知 ， 谱 (总 ,和 是 拓扑 空间 ，{za} 是 下 中 的 殉 ，xE 瑟 ， 
名 (x*) 是 在 z 处 的 子 基 ,如 果 对 任何 VE 如 ,(z)， 有 显 标 wo 使 当 
ao 一 wx x.SV ,就 成 六 加 一 

定理 4 设 苹 是非 空 集 ， 对 和 鲜 个 TE， 相 应 有 一 族 革 的 子 集 
(ZX), 和 如 果 习 ) 对 任何 xEX 玉 OE 笋 (7) 有 xzE0; (ii 对 任何 xs 
及 U,VEY(z) 有 本 ER(z) 使 开 CUNTV; Gii) 对 任何 xEX， 
QER(T)R 有 RyEO， 有 YEPD 使 FCO, 则 有 了 众 - -的 天 的 拓扑 了 使 
冬 对 什 何 *E 夸 ,这 (5Z) 是 工 芷 二 处 的 基 。 

定义 设 (X, 避 是 拓 扩 空 间 ， 如 果 下 面 的 (0) 一 (4) 中 有 -条 

成 立 ; 相应 地 称 ( 蔗 ,如 满足 了, 一 了 7 公理 : 

C0) 对 脏 中 不 同 的 两 点 x3 有 OEr 使 得 口 门 这, 欠 是 单 点 集 : 

(1)》 对 于 中 不 同 的 殉 虚 +,y, 有 ,VEr 使 得 mi 六 二 {2}， 
FN {zr 二 人 Y}. 

(2) 对 下 中 不 同 的 两 点 x, 纪 有 如 ,VETr 使 得 zEP, ETF 且 关门 
F=. 

【3) 对 { 尘 ,T) 的 闭 集 4 及 z4, 有 0, VEr 使 得 tEV, ACV 
HUNrF=g@. 

{4) 对 (这 。 中) 的 两 个 不 相交 的 闭 集 4，8， 有 如，V Er 使 得 
ACH, BCV HVNF- 2. 

忠 定 艾 可 全 ,拓扑 空间 (丰满 足下 会 理 的 充分 必要 条 件 是 
任何 单 点 集 者 是 闲 集 . 

满足 ?公理 的 扩 扑 空间 又 称 为 Hausdorff 空间 . 

满 忠信 和 名; 公 堪 的 折扣 空间 称 为 正如 空间 . 
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满足 各 和 公理 的 拓扑 空间 称 为 正常 :或 正规 ) 空间 . 
注意 ,在 有 的 书 上 , 7; 公 瑟 和 正则 空间 的 定 艾 正好 对 调 ,而 字 
公理 和 正常 空间 的 定义 正好 对 交 , 


3,1,3 连续 映射 和 Ypacon 引 理 


定 必 设 ( 革 ,TDLXss 73) 必 两 个 招 扩 空间 , 忌 射 p; 于 > 六 2， 
XE, 如果 对 于 (lz) 的 任何 邻 域 606， 有 ww 的 邻 域 广 使 得 人 己 
2， 则 称 严 在 处 连续 ， 如 上 朵 多 站 仁 何 zc: 处 连续 ， 则 称 w 在 
(XT 上 连续 ,简称 Pp 在 入, 上 连续 , 也 可 简单 地 说 见 是 连续 的 . 

定理 1 设 ( 革 ,TT1),( 针 s; T2) 是 两 个 损 扑 空间 , P:; 六 1 这 和 8s 2 全 
Xi 则 允 在 x 处 连续 负 充 分 必要 条 件 是 ; 对 圣 , 中 任何 收 就 十 x 
的 网 {zo} 成 并 glso) 一 CF) (Fo)， 从 曾 , P 在 了 ,上 连续 的 充分 必 
惨 杀 绅 是 ， 对 于 夸 中 的 网 {8} 及 元 >, 当 zz (7 时 戌 立 p(xo) 
> (ra). 

定理 2 设 (和 brD, (XzsT9) 是 两 个 岳 扩 空间 ,Pp:; 世 >， 则 
和 在 芽 , 上 连续 的 充分 必要 条 件 是 : ( 开 ,，72) 中 任何 半 集 口 的 原 
象 p 1(O) 是 (下 ,tT)) 的 开 集 ， 男 一 个 定 分 必要 条 件 是 : 任何 75: 闲 
集 的 原 象 是 采集 , 

由 定理 2 可 知 , 如果 殉 是 ( 玉 1; TC( 玉 yfo) 的 连续 鼎 射 ;及 ?1 
是 至 的 拓扑 Hz, 比 rt. 强 , 那 末 加 是 ( 尽 !, 了 由 玉 { 和 ze，T2) 的 连续 瞩 
对， 类 氢 地 ， 各 果 了 是 比 t+ 弱 的 了 ;的 拓 冰 ， 则 器 是 (Xs TD 一 
( 驻 s,?) 的 连续 映射 . 

定义 ” 设 { 四 ;让 是 拓扑 空间 ; 如果 对 任何 #E 和 ,有 将 的 (至 多 ) 
可 列 个 邻 城 构成 在 z 处 的 基 , 则 称 ( 工 ,z) 满 是 第 一 可 齐 公 理 . 如 
时 有 (至 多 ) 可 列 个 于 集 构成 t 的 基 ， 则 称 《 芒 ，?) 满 足 第 二 可 列 
公理 . 

自然 数 集 国 以 二 为 序 是 企 序 的 ， 以 自然 数 为 是 标的 殉 称 为 点 


134 第 . 虹 后 由 经 性 空间 
列 ， 但 封 拓 插 空间 来 说 , 点 到 的 收效 概念 还 不 够 .例如 在 3.1. 1 定 
蛙 3 的 (这 中 ,不 能 把 期 {zs 改 成 点 列 1znj 因为 由 zS4 不 能 推出 
有 也 中 点 列 {z} 使 x 一 x， 艾 如 在 3.12 的 定理 1 中 《ii 的 疯 
{zs} 不 能 改 成 点 列 {rs}， 因 为 出 zw 一 zz 就 必定 ze>zfri) 不 能 
出 rs 比 z 强 ， 同 样 ，3.1.3 定理 1 中 如 把 网 改 成 点 列 ， 就 只 是 
必要 条 件 击 并 不 充分 ， 然 而 ,在 上 面 提 及 的 三 个 定理 中 , 如 果 分 别 
再 假设 5 r，( 王 ,rt (1，r1) 满 足 第 一 可 列 公 理 ， 则 这 些 定理 
中 的 网 可 以 改 成 点 列 . 
定理 3 《ypEtcoa 引 理 ) 设 {X, 人 7 是 正常 空间 , 4,B 是 两 个 
不 相 变 的 闭 集 , 则 有 (及 ,rf) 上 实 值 连续 前 数 p 使 得 (Dp 在 4 上 取 
秆 为 0 (i gg 在 BB 上 取 值 为 1; (iiiy 对 于 任何 TE 开 ，0<P(Z) 
< 
证 ” 当 ( 且 ,下 是 正常 空间 时 , 对 于 ( 革 , 如 的 闭 集 下 及 于 集 几 
如 果 0 就 必 有 开 集 玉 使 得 0FFDF。， 记 有 4 为 Uo, 记 B" 为 
Pop 于 是 有 开 集 Prz 合 CUDsCU， 对 于 三 和 Vas Pa 
和 本, 又 分 别 有 开 集 U4 和 Tao 使 得 
UCUnACU ACU nCU CU CUCU 
接着 对 于 依次 的 四 对 集 又 分 别 有 开 集 50s U3s， Vs Ume 福 足 相 


应 的 包含 关系 ， 这 样 下 去 ， 对 于 形 为 名 的 (0, 1) 中 有 理 数 5， 可 作 
开 集 可。 当 己 s 大 这 种 形式 的 数 晶 1<s 时 ,DCB。 记 [0, 1] 中 
形 为 万 tn 是 自然 数 , 是 0 或 自然 数 ) 的 数 全 体 为 了， 作 了 映射: 
区 [0, 匡 如 下 : 
x = 当 xErz 时， 
P77 inf{ilteB, EV， 当 zED 时 . 


由 作法 即 知 史 广 足 定 惠 的 要 求全 -一 iiD， 故 只 项 和 证明 罗 在 吉 
上 上 连续， 对 xE 及 e 之 0, 记 p(t7) 为 局 取 上 tse 使 t 一 2 二 让 民 
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ff 1 计 取 和 = 1 如 ti 一 0 就 取 所 =0) 记 0 =U DD,, 
(在 z=1 时 记 D0= (D010 在 t=0 时 记 0=U,D), 由 作 尘 0 是 x 的 
储 域 县 p( 中 CC 一 est 2)， 所 以 在 x 处 过 续 ， 豆 是 及 上 过 
续 函 数 ， 征 毕 , 


3.1,4 紧 性 
定 立 设 了 是 非 空 集 ,， {A,.} 是 五 的 一 族 子 集 ， 4 二 下 ， 如 果 
册 4 二 4， 则 称 集 族 {4.1} 米 盖 集 4 如 果 集 族 {4.} 中 任何 有 限 个 


集 的 交集 韭 空 , 则 称 {4e} 是 联 族 , 或 称 {4-} 具有 有 有 限 交 性 质 . 

定义 ” 设 tX,7) 是 拓扑 空间 ,ACX, 如 果 在 任何 一 族 履 盖 4 的 
开 集 {O} 中 ,总 可 取出 有 限 个 集 由 著 盖 4, 则 称 4 是 ( 王 , +) 中 的 肾 
个 .如 果 蔷 本身 臣 上 紧 集 ,就 称 ( 开 , 7) 是 紧 空 间 . 

定理 1 设 ( 开 ,rr) 是 拓 砷 空间 ,4CX, 则 妇 是 t 蔚 , 疏 中 紧 和 集 询 
充分 必要 条 件 是 : 对 ( 芯 ,T) 的 任 舞 闭 集 族 {F}, 如果 {FE。 门 4: 是 联 ， 


族 ,就 必定 门 〈 本 站 4 天 放 ， 


定理 2 设 (,z) 是 折 扑 空间 , 则 下 列 各 点 等 价 : 
《i (XX,T) 起 紫 空 间 . 
Gi) 《 互 , 可 的 任何 闲 联 族 {s} 使 门 了 产 名. 


《iiiy 【于 ,z 的 任何 联 族 {4J 有 公共 的 接触 点 ， 

定理 3 设 妇 是 拓扑 空间 (于 ,人 中 的 紧 集 ,BCC4 且 B 是 闭 集 , 
则 吾 是 紧 集 ， 简 喜之 , 紧 集 的 闭 于 集 是 紧 集 , 

定理 4 Hausdorff 空间 (于 ,让 ) 中 的 紧 集 必定 是 闭 集 . 

系 站 紧 Hausdorff 空间 (X,r) 中 ， 集 4 是 紧 集 等 价 于 焦 4 
是 闭 集 . 

定理 5 肾 了 ausdorff 空间 是 正常 空间 . 


a er 
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定理 6 没 C 四 ,T(zy To) 是 两 个 拓 挤 空间， 六: 芷 1 忆 天 os 是 
连续 映射 , 则 下 中 紧 集 和 4 的 象 p( 轨 是 互 * 中 紧 集 . 

定 党 ” 设 { 基 rz) 囊 sz 切 是 卫 个 拓扑 空间 , 虽 是 瑟 : 一 吾 。 的 
双 射 ,如 果 多 和 gp”! 都 连续 , 则 称 多 十 二 :一 到 * 的 同 古 (映射 )， 存 
在 同 胚 (映射 ) 的 两 个 折 并 空间 称 为 是 同 胚 的 . 

定理 ?7 紧 空 间 到 Hausdorff 空间 的 连续 双 射 是 同 腔 . 

定理 8 (Dini 定理 ) 设 (X, rT) 是 紧 室 间 ，{g so} 是 世上 的 一 
列 实 慎 连 续 凋 数 ， 如 果 {qs} 单 湖 下 降 《或 上 升 )， 即 对 任何 zc 王 ， 
pT) PF) 在 上 磺 点 牧 训 
于 连续 函数 o, 由 {poj 在 三 上 一 敏 收 化 于 多 

证 对 任 给 的 e>0， 记 4,1= {zr| p(X) 一 P(X 这 2j (n=1, 2, 
…9). 因为 ps-…9% 是 世上 连续 函数 , 1, 是 ( 工 , +) 中 闲 集 ， 又 由 {pe} 


单调 下 降 , 4 盖 4 二 4 二 …、 由 于 {eo} 点 点 收 敏 子 p， 故 门 4= 


人 旭 ， 而 因 ( 瑟 , 可 是 紧 空 间 ， 由 定理 1{4;} 不 是 联 族 ， 从 而 有 #0 使 
n= 名 ;所 以 当 # 守 Ry 时 Prt 一 p(T)<e 对 任何 x 成 证 ， 也 
江 {gw* 在 人 上 一 致 收 化 十 Pp， 证 毕 . 

3.1.5 匡 积 拓扑 ,Tnxono0e 定理 

在 3.1.4 中 ， 引 进 了 联 族 的 概念 ， 对 于 集 类 也 可 用 同样 的 名 
称 ， 设 仿 是 礁 空 集 互 的 集 类 , 如 果 对 号 的 在 何 有 限 子 类 S:， 门 
4 非 窗 ,也 称 $ 是 联 族 或 称 仿 具有 有 限 交 性 质 ， 这 里 不 考虑 号 或 
SS 是 空 类 的 情况 (通常 当 非 空 集 开 的 集 类 号 是 空 类 时 ， 门 4 理解 

了 

为 下); 而 在 用 是 标 时 , 总 设 足 标 集 是 非 空 的 .一 般 培 来 , 下 的 集 类 


仿生 站 的 一 禾 于 集 {4.} tw 在 足 标 集 D 中 变化 ) 这 两 种 说 法 ， 在 
=|asDj 周 也 是 有 些 差 别 的 。 在 集 族 144} 中 ， 对 于 不 同 的 二 
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标 36 可 以 :44 一 Ag 吊 在 集 类 人 S 趾 ,不同 的 泡 4, 如 划 指 4 关 训 . 

定义 ” 设 工 是 非 空 集 ;, 下 是 印 的 集 类 ( 玉 非 空 ), 如 果 

Gy 当 4A, BEF MH ANBEF:; 

Gi 当 AEF, ACB(CXIH BEr:; 

(iii) ffEF, . 

则 称 下 是 叉 的 滤 子 或 洪 透 (filter)， 和 如果 碧 是 (下 的 ) 让 子 且 当 
CPF, 了 是 滤 子 时 必定 了 ,= 也 , 则 称 下 是 革 的 超 滤 子 (ultraf- 
ilter). 

由 定义 即 知 韶 子 是 联 族 ， 超 滤 子 也 就 是 极 大 的 滤 子 由 Zorn 
引 理 , 任何 滤 子 F 必 有 包含 下 的 超 沥 子 、 实 际 上 , 任何 联 族 S 必 
有 包含 它 的 极 大 联 族 , 而 极 大 联 族 也 就 是 趣 滤 子 . 

定理 1 设 久 是 非 空 集 ,FF 是 革 的 超 姜 子 ,4CX, 则 AEF 及 
AEF 必 有 一 个 (当然 也 只 有 一 个 ) 成 立 ， 

证 用 反 证 法 ， 如 4 及 4° 都 ER， 这 有 时 对 于 任何 BEF， 和 A 站 
8B 隆信 (否则 和 刁 B, 从 而 4EF), 由 于 二 中 有 了 恨 个 元 的 交 仍 在 下 
中 ,所 以 下 U {4} 有 有 限 交 狂 质 ， 令 

{i441 广 玉 ,有 BE 使 4DANMB}, 
易 见 是 滤 子 ,此 下 ,二 ,相关 F, 这 与 F 是 超 海子 矛盾 、 证 毕 . 

系 设 下 是 下 的 超 滤 子 , 4 忆 X, 如 果 对 任何 BER，4 站 8 过 
,AEF. 

定义 ” 设 (X, 避 是 所 利空 间 , 是 工 的 汗 子 ,z& 生 ,如果 z 的 
任何 邻 域 0 与 任何 BEF 使 OB 非 室 , 则 称 了 是 下 的 接触 点 ， 知 
果 z 的 任何 邻 域 口 都 属于 卫 , 则 称 F 收 敏 于 x, 记 为 x， 

定理 2 设 (X,z) 是 拓 什 空间 ,下 是 开 的 超 滤 子 ,xE 及 如果 zx 
是 下 的 接触 点 ; 则 下->z， 

系 没 ( 玉 , 丰 赴 所 扑 空间 ， 则 (站 ， 丰 是 紧 空间 的 充分 必要 条 
件 是 ，X 的 任何 趋 滤 子 证 部 收 敦 上 苹 中 的 基 个 起 . 
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出 泪 子 的 定 久 可知, 当 六 ,了 是非 密集 ,和 是 瑟 一 工 的 注射 时 ， 
对 十 半 的 滤 子 了, {9(4) 14ER} 是 了 的 滤 子 ， 
定义 设 Xu(ac1 是 一 族 非 空 集 , 称 
{ 有 |] 和 十 妃 上 的 陕 射 , PC EX (ED ) 
为 瑟 。(aEB 芒 的 乘积 集 , 记 为 Xx ;或 省， 对 于 BED, 映 射 Pp: 


> 区 为 并 ,的 第 户 个 投影 . 

定义 设 ( 瑟 。， Ta) {gED) 是 一 族 岂 盾 空 间 , 葬 积 集 XxX 下 。 的 使 
每 个 PatPED) 都 连续 的 最 加 拓扑 称 为 疗 积 拓扑 ， 记 为 六 Tt 或 

而 所 用 

X ru ( XxX, XK " ) 各 为 (Ero) (aED) 的 对 积 拓扑 空间 . 

要 使 Py 连续， 对 于 {Kas Tg) 中 开 集 Op PaltOs) = {IPE 
XxX Xo, (8)EO 应 是 开 集 . 图 此 ， 要 使 竺 个 PtBED) 都 连续 ， 
对 于 任何 B&D 及 Decrp，P5LOa 部 应 是 开 集 ， 所 以 乘积 拓扑 
X zs 就 是 出 这 种 形式 的 集 爹 体 所 生成 的 拓扑 ， 

定理 3 {THxoH0oB) 设 ( 汪 ,Ta) (a&D) 是 一 族 紧 空 间 ， 则 乘 
积 拓扑 空间 ( XX XK 是 紧 空 间 , 

证 设 王 是 汉王。 的 超 主 子 ， 只 要 证 明王 有 接触 点 ， 对 任 
何 BED, 因为 Py 是 X 久 ,> 的 注射 ，Pp(F) 一 {Pa(A)14EF} 


是 如 的 六子 . 由 于 (gs te) 是 紧 的 ， PlF) 有 有 接触 点 ， 因而 有 Po 
X 和 ,使 得 对 任何 8ED, pol) 是 Ps(F) 的 接触 点 。 下 面 证 朋 gp。 


是 五 的 接 扔 点 . 
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对 任 一 8ED 及 (Xs Tp) 中 po) 的 邻 城 Wo， 由 于 pot 把 是 
Psat 了 下) 的 接触 点 , 故 村 于 4EF 0s Pot 入 非 空 ,从 而 Pa' (Op 们 4 
非 宝 ， 由 定 题 工 的 系 ,P5 (O02)EF. 
固 为 Xx Ta 是 由 {P55 (Og 1BED，0sErs} 生成 的 拓扑 ， 所 以 


tPa (Op) 1BED, Os 是 got 让 的 邻 域 } 是 多 在 Po 处 的 子 基 , 又 


因 这 个 子 茶 是 书 的 子 类 ,下 是 滤 子 ， 改 mm 的 任何 邻 域 O 在 五 中 ， 
即 玉 ->qpn， 由 定理 2 的 系 ， (X 站。 X 二 ) 是 紧 空 间 . 证 毕 . 


定 尺 设 ( 人 中 是 Hausdorff 后 扑 室 间 ， 如 果 对 任何 x 万 六， 
玫 有 = 的 邻 域 马 使 已 是 (中 紧 集 , 则 称 ( 人 ,了 是 局 部 紧 空 间 。 

当 (X, 7 旦 局 部 紧 空 间 时 ， 记 束 : 一 下 U fce}, 这 里 ce 不 是 总 
中 的 元， 防 ! 是 苹 担 添加 一 个 点 面 威 的 集 ， 作 六 | 的 拓扑 {4U 
:ooj 14 是 (XT) 中 凤 集 }Ur, 其 中 4* 表示 芒 \A4， 对 于 了 :来 说 ， 
狗 是 以 (入, 榈 中 开 集 以 及 (到 ,切中 紧 集 (在 及 , 中 ) 的 祭 集 全 体 为 
个 盾 ， 这 时 到 :成为 一 个 紧 空间 .以 此 方 疲 作 出 的 紧 空 间 *; 称 
为 《 司 可 的 单 点 紧 化 扩张 . 


3. 1. 8 诱导 拓扑 和 可 度量 化 空间 

定义 ” 设 (X, 相 是 拓扑 空间 , 4 是 全 的 非 究 子 集 , 记 re= IO 
410Er}, 称 74 是 + 在 4 上 的 诱导 拓扑 ，(4, rT4) 称 为 (和 ,TT) 的 子 
空间 ，zr 有 了 时 也 记 为 | ,. 

定理 1 设 (4, ry) 是 拓扑 空 间 (X, 7) 的 子 空间 , 那 未 : 

(i 4 是 CX, 中 中 紧 集 第 价 于 (4, 1) 是 紧 空间 , 

Qi) 对 于 和 4 中 的 网 {ze} 及 元 2， xz( 可 等 价 于 和 ztra). 

(iii) 设 xE4,5(D 是 7 在 x 处 的 睫 ( 或 子 蚌 ), 则 {0NA10E 氏 
()} 是 在 处 的 基 ( 或 了 大 ). 
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(iv) 对 于 4 的 子 集 B,B5*=B8 4. 
定义 ” 没 苇 是非 罕 集 ，p: 开 x 革 民 ,如 时 (P(x, 抽 守 0(z， 
护卫 县 p(w) 办 二 0 当 且 仅 当 z 二 # 肝 成 六 ; (i pz, 拉 二 p(y 
(Cz, EK HD op(r, op 的 + PY, 2) (x 4E0T), OH 称 p 是 
中 的 距离 ， 当 和 集 卫 中 给 定 距 离 2 时， 称 ( 苇 , p) 为 度量 空间 ， 如 
果 ( 下 , 站 是 度量 空间， 对 于 ?EX 及 e>>0， 称 集 {y1yE，pl(z， 
拉 之 8} 为 5 的 5 部 域 , 记 为 0(z;e), 而 由 {Q(zx; 2)|2?EX,e 之 站 生成 
的 到 的 拓扑 称 为 由 p 导出 的 拓扑 , 记 汐 +。， 对 于 度量 空间 (了 , Pp)， 
有 关 拓 扑 的 概念 总 是 理解 为 对 (地, rm) 和 而 言 的 ， 如 果 { 开 , 中 是 拓扑 
室 间 , 且 有 天 中 距离 使 mr=m 则 称 ( 开 ,是 可 度量 化 的 
如 果 { 王 , 让 是 度量 空间 ， 则 {人 (2; | 5E 瑟 ,ef 人 是 za 的 基 ， 


而 对 于 zwEX，{O(z; 8) 1e 污 0 中 是 式 ,在 4 处 的 基 ， 实 际 上 ， {os; 


去 )| asN@| 也 是 号 在 = 处 的 基 , 所 以 CI 由 手足 第 一 可 列 公理 . 


又 易 见 ( 叉 , D) 是 Hausdorff 空间 . 

定理 2 设 ( 了 ,Pp) 是 度量 空间 ，4 呈 生 , 则 4 是 紧 集 的 充分 必 
要 条 件 是 ; 4 中 任何 点 列 {zs} 必 有 子 点 列 {zsc} 收 谣 王 4 中 的 点 . 

系 设 t 工 ,是 可 度量 化 的 拓扑 窒 间 ,AC， 风 所 是 紧 集 的 
充分 必要 条 件 是 :4 是 闵 集 且 和 4 中 任何 点 烈 (4} 必 有 收 雍 的 子 点 
烈 {zar}， 

定义 ” 设 ( 入 ,+) 是 拓 扩 空间， 如 明 有 互 的 (至 多 ) 可 列子 集 4 
使 二 苹 , 则 称 ( 世 ,人 是 可 分 的 . 

定理 3 设 ( 卫 ,7) 是 拓扑 空间 ， 则 (CX, 人) 是 可 分 的 可 度量 化 
衬 间 的 充分 必 去 条件 是 : (站 , 丰 是 满足 第 二 可 列 公 理 的 正则 空间 . 

定 尽 ”丽人 ,站 是 度量 空间 ，fzs 是 王 中 点 列 ， 和 如果 对 任何 


员 ”NN 表示 自然 数 公 样 ， 
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1 Fl 


>0, 有 (自然 数 )N ,使 当 训 ns 辐 ，pCrwo .2 国 称 {zat 是 
{五 , P) 中 基本 点 列 ( 或 Cauchy 点 你) 如果 (于 ,Pp) 中 任何 基本 
点 列 都 层 钱 , 则 称 ( 卫 , 0) 是 完备 的 . 

定 ” 设 {于 ,中 是 所 下 空间 ,4 己 站 ,如果 4 没有 内 点, 则 称 有 4 
是 (下 ,中 酬 庆 和 集 ， 可 以 表示 成 至多) 一列 豆 朗 集 的 和 代 的 集 称 
为 第 一 纲 的 ， 不 是 第 - -网 的 集 称 为 第 二 纲 的 . 

上 面 对 度 量 空间 3 引进 了 完 闪 的 概念 ， 但 对 拓 夺 空间 并 没有 完 
每 的 概念 ， 主 要 是 没有 适当 的 * 基 本 ”的 概念 ， 即 使 (外 ,让 蚌 可 谋 
量化 的 拓扑 空间 ， 可 能 会 有 两 个 全 的 由 离 p: 和 ps 使 得 ro 一 To。 
二 7 但 (于 ,Pp0); ( 萤 ; P2) 中 一 个 是 完备 的 而 荔 一 个 并 不 完备 , 原因 
起 “基本 点 列 ” 的 概念 与 距 饲 有 关 ， 例 如 在 实数 集 及 中 , 令 pitz， 
DD= |z—y|, pa(2, 9) = [larctgr- arctgy | (zr, yER)}, pi, ps 都 是 
RR 的 距离 , +,，T, 是 同一 拓扑 , 但 (及 p1) 是 完备 的 ， 而 (R, ws) 
不 是 完备 的 ， 

定 兴 设 (, 了 是 拓扑 空间 ， 如 果 苹 不 能 表示 成 两 个 推 空 的 
不 相交 的 开 集 的 和 和 集 , 出 称 ( 下 ,是 连通 的 . 

例如 实数 集 民 在 通常 拓 盾 下 是 连通 的 . 

容易 看 镜 ， 拓 扑 空 间 ( 革 ,中 是 连通 的 意思 十 ; 除 局 :天 外 , 没 
有 了 既 感 开 集 义 足 闭 集 的 集 , 
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李 节 讨论 拓扑 线性 空间 中 一 些 基 本 的 概念 和 结论 ， 利 用 有 限 
维 线性 空间 在 (一 个 特定 的 ) 范 数 下 的 上 紧 集 的 性 质 ， 证 明了 局 部 紧 
是 有 限 维 线性 折 扑 空间 的 特征 .还 讨论 了 线性 秃子 及 线性 泛 塘 的 
连续 性 ， 讨 论 了 拓扑 线性 空间 中 前 厂 界 集 , 完全 有 界 集 ,完备 集 及 
坚 集 等 报 念 以 太 它 们 之 间 的 -… 些 关系 . 
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3.2,1 基本 概念 和 性 质 

所 装 论 的 线性 空间 限 于 实 或 复 空 间 ， 以 下 表示 实数 域 及 或 
复数 域 C。 田 于 线性 空间 的 基本 和 贩 念 一 般 是 已 经 郊 悉 的 ， 所 以 有 
的 概念 只 作 简 单 的 叙述 ， 

定 尽 ” 设 互 是 非 空 集 , 而且 

IT、 在 工 中 有 二 泡 运 算 ， 即 工 xL= 工 的 上 映射 ( 称 为 加 法 ， 记 
为 1 tz; 和) 的 但 记 为 十 四 ; 它 使 五 成 为 交换 群 ,也 就 是 说 加 法 有 
下 到 性 质 : 

(i) 多 十 多 一 中 十 和 《2 yEL), 

(iD z+ (y+2 = s (ry 2ED), 

《ii 有 二 中 元 ( 称 为 零 元 , 记 为 们 全 0 1x 一 s 《xED)， 

tiv) 对 xzEL, 有 ye 上 使 + 二 y 一 0(8 称 为 4 的 负 元 , 记 为 一 *). 

11， 有 长 x 五 -> 也 的 映射 〈 称 为 数 乘 (4， 2 的 象 记 为 4 起 47)， 
它 有 下 列 性 质 : 

(i) lx=2 (xz€L), 

GD ACgt) = A) = A) CauERK, rEL), 

fiii (Ara)r=Artpur (4 neEK, rEL), 

Civ} Acz 上 的 二 hy tA (AERK, x, YEL), 
则 称 元 是 开 上 的 线性 空间 或 简称 为 线性 空间 , 线性 空间 也 称 为 向 
量 空间 . 

设 zh Xo, tn(n 是 自然 数 ) 是 线性 空间 工 中 的 % 个 元 ， 形 为 
的 元 称 为 x1，…，, zs 的 线性 组 合 。 如 果 有 


EE 


不全 为 零 的 4 da "rs An 使 auz 一 0, 就 称 Yi za ee En 是 线性 
相关 的 ， 否 则 就 蒜 为 线性 无 关 的 ， 一 个 元 x 线性 相关 就 是 x 一 0, 
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设 4 是 线性 空间 工 的 ( 非 空 ) 子 集 ， 如 果 4 中 任何 右 限 个 各 不 相同 
的 元 都 线性 无 关 ， 就 称 4 是 线性 无 关 的 . 工 的 极 大 线性 无 关子 集 
4 称 为 工 的 线性 基 或 Hamel 基 ， 由 Zorn 引 理 可 知 线 性 空间 上 
必 有 Hamel 基 . 工 的 任何 两 个 Hamel 某 必 定 具 有 相同 的 势 ， 当 
工 的 Hamel 基 是 有 限 集 时 , 称 工 是 有 限 维 的 , 而 工 的 Hamel 基 的 
劳 称 为 工 的 锥 数 ， 不 是 有 限 维 的 线性 空间 称 为 无 限 维 的 
设 工 是 下 上 线性 空间 , A, BCL, FCK, 记 
A+B={zty|rEA, yEB}, PA= {Az |A4EF, xEA} 
当 由 中 中 有 一 个 是 空 集 时 ，44 十 互 读 为 是 空 集 ， 对 F4 也 同样 如 
此 ， 但 通常 在 非 空 集 的 情况 下 使 用 这 记号 , 特 列 , 4+ {2} 记 为 4 十 
zi4 记 为 44 一 般 说 来 ,4 十 4 一 24. 

对 于 e 半 0, 数 集 {A414EEK, |41 < 之 ae} 及 {4| 突 区 ,|41 志 2e} 分 别 记 
为 及 (a) 及 民 (e). 

设 工 是 线性 空间 、 工 的 子 集 4 如 果 使 玉 (1)4CA， 就 称 4 是 
均衡 集 ， 易 知 对 工 的 子 集 BB。 区 (1)B 是 包含 了 8 的 最 小 均衡 集 ， 工 
的 ( 非 空 ) 子 集 Lo 各 果 使 bs 十 LoCCLo 有 有 民 LoCLo, 就 称 Lo 是 工 的 
线性 子 空间 .对 工 的 ( 非 空 ) 子 集 83， 了 包含 如 的 最 小 线性 子 空间 称 
为 至 张 成 的 线性 子 空 间或 吾 的 线性 包 ， 记 为 span(8)， 直 接 验 证 
可 知 spant 瑟 ) 等 于 


[Ba | 
k=l 

当世 是 线性 空间 荆 的 线性 子 空间 轩 , 对 zEL, 称 x 十 Lo 为 *( 关 
于 工 0 的 路 集 ， 记 (关于 的 ) 隧 集 全 体 为 /Lo, 对 于 五 /ze 中 的 
两 个 元 z+ Insy 456 及 民 玖 ,由 于 


{t+ Lo + (y+ Loe) =(F + + Lo, 
A(F + Lo) = A + Lo 


起 自 然 煞 ,4 ,SRE, 下]y | 


me 
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以 此 作为 LiLo 中 的 加 法 及 数 苹 ,LiLo 是 长 上 的 线性 空间 ， 称 为 
了 关于 Iw 的 商 空间 ， 在 不 致 混 溢 时 ，zz 的 陪 集 i 记 为 ， 对 于 工 中 
元 zx, 总 芭 二 和 刍 价 于 2 一 gL 

定义 设 工 ,Ls 是 导线 性 空间 ,TT: 工 一 上 ;， 如 果 对 任何 *， 
yeL 及 窟 且 成 立 T(z 十 失 =Tz 寺 Ty， 了 T(x) 二 4ATz， 则 称 人 是 
> 的 (线性 ) 同 恋 或 线性 算 子 ，T 0) 称 为 同 态 玫 的 核 或 线 
性 算 子 王 的 零 空 间 ， 五 za 的 同 坊 全 体 记 为 上 (了,>Ls)。 特别 ， 
玉民 的 同 态 称 为 五 上 线性 泛 函 , 而 工 ( 五 一 及 ) 记 为 五， 如 果 瑟 
是 及 上 线性 空 闻 ，Zw 是 蕊 的 线性 子 空 间 ， 则 上 映 射 8: D> 上 /Lo: 
zh 上 > 有 (一 和 十 蕊 9) 是 同 态 ， 称 为 工 一 了 Zoo 的 自然 同 态 或 商 映 庙 . 商 
映射 的 楼 即 为 Lo. 

当 古人 ELCD 玉 Ls)， 术 起 时, 贞 射 5 一 > 人 zx 十 Tzz 及 映射 
Zz 4TW 都 是 同 态 ， 分 别 记 为 了 Te 及 47 以 此 作为 艺 ( 写 -> 
世 ) 的 加 洁 及 数 履 , (DL2) 是 区 上 的 线性 空间 .特别 ,下 是 政 
上 的 线性 空间 . 

设 荆 , Ls, 工 ; 是 及 上 线性 空间 ,对 于 TEL(L > 上 2), SEL{L 
一 了 ;映射 + 一 > CT2) (x5ELD) 是 上 上 ;的 辐 态 , 称 为 态 与 工 的 
复合 或 刁 积 ， 记 为 5 了 或 ST， 复合 “。" 可 看 作 是 

LlLo->Ls) X LL > Lo) >L(L,->L;) 
的 映射 , 当 图 定 一 个 元 (全 或 和 时 ,是 个 线性 算 千 ， 击 “7 称 为 
是 观 线 性 的 . 

定理 1 设 工 是 玉 上 线 忻 空间 ;了 ,fo … ,js 是 二 中 3 个 线性 
无 英 的 元 , 记 让, 了 …; fs 的 公共 鹤 空 间 为 Lo, 则 

(DD Po 是 ?3 维 空间 ， 

CD 如 果 fE 二 Lf 在 fo 上 为 0, 了 必 钙 让 ,…, 的 线性 组 会 

证 对 于 站 用 归纳 贡 来 证 设 #= 二 1 这 时 ,和 了 关 0, 就 有 x,&5 
使 fitz) 一 1， 这 省 明 5o 关 二 而 对 于 2 匡 , 记 了 (WD) 为 和 4 如 --Az 
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tLo， 也 天 训 .= 4%,， 所 以 /bo 是 一 维 空 间 ， 如 果 ED 有 fT 在 LL。 
土 为 0, 记 了 (rz 为 E， 则 了 一 A 记 在 古寺 为 0 县 在 zi 的 情 也 是 0 
克 一 xfi 是 在 上 便 为 0 的 省 苗 , 即 f 一 zf 二 0， 所 以 了 = 

设 当 R=w 时 定理 成 立 , 今 证 2=m 十 1 时 定理 也 成 立 ， 记 下， 
fa ,fn 的 公共 零 空间 为 及， 由 归纳 假 滩 ， 上 /NH 是 各 维 的 ， 且 
fn 在 型 上 不 恒 为 0， 又 = {x| Em (XY) 二 0}。， 如 .E 上 所 证 
于/ 是 一 维 空 间 ， 故 Lio 是 m11 维 的 ， 又 如 fED 且 fF 在 荆 
上 为 6, 取 并 中 元 3 使 fwmri( 扩 一 1 并 记 了 ( 引 为 4 则 了 一 fm 
在 工 上 及 3 外 都 为 0, 所 以 在 型 上 为 0, 由 归纳 假设 一刻 fm;;: 是 
,fa …s, 了 fm 的 线性 组 合 ， 内 而 了 曰 天 ;后 ;…;fmri 的 线性 组 合 ， 
证 毕 . 

系 ， 设 工 是 线性 空间 ， 帮 -py 了 EL Lo 是 -yfs 的 公共 零 
空间 ,由 

(人 工 / 6 是 有 限 维 空间 , 且 荆 /6 的 维 数 生 于 也 ,fo 了 中 
的 线性 无 关 组 元 素 的 最 大 个 数 ; 

CD 如 fe 有 且 f 了 在 Lo 上 为 0，f 必 是 天 ,js，…s fs 的 线性 
组 合 . 

定义 ” 设 工 十 线性 空间 ,rt 是 王 的 拓 赴 ,如果 

(人 加 法 是 三 x 研 -> 研 的 连续 号 射 ， 

(i 数 弱 是 反 x 工 一 工 的 连续 映射 ， 
则 称 = 是 艺 的 向量 拓扑 ， 如 果 = 是 线性 空间 世 的 同 最 丘 扑 ， 则 称 
(Lz) 是 拓扑 线性 空间 或 拓 不 向量 空间 ， 也 称 为 线性 拓扑 空间 . 

在 上 述 定 交 中 ,五 x 工 及 下 x 工 是 用 乘积 拓扑 ， 而 .到 是 用 通常 
的 拓扑 、 阿 量 拓扑 定 交 中 和 条件 人， 全 ) 可 改 述 如 下 : 

(Ci) 对 z 8 五 及 zz248 的 邻 域 上 有 zx 的 邻 虞 及 # 的 邻 域 
F 使 得 也 上 PFCG， 

《ii 对 代用 ,xEL 及 hz 的 邻 域 OO， 有 sr0 及 王 的 埋 域 已 使 
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得 {4+ 六 (eVUCO. - 

引 理 1 设 (Z, rt) 是 拓扑 线性 空间 , 那 末 

(0 对 于 roc 工 , 瞎 身 :二 一 了 :YYTtn 是 同 耳 ， 

{ii) 对 于 EK， 映射 :Lx 一 > ox 是 连续 的 ， 当 如 天 0 
时 这 是 个 同 顺 ， 

Gi 对 0 和 的 铝 域 8, 有 0 的 令 域 0 使 V+UVCO, 

(iv) 对 0 的 争 霹 0, 有 0 的 均衡 邻 域 U 使 UCO. 

证 人 《i 语 是 显然 的 ， 设 如 是 0 的 邻 域 ， 由 可 站 在 (0,0) 处 
的 连续 性 有 0 的 邻 域 江 及 琴 使 了 十 序 CO， 肥 区 =F 门 下 即 得 
(DD， 又 由 数 莱 在 C0，0) 处 的 连续 性 ， 有 e>0 及 0 的 邻 域 玉生 
下 (Ee)FCO， 到 VU 二 (eV,U 显然 是 均衡 集 , 叉 因为 VU=U(4V),U 
是 开 集 ,所 以 (iv 成立 ， 证 毕 . 

系 ” 半 拓 站 线 性 空间 (2 妇 的 0 的 邻 域 马 及 自然 数 2 有 0 的 
邻 域 了 了 便 下 上 FT 十 … 十 PFCBta 个 下 相 加 ). 

证 重复 用 3| 理 1 的 全 划 邑 得 , 证 毕 . 

定理 2 设 人 (rz)? 是 岳 扑 线性 空间 ， 是 自然 数 ， 则 续 x 下 x 
xxIxLXxX.…xLL 的 里 射 

PE Ags sy Mrs Fis rs Fn) Sx, 

是 连续 的 ， 

证 设 辐 ERa ea 万 记 3 袜 礁 可 对 # 的 依 

下 一 了 


域 吕 ,0 一 是 0 的 铅 威 , 故 有 0 的 加 域 VF 使 VV FVCO—y 
(a 个 下 相 加 )， 对 于 包 二 1,2,…,R， 有 4s 记 0 及 的 邻 域 UV 使 得 
(AEE IU CAF, AR Fe, HE Ye 


CR 1, 2 芝 ) 上 ， Pes os Hn Yl Hn) = Sn, ER . (0— 


和 
~ 0 所 以 9 在 (joszb oz 处 连续 ， 故 记 是 连续 上 映射， 证 
毕 . 

定义 ” 设 (L, 是 拓 提 线性 空间 ,7 在 0 点 处 的 基 称 为 + 的 局 
部 基 . 

由 引 理 1 的 0), 对 于 拓扑 线性 空间 ( 工 , ,出 一 个 点 处 的 邻 域 
经 平移 就 可 得 到 任 一 点 处 的 邻 域 ， 引 理 1 的 (iv) 说 明 0 的 均衡 令 
域 全 体 是 局 部 基 ， 


3.2.2 有限 维 线性 空间 的 特征 

定义 ” 设 工 是 线性 空间 ,上 | 是 LR 的 上 映射 ;如果 

《zk (ED, 

CiD az 一 人 zl (EK, rED), 

Cii) | 十 纪委 和 1 十 | Cr,yED), 

(iy) 1xj=0 仅 当 z=0 成 立 ， 
则 称 | :1 是 达 上 的 范 数 ， 满 足 上 二 面 (人 ，《iD，(iiiD 的 -> 民 的 映 
射 称 为 工 上 的 执 范 数 或 半 范 数 (semi-norm7y， 拟 范 数 常用 卫 求 表 
示 ， 当 卫星 互 上 拟 范 数 时 ,对 于 xE 工 及 0 记 O(x;p;2) 二 {y| 
VE Pp(Y— 2)<e}. 

引 理 1 设 工 是 线性 空间 ,PP 是 上 上 拟 范 数 , 则 

(D {OCz; 2; 2)|zEL, ec 之 0} 是 它 生成 的 拓 盾 的 基 ， 

(i zr 是 工 的 向 量 拓 站 ， 

Cii) [000;232)|s 汪 0} 是 t+ 的 局 部 站 . 

证 疏 显 然 {0(z;2; 2) 1zE 工 ,2 之 0} 中 所 有 集 的 和 集 为 工 .如 
果 2z, 8, 2EL, 2,6>0 使 得 zEO(r; BE) 人 NOWy; 中 人 的， 只 要 令 21 一 
minte— ple—2),6— P22—$)), WI ed HO pe) TOU ps; 
NOP6), 由 3.1.2 定理 3,10(z)7;e) 1zxEL,e 计 0 是 它 生 成 
的 拓 扩 的 基 ， 而 且 还 同时 证 明了 对 zE 5 {OC2; 氏 ej |e 之 0} 是 rt 


EE 者: ra 本 一 二 对 下 -We 
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在 z 人 处 的 感 ; 国 而 (说 开 忆 还 得 


(iiy 此 ola; ;+ OO 村)JCO(z 的 六 se) 即 知 加 活 是 


连续 的 ， 另 一 方面 , 对 于 4, ioE 用 ,x, wof- 工 有 
入 (4 fn ) EBAT 和) 着 (do 芝 Anozo] 
< 委 |4 一 4 站) = [AoLIPUE— wo) 


因而 对 40E 攻 ,xzoE 下 er0, 全 一 5 六 7 £2= TE) 
则 

CAo 上 再 《2 的) 人 (0 区 人 Choi PE)， 
所 以 数 莱 是 连续 的 , 卜 是 向 其 拓扑 ,证 毕 ，, 

妆 交 是 线性 空间 关 上 的 掀 范 数 时 ， 由 1 人 p38) 1x 上 上 ,8 这 0} 
所 生成 的 拓扑 称 为 由 氢 范 数 卫 所 决 定 的 拓扑 ， 特 别 当 | 起 工 上 上 
范 数 时 , 令 p(x; 四 二 ]z 一 下 (zyED),P 是 工 上 的 距离 ;由 导 川 
的 拓扑 5 即 为 由 4.1 所 决定 的 拓扑， 在 不 致 浴 清 上 时， 也 用 | | 来 下 
示 这 个 拓扑 . 

引 理 2 设 关 是 有 限 欢 线性 空间 ( 设 维 数 为 久 ) 1 Ya em 


是 五 的 线性 基 ， 忆 中 元 z 有 唯一 的 表示 式 z= 之 ,jzp 令 |z|1 一 max 


C241;…; 14%|)， 则 [1 是 七 上 的 范 数 ， 且 {yl 站 =1} 是 (CL, 
中 的 紧 集 . 

证 ”直接 验证 即 知 | | 是 七 上 范 数 . 记 4={| 刀 王 二， 由 
3.1.6 定 理 2, 只 虹 证 明生 中 点 歼 避 有 子 点 列 收 就 于 4 中 的 元 ， 设 
{ 有 是 中 点 剂 ， 扩 一 加 2 十 和 十 4 mm 人 二 2,…) 由 于 24y, :所 
下 (1) 人 0 一 1 2 3 3 二 12 1， 易 知 有 月 然 数列 的 节 列 {aej， 
使 得 1， 一 1607- 1，2，…， mm)， 蝇 然 2171249|=1. 记 #=3 


i =1 
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A Mr,, 出 pa 1 Vo 是 联 集 ， 证 堪 ， 

定理 1 谈 荆 是 线 性 空间 ,TT 是 三 的 两 个 和 阿 量 拓 扑 ， 则 ts 
比 强 的 充分 必要 条 件 慧 ， 对 于 0 的 邻 域 O， 有 0 的 rs 邻 域 
VCo. 

证 必要 性 是 由 然 的 ( 取 玉 = 侣 到 可 )， 玫 只 要 证 充分 性 , 

如 时 工 中 的 网 {zs} 及 元 了 使 zero ， 出 2。 一 2~>0(To)， 对 
于 0 的 式 邻 域 0， 鞠 取 0 的 Ts 分 域 VFCO， 从 而 有 足 标 oo， 使 当 
oo 于 一 00r1)， 从 而 x 一 x(T1)， 由 3.1.， 
2 定理 1, rs 比 7 强 ， 证 毕 , 

定理 2 忱 互 是 有 限 锥 线性 空间 ， 则 有 三 的 唯一 后 扑 z* 使 
{ 瑟 让 成 为 Hausdorff 的 拓 拉 线性 空间 . 

证 设 世 的 维 营 为 韦 , 取 定 三 的 一 组 基 zzm 井 如 引 理 
作 范 数 |' 川 、 荔 知 (, 上 1) 是 Hausdorff 的 拓扑 线性 空间 . 

设 * 是 王 的 (向 旺 ) 折 扑 且 人 7) 是 Hausdorff 的 拓扑 线性 空 
间 ,， 下 面 证 明 站 | 与 了 大 辣 一 :个 拓扑 ， 

由 3.2.1 定理 2 天 个 及 与 地 个 之 的 琵 积 拓扑 空间 到 也 的 映射 


{L 中 拓扑 用 TH (CAs ns Ams CAT #) 之 是 连续 的 ， 由 名 
在 (0， 0, ng 必 , Tl Tay …zm) 处 的 连续 性 ， 对 于 0 的 t+ 邹 域 
0, 有 ee>0, 便 当 访 ,AwEKR(Ce) 时 ， Serie0, 因此 { Hz <e)} 


蕊 口 , 好 DO 全 二 人 所 如 ,所 以 全 人 强 . 

记 4 二 {#1 着 ==1},4 是 (I, 上 上 中 紧 集 ,上 1 比 tr 强 ,， 故 4 是 
CL, 了 了) 中 紧 集 , 由 于 (LL, 中 是 Hausdorff 空间 ，4 着 (LL, 中 闲 集 ， 
所 以 4 是 0 的 z 锅 域 ， 故 有 均衡 的 0 的 5 分 域 UCA 由 于 
NN 有 4= 训 ;对 zxED 必定 |z| 郑 1, 又 由 UV 是 志 衡 集 ,可 知 对 zED 必 定 
] 熙 <1， 国 此 WOW0; 1;1), eaUCe0 OO;1)D=0 00; :1; 8) 
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C=0)， 册 定理 1 即 知 t+ 比 贱 1 强 ， 帮 11 与 z 起 同一 吉 起 ,证 毕 ， 
系 1 设 (tL,7z) 是 有 限 维 的 Hausdorff 的 朱 护 线性 空间 ，L。 

是 工 的 线性 子 空 间 , 则 志 " 是 (上 ,台中 闭 集 . 
证 证 到 Zoo 的 维 数 为 2 下。 不 妨 设 > 有 >>0， 取 了 的 基 
Yp za ozm 敌后 再 如 上 zenr…zn 成 为 工 的 基 ， 对 于 这 组 基 
zw Tn 如 3[ 理 2 作 范 数 ， 由 上: 1 决定 的 拓 控 (全 记 为 上- 科 也 


就 是 当 YE Lo y= DArrs, 且 4hwrty*…，4ds 中 总 有 不 第 于 0 
F=} 


的 数 , 记 这 数 的 绝对 值 为 a( 放 0)， 易 见 Lo 站 OG;1 上 上; 和 = 名， 所 
以 ED; 因而 Fo== Loy 即 是 闭 集 ， 证 毕 . 

系 2 设 (L, 让 是 Hausdorff 的 拓扑 线性 空 筒 ，5o 是 工 的 有 
限 维 线性 子 空间 , 则 Ze 是 (中 采集， 

证 ”如果 xEZo'" 记 span({z} U0) 为 和, Fr 在 形 上 的 诱导 
拓扑 ( 见 3.1.6) 记 为 fw， 在 tH，rtw) 中 Ls 是 团 集 ( 系 由 ， 由 
boi= 上 人 有 即 知 4DLo 下 = Loy 因 而 上 0 一 Loy 证 毕 . 

定理 3 没 (Pr) 是 Hausdorff 的 拓扑 线 性 空间 , 如 果 有 非 空 
江 集 0 使 0 起 紧 集 , 则 工 是 有 限 维 的 . 

证 了 到 XE0，0O 一 zo 是 0 的 邻 域 ， 再 取 0 的 均衡 分 域 口 使 
UCO~zx0o 由 十 一 zo 是 紧 集 ,如 是 紧 集 ， 

下 面 证 明 {201t 沁 和 是 t+ 的 局 部 基 ， 对 于 0 的 任 一 领域 让， 
取 0 的 均衡 邻 域 人 五 使 全 | 全 CCV, 因为 {g++ 研 ]JyE8} 是 覆 主 吕 的 


开 集 族 , 出 可 的 紧 性 ,有 有 限 个 如 中 元 加; 名 使 得 | (十 本 ) 
E=1 
UDOV, 又 由 数 琵 的 连续 性 ,有 80( 可 取 < 二 使 eyeW (K==1， 
2 和。 从 而 ED0 忆 【| Ce 二 a] 己 本 十 研 CF， 所 以 {U1t> 
k= 


0} 是 7 的 局 部 基 ， 
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记分 ,= 子 V, 同样 由 fz +25D0} 揽 淤 可 及 可 的 紧 性 ,有 有 


限 个 元 sp sm 使 [| (zi 全 0S0， 记 zzm 张 成 的 线 


性 子 空间 为 Ioy 刚 UCLo | Wi, 
最 后 用 反 证 苇 证 明天 = /jo: 如 果 有 zoEILo， 考 虚数 集 FF 二 {t| 
t>0，z0 | 4U 与 的 交集 韭 室 }， 出 于 有 55>0 使 - ezoEUV， 故 


ZE TU, 0Ezot 0, 从 而 二 ER， 所 以 五 是 非 空 移 . 另 一 方面 ， 


内 三 = 页 (定理 2 系 2)， {zo 201t 们 是 7 在 zo 处 的 基 , 由 2 全 
上 Loy 上 豆 有 #0 使 z0 1 纪 与 了 不 变 , 即 吾 深 (0,coy， 有 由 到 的 作 
法 , 当 BE 下 时 ,iooo) 己 站 记 d=inf (1), 十 是 80 有 (a, 50) 


CP， 所 以 加 十 24U 与 了 0 交集 韭 空 , 旭 有 weV 使 za0 1248， 得 


DCIo 十 30， 区 有 2E5oswmeD 使 w=z-- 训 ti, 这 样 就 得 到 zo 十 


2¢ 
3 


而 荆 == ws 工 是 有 限 维 空间 .证 和 毕 . 

引 理 3 设 (L,r) 是 拓扑 线性 空间 ，4， 互 是 荆 的 非 空 子 舍 ， 
于 未 

ti) 如 果 肥 是 工 的 线性 子 空间 , 则 4 是 线性 子 空间 ; 

Ci?) 如 果 4,B 都 是 紧 集 , 则 4+ 吾 是 紧 集 ; 

(ii 如果 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 则 4-+B 是 闭 集 . 

证 (i 对 mcE4， 用 各 十 4CdC 二 下 卫衣 定 F 一 > 省 十 Yo 是 六 
线 的 ,由 3.1.3 定理 2， 潮 集 的 原 象 是 用 集 ， 即 知 zo 有 , 所 以 
总 十 4CC 有 有 又 由 对 人 A ,Yo ;4ACA 程 加 上 4CCA, 所 以 有 4 4C 
刀 ， 问 检 对 AE 六 由 AAC4CA 詹 X24CA， 所 有 忆 4 是 工 的 线 全 
子 空 好 . 


2a(2 上 村 toy w+ 富 wELos 放 芋 dEF， 与 @ 的 定义 相 饿 质 ,从 


152 第 三 章 ”拓扑 线性 空 司 

(ii 天 如 匡 旦 五 x 工 -> 工 的 连续 映 对 ， 由 下 4， 号 邦 是 娄 集 ， 

4xB 趾 工 x 二 (在 彝 得 拓扑 下 中 的 经 集 ， 所 纪 让 加 法 上 映射 下 ， 
本 x 旦 的 象 ( 即 48) 是 瑟 中 紧 集 ， 

fiii) 设 zoEA+B, 对 村 zeEA,zo 一 xCB，B’' 是 mm 一 和 的 邻 域 

内 庙 有 0 的 均衡 部 域 z 使 (一 划 十 (二 四 守 呈 ， 这 样 取 的 避 记 

为 Fa 由 于 {z+zxlzsd) 锋 盖 4 及 了 是 紧 集 ， 收 育 有 限 全 4 中 元 


= n 人 
zy ca 使 (es 34 记 F= 门 0, VY 是 0 的 售 域 且 
r= 此 一 站 


xz 十 了 一 4C 吕 *, 故 加 十 交 与 4 十 下 不 交 ， 由 于 当 znE43i 瑟 时 ， 有 
xo 的 储 域 zo 十 与 4 十 B 不 交 , 4 十 8B 是 闲 集 证 毕 . 

定义 ” 设 (I, 中 是 拓扑 线性 空间 ,4CI, 人 包含 4 的 最 小 线性 闭 
于 空间 称 为 4 的 厂 性 闭 包 或 4 张 成 的 线性 闭 子 空间 . 

4 张 成 的 线性 闭 子 空间 即 为 Spant4) 。 


3.2.3 线性 连续 算 子 和 线性 连续 泛 函 

定义 设 ( 人 rnDy(Esro) 是 拓 补 线性 空间 ， 如 果 TEL(LL> 
无) 且 了 是 连续 的 ， 则 称 了 是 二 za 的 线性 连续 算 子 或 连续 线性 
算 子 .Li 一 za 的 线性 连续 算 子 全 体 记 为 BLL >L。)， 特别，B 
(Li 一 长 ) 中 的 上 称 为 二 上 的 线性 连续 泛 函 或 连续 线性 泛 消 ,而 记 
如 (> 难 ) 汶 于 ， 

连续 的 概念 是 与 所 扯 有 关 的 , 在 必 要 时 为 指明 拓扑 , Li 就 记 
为 CEirD”. 

引 理 1 设 (ZuorfD):， (L729) 是 拓 扩 线性 空间 ,TEL(L > 上 3)， 
则 TEBCL 一 Lo) 的 充分 必要 条 件 是 了 在 0 处 连续 ， 

证 显然 只 昌 证 充分 性 如果 五 中 网 fxs} 皮 元 使 得 Xx。>7 
(TD), 则 zo 一 g>0070) ,上 人 Cz 一 2) >0tra), DT 了 Tx-- Tr->0(r2), 
从 而 Jzo->Tztr2)， 国 此 了 是 连续 的 .证 和 毕 . 


寺 名 .2 折 利 线性 空间 159 

定理 1 设 红 ,本 是 拓扑 线性 空间 ,丰产 ,由 下 列 各 点 都 等 价 : 

(i) feEL*s 

《ii 了 在 0 点 处 连续 ; 

《iiiy 有 8 的 邻 域 己 使 得 了 在 习 上 取 值 是 有 界 的 ; 

(ivy 有 非 空 开 集 避 使 得 (0) 关 有 R; 

《Vv) 的 等 空间 是 闲 集 . 

证 中 一 > 让 一 > 站 一 0 及 站 一 > (是 显然 的 . 

(iyV) 一 (i) 设 了 在 非 罕 开 集 台 上 的 取 值 了 ( 罗 天 攻取 7EO 
并 取 0 的 均衡 邻 域 UCO 一 z+, 这 时 0 一 2) 关 KKK, (0) Cf (0 一 2)， 
所 以 了 (0D) 关 民 ， 设 45f(V0)， 和 白 于 U0 是 均衡 集 , fEL', 可 知 对 于 


yeED, |f (nD | 之 |4I， 干 是 对 :>0, 儿 疝 VK(), 这 说 明了 在 


0 点 处 连续 ,由 引 理 1, 在 天 . 

(9 一 全 人 记 广 0) 为 二 如果 忆 一 P 萌生 0， 故 
fEL*; 如 果 Le 关上， 则 上 5 是 非 空 开 集 ， 且 OF)， 太 由 上 知 
fsEL*# 证 毕 . 

定理 2 设 荆 ,是 线性 空间 ，(Ls,r2) 是 拓扑 线性 空间 ，TEL 
CL 则 {TO)1OETs} 是 上 上; 的 而 量 拓 丰 . 

证 记 二 = {TO0)|0Ers}. 由 于 TT (LD)= 了 DT7 (2) = 


g, a2(U 4)- P74, PT AN AD =T7 AY NT! 


(42) (这 后 两 式 对 于 Ls 的 任何 一 该 子 集 {4。} 及 4,，4s 都 是 成 立 
的 ) ,所 以 从 zs 是 拓扑 即 知 z! 是 (E 的 ) 拓 耻 ， 下 面 证 明 加 法 和 数 
乘 的 连续 性 ， 

如 果 zgELVEr 用 #79EV, 十 是 有 DOEr 使 了 = 了-100)， 
所 以 Tz TY 二 P(g 的 EO， 从 而 有 Tz 的 邻 域 0，73 的 邻 域 0。 
使 二 OCCO, 由 直 xET 10) ED 村 了 7) 二 10,) 


Em rm a 
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CTT(O) 一 F, 这 就 说 明了 加 法 的 连续 性 。 

类 但 地 ,如果 4E 区 ,YE FEr 且 4xEV, 于 是 有 DOErs 使 了 一 
TO0)， 圾 4Tx= (4o)EO， 从 而 有 em0 及 Tx 的 邻 域 0, 使 得 
信 二 丰 CE)}O.CO， 由 此 weET~IO0) +RCeD -OD CCCP-1 
(0D) =F 了， 因而 数 肝 是 连续 的 , 所 以 ti 是 工 的 向 量 拓扑 。 证 毕 ， 

易 见 在 定理 2 的 条 件 下 ， 所 作 的 rz 是 使 了 连续 的 最 弱 的 工 ! 
的 拓扑 、 了 又 当 Tt(Crw) 是 rs 的 局 部 基 时 ，{T7C0D) [VEs} 是 + 的 
局 部 基 . 


3.2.4 ”有 界 集 和 完全 有 界 梨 

定义 、 设 工 吓 线性 空间 ，4,，B 是 工 的 非 空子 集 ， 如果 有 
>0 使 (2)BC-A4, 则 称 4 吸 收 B， 如 果 4 吸 收 任何 单元 集 , 则 称 
4 是 吸收 集 . 

定义 、 设 ( 工 ,如 是 拓扑 线 性 空间 ，BCL， 如 果 0 的 任 一 邻 域 
都 吸收 B, 则 称 吾 是 ( 工 ，z 中 有 界 集 ， 如 果 对 0 的 任 一 邻 域 0， 
有 天 的 有 眼 子 集 4 使 BC4TD， 则 称 百 是 (I， 人 7 中 的 完 爹 有 界 
集 . 

在 拓扑 线性 空间 中 ,0 的 任何 仓 域 吸收 任 一 单元 集 , 头 此 4 的 
邻 域 是 吸收 集 , 单元 集 是 有 界 集 . 

引 理 1 设 (L, 人) 是 拓 外 线性 空间 , BCL, 那 未 

人 如 果 对 0 的 任何 令 首 0, 有 se>>0 使 BCO， 则 巨 有 界 ， 

(ii) 如 果 怠 是 完全 有 界 集 ， 则 对 0 的 任何 邻 域 0, 有 如 的 有 
限 子 集 4 使 BCA4+0. 

证 人 设 B 满 足 所 说 的 条 件 , 则 对 0 的 邻 域 0,， 先 取 0 的 均 
衡 邻 域 上 CO, 从 而 有 en0 使 eBCU, 故 玉 (2)BCVCO, 所 以 B 是 
有 和 翼 集 . 

(ii)》 庶 号 完全 有 界 , 对 0 的 邻 域 DO， 先 取 的 均衡 孝 域 了 了 使 
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V1 VCO, 多 有 有 限 个 荆 中 无 zy za 使 BC [|] (zs TV). 不妨 


Ls 


设 (zs NB 韭 空 (%=12,D， 取 加 Elzs+ 站 站 B 化 二 1 
2 有) 于 是 YE¥ VCK 二 1;2;…y 人 而 BCC Ue 十 0). 令 4 一 
{yl 旭 知 4CB 朋 BCA4+0O. 证 毕 , | 

引 理 2 设 (中 是 拓扑 线性 空间 ,4CL， 则 4 是 ( 工 ,人 中 有 
界 集 的 充分 必 妆 条 件 是 : 4 中 任何 点 列 {fzo} 使 二 rs->0， 

证 必要 性 如 和 4 有 办 , fxs} 是 4 中 点 列 , 则 对 于 0 的 急 域 0 
有 有 Ee 汪 D0 使 K (ejACO, 取 诊 使 < 出 当 #2 入 时 ,za€0 故 工 zs 
>007). 

充分 性 ”用 反 证 法 。 如 4 不 是 有 界 集 ， 则 有 1 的 邻 域 0 使 得 
对 任何 自然 数 wm 小 40, 敬 有 zoE4 使 二 znE0， 这 时 {zs} 是 和 4 中 


点 列 伺 它 不 使 二 zn>0(r)， 证 第 


系 设 CLb Ti); (zs ra 是 折 扑 线性 空间 ，ZTEB(CP za， 则 
对 于 (LT) 中 有 界 集 4,TC4) 是 (Las zy 中 有 界 集 . 

引 理 3 设 (Zurnf(zsto 是 拓扑 线性 空间 ，?TEBCP 一 Pa)， 
则 对 CL rt ) 中 完全 有 界 集 4, (4 是 (Larsy 中 完全 有 界 集 ， 

证 对 (zsto) 中 0 的 邻 域 C， 琴 = 了 (人 是 (Pt 中 0 的 
邻 域 ， 所 以 有 开 ， 的 有 限 子 集 忆 使 4 号 你 十 召 ， 愉 而 了 (4) CO+ 
TCB)， 由 于 Y(B) 是 有 限 集 , 所 以 TC(A) 是 (Lz, rz) 中 完全 有 界 集 . 
证 能， 

定理 1 看 拓扑 线性 空间 (ZL, rz) 中 ， 紧 集 是 完全 有 界 集 , 完全 
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证 4 是 紧 集 ; 则 对 于 人 的 名 域 9， 山 fr 0， 偶合 
4 政 有 了 4 的 有 限 了 集 孔 使 4 忆 O+4B, 由 4 完全 有 内. 

及 如 果 相 是 完全 有 有 界 集 ,对 0 的 分 城 品 , 先 取 0 的 均衡 分 域 Y 
使 FVCO, 叉 有 荆 中 有 限 集 8 使 4CB -FF， 因 为 BB 是 有 限 集 ， 
所 以 有 se>0 使 2BCVC 可 取 e 一 1), 从 而 eACeB 1 eV CV 7FCo, 
所 以 4 是 有 界 集 ， 让 上 毕 . 


3.2.5 局 部 基 的 特征 , 商 拓 盾 

定理 1 设 工 是 线性 宰 间 ， 写 中 五 的 5 侨 泽 ) 集 类 ， 且 对 任何 
ESS, 0EA， 旭 | 果 

0Q) 对 任何 U,VES, 有 了 研 ES 使 WCUNT; 

{ii) 对 任何 UES 有 [FES 全 广 FVCD; 

Cii) 对 任何 UES 有 有 Fe 访 合 KCCU; 

(iv》 当 UES HzEUHH 有 TES 全 7z PFC 

CV) 六 中 每 个 已 都 是 吸收 集 . 
出 辣 是 三 的 疯 拓 拓扑 的 局 部 基 . 

证 首先 我 们 注意 , 当 驴 是 上 5 的 向 最 岳 扑 75 的 局 部 基 了 时 ， 上 
列 的 各 点 都 是 上 成立 的 ， 


记 仿 (四 二 妇 1 010ES}, 并 把 [ SC 生成 的 拓 技 沁 为 r. 先 


了 < 一 王 


证 朋 |【 SCD 是 = 的 基 ， 易 锡 |S( 扩 中 所 有 集 的 和 集 是 志 , 如果 


多 之 工 


0 ESC LL zoEVLNV,, 丁 是 有 zo, EL 及 0D，VES 使 得 


二 #0 二 本 一 Yo VP， 因为 一 jEV, 30 一 EV 由 性 质 (iyv) 有 
WW WES 使 (30 一 50) 于 CCV, (C20 一 0) 二 到 oCV， 双 由 性 质 () 
有 WES 便 人 斌 入 门 玉 ,, 从 而 zo -zo) :CV, (zy -TC 
V, BB zo WOU, so WCOP. 而 2 WES(Gz0), (3.1.2 
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定理 3，[jS( 人 是 r 的 基 , 并 且 对 任何 zxEz，&Skz) 是 在 zx 处 的 


EL 
大， 下面 证 朋 + 是 向 旦 拓扑， 

设 7,yEL .OQ 是 z+¥ 的 人 镶 域 ， 央 仿 (z 二 办 是 rt 在 x+y 处 
的 基 ， 故 有 UES 使 (x i 办 1 UCO， 由 性 质 (i 让 有 VES 使 PF 二 六 
CO 让 而 ( 公 -了 二 (17CCO, 所 以 加 法 是 连续 的 . 

设 谎 政 ,zwEz 日 如 是 4z 的 rr 令 域 ， 有 USS 使 A4x++UCO 取 
自然 狼 *# 二 14| 干 1, 重复 用 性 质 (Gi 让 ， 有 WES 使 砷 上 了 厂 十 …… 二 本 
CDC 式 中 为 4 十 I 个 印 ) 又 由 性 质 (iii) 有 TVES 使 下 (1NFC 到 .由 
性 质 (Y),V 是 吸收 集 , 所 以 有 es 盖 0 可取 e 气 1) 使 得 szEF。 对 于 
这 样 的 2 及 VESD, 当 HE4++ 下 Ce) ,YEs 十 VF 时 ,由 于 

Hy—Ar= (CH— A HCY 一 了 


= Ar tug)EW + u(y 2), 


又 PK8 一 2 一 nly zjE 印 十 外 十 … 十 证 人 个 下 相 加 )， 因 而 


HyEAT + CW + n+)CAr UCO, 
pt4 十 下 (ez +V)CO, 故 数 乘 是 连续 的 ，T 是 向 量 扰 扑 . 证 毕 . 
显然 以 祠 的 局 部 基 揭 向 量 拓扑 是 唯 一 的 . 
定理 2 设 工 是 线性 空间 ,rs 是 工 的 一 族 向 量 拓 捉 , 则 比 每 个 
ro 都 强 的 最 弱 拓 扑 是 向 量 拓扑 . 
证 取 zrs 的 局 部 基 号 . (例如 令 5S 是 0 的 mr 邻 域 全 体 ) 并 记 
出 8S。 中 有 限 个 集 的 交集 全 体 为 3， 由 于 每 个 8。 都 满足 定理 1 中 


的 性 质 (DD— CV), 当 Ues | 计 ， UV=U, NM Us 门 站 DC "my UE 
SD 对 会 个 一 1,2,… ,Ds 在 某 个 8., 中 ,因而 必 有 VsES。, 使 


得 FF + 并 i = Fi Nn ~ 门 Vs 由 VES EV 十 VU, 所 以 (ii) 
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满足 ， 对 于 (i 让 及 (iv) 也 局 样 可 让 ， 出 S 中 两 集 的 交 仍 在 号 中 ， 
人 中 显然 成 立 ,又 因 有 限 个 吸收 集 的 交 仍 是 吸收 集 , (也 成 立 ， 林 
见 号 是 工 的 向 登 拓 扑 = 的 局 部 此 ， 易 见 是 比 每 个 r。 部 强 的 最 
弱 拓 扑 ， 还 和 毕 ， 

素 1 设 工 是 线性 空间 ,rs 是 王 的 一 埃 癌 时 拓扑 ,83。 是 m 的 
局 部 基 , 则 | S。 是 比 每 个 5 邦 盟 的 最 弱 措 扩 +( 它 是 工 的 向 嗓 拓 


着 ) 在 0 点 处 的 子 基 . 

潍 2 设 工 是 线性 空间 , (Lro) 是 一 禾 拓 扑 线 性 空 阅 ，T。E 工 
(一 ), 则 使 每 个 都 连续 的 工 的 最 弱 拓扑 是 向 量 拓扑. 

定理 3 设 ( 雹 ,f 是 拓扑 线性 空间 ，zZ* 是 五 的 线性 子 空 间 ， 鲜 
是 了 -> 王 / 工 "的 自然 癌 态 ， 则 .人 (FIFSz} 是 工 /2o 的 向 量 拓 打 , 且 
这 是 使 8 是 LL/ Lo 的 连续 映射 的 最 强 拓 站 . 

证 因为 @ 的 零 空间 是 了 上 0, 故 对 于 ACL,，@(4) =@(4-+L0) 


且 9-1(Q(4)) 一 4 十 Lo 对 于 工 的 炭 ? 集 [4,0( 员 44)= 


C4)， 有 对 当 召 ，Bs 是 工 的 子 集 时 , QOB,N BoD)Ce(CBDN (B;)，, 
但 如 果 关 =# 十 Bo) 在 @(BD) 人 Q(Bs) 中 村, zsEB1 十 Los 2E Bs + Lo 
由 此 即 知 多 CB 十 DD) 们 (Bs 十 L007) 二 (Bi 十 LO) 站 人 WC(Bz 十 Ln), 出 
{QP FET 二 从 (他 十 Lo [VErl 及 当 VEr 时， 十 DoEr， 即 知 
IC FSET 是 Li 的 拓 打 ,而 且 这 个 拓扑 傣 怠 是 连续 的 下面 
证 明 它 是 向 量 朱 六. 

对 于 ELIL, 及 二 的 加 域 9， 有 VEr 使 0=8(7) = 
TF 二 TLD,2+yEF + Lo 所 以 六 5o 是 5 十 的 邹 域 ,从 而 有 2 的 
驾 志 六 及 8¥ 的 名 域 六合 六 十 FCF+Lo， 从 而 808CF) 是 
5 的 加 域 HOQCD) QODCO(F PD)CO( 寺 J 一 0, 即 加 
法 是 连 绪 的 ， 类 伺 地 ， 如 果 长 到， 六 /oo 且 吕 是 全 的 分 域 , 有 
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VE 使 0=Q(V)=QO ZE 是 知 的 邻 域 ， 从 而 有 es>0 
及 z 的 邻 域 ;使 (4 二 + KCe)V CFT 所 以 CALK(eDQ(VDCc 
QUT Lo) 一 0, 而 CPW) 是 3 的 邻 域 , 从 而 数 乘 是 连续 的 , 即 {@(P) 
IVEr} 是 向 量 拓 扑 ， 景 后 证 明 它 是 使 Q 连续 的 L/L 的 最 强 拓 提 . 

如 是 /Io 的 拓 持 , 且 它 使 9 是 (Lr) 下 (L/Lo, ri) 的 连续 
映射 对 OLEr4Q (O05E7, 显 然 9(9-1(00))EfQCV)IVerjy 但 
因为 @ 是 满 射 ,8(9-1(00)) 一 0;, 即 埃 比 {8《V) 1VEz) 弱 ， 证 毕 . 

当 (, 7+) 是 拓扑 线 福 空间 , Lo 是 工 的 线性 子 空间 时 , 称 {@ (7 | 
Er (8 是 >L/Lo 的 自然 问 态 ) 为 L/L 的 商 拓 扑 , 记 为 ro 

系 1 ro={0|0CL/Lo,Q-!(O0) er}. 

对 2 ro 是 Hausdorff 拓扑 等 价 于 Lo 是 (Lr) 中 闽 集 . 

证 如 果 zo 是 Hausdorff 拓扑 ， 则 {0} 是 /Io 中 闲 集 ， 因 
而 @-Kf{0D =Z 是 (中 亲 集 ， 反 之 , 如果 Lo 是 (Lr) 的 阴 子 
空间 , 则 对 十 也 /ZEo 中 非 零 元 5( 即 xzELo), 由 于 有 0 的 r 邻 域 5 与 
x 一 Lo 不 交 , 取 0 的 均衡 邻 域 研 使 五， 全 CCU, 于 是 印 与 (z 汪 Z6) 
一 玉 不 交 , 易 知 这 两 个 集 在 8 下 的 象 是 0 及 的 邻 域 且 不 相交, 即 
To 是 Hausdorff 托 扑 。 证 毕 ， 


3.2.84 完备 集 , 完备 性 


定 湾 设 { 工 ,是 朱 砷 线性 空间 , {ze} 是 工 中 的 网 ， 如 亲 对 0 
的 芷 何 邻 域 0, 有 % 使 得 当 ao 一 on 一 甩 时 ,ze 一 25GOD， 则 称 {zo} 
是 (IL,T) 的 基本 网 或 Cauchy 网 ， 测 足 标 集 是 自然 交集 全 的 基本 
网 {zs} 称 为 基本 点 列 或 Cauchy 点 列 ， 如 果 {fas} 是 Cauchy 网 且 
{zajcEDD1) 是 有 界 集 ， 称 (x:} 是 有 和 愉 Cauehy 网 . 设 4 是 工 的 ( 非 
空 ) 子 集 ， 如 果 有 4 中 的 Cauchy 网 {xs} 必定 收 雍 于 4 的 菜 点 xz， 就 
称 和 4 是 ( 工 , 的 完备 集 ， 类 伺 地 ， 如 果 女 中 的 任何 Cauchy 点 列 
(或 有 界 Cauchy 网 ) 必 收 化 于 4 中 的 点 ; 就 称 44 是 ! 工 让 中 的 点 
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列 完备 (或 有 一 完备 ) 集 ， 当 工本 身 完 备 ( 点 询 完 告 , 有 办 完备 ) 了 时， 
称 ( 乙 芒 完 者 的 (点 列 帘 备 的 , 有 界 完备 的 ) 空 间 . 

易 知 ( 工 ,*) 中 收 敏 的 网 是 Cauchy 网 , 但 可 能 不 是 有 界 网 . 

由 定义 可 知 在 完备 (点 列 完备 , 有 界 完备 } 的 拓扑 线性 空间 ( 工 , 
中, 闭 集 4 是 完备 (点 列 完备 , 有 界 完备 ) 的 

引 理 1 折 扑 线性 空间 中 的 Cauehy 点 列 是 有 界 的 . 

证 设 izo} 是 拓扑 线性 空间 CL， 让 中 的 Cauchy 点 列 ， 对 寺 
0 的 邻 域 0, 取 0 的 均衡 邻 域 环 使 证 十 任性 0, 于 是 有 自然 数 交 使 
当 myn 这 机 时 ;xm 一 ZE 斌 ， 冤 当 讽 室 久 肝 ，# 一 twE 玉 .个 为 琶 
是 吸收 集 , 有 e 守 0( 且 2 过 DD) 使 sz 人 玉 忆 =1;2,…，N)， 从 而 对 
任何 自然 数 %;exsE0, 所 以 {zn|n 二 1,2,…} 有 界 ， 证 毕 . 

系 设 (zz) 是 拓扑 线性 空间 ， 如 全，z) 完备 就 必定 有 界 完 
备 , 如 (Pr 有 界 完备 就 必定 虚 列 完备 . 

引 理 2 设 代 ,?) 是 拓扑 线性 空间 , 4 基 ( 王 , 芒 中 紧 集 ， 则 4 
是 ( 工 ,?) 的 完备 集 . 

证 役 {zo} 是 4 中 的 Cauchy 网 ， 对 是 标 e 记 妨 一 {zo|a 一 
月 ， 由 于 是 标 集 是 定向 集 ， 所 以 {8。} 是 联 族 ， 又 因 4 是 紧 集 ， 
门 (ND 了 设 yE 门 (Be 站 4)， 显 然 9EA, 下 面 证 明 z 一 3。 


对 0 的 邻 城 C, 取 1 的 均衡 邻 域 责 使 夯 十 古 王 D， 由 于 fa 
是 Cauchy 网 ， 有 中， 使 得 当 mm 一 中 如 时，z 一 spE 本 又 因 WE 
9+ 全 与 五 。 交集 非 空 , 故 有 ea 使 mm 到 % 且 x458 十 印 ， 所 以 
ES 
知 zs 一 8 ,4 是 CL 7) 的 完备 集 ， 证 些 . 

定义 设 民 ,中 是 拓扑 线性 空间 ,下 是 工 的 证 子 ;, 如 果 对 0 的 
任何 邻 域 0, 有 BEF 使 B 一 BCO, 则 称 下 是 Cauchy 证 子 . 

定理 1 设 ( 工 ,人 是 拓 村 线性 实则 ,所 是 工 的 非 空 子 集 ， 则 4 


§3.2 拓 折 线性 法 间 ié1 
是 0， 机 的 党 笛 吕 的 充分 必 时 条 件 是 : 《2， 本 的 含有 首 的 任何 
Cauchy 小子 玉 必定 收 熏 十 4 中 的 其 一 点 . 

证 充分 性 设 {zs} 吓 4 中 Cauchy 网 对 于 足 标 mm， 所 
Bs 一 {xa|Q0<Q}， 及 令 了 -18 .BCL 且 有 ow 使 BBs} 易 凡 下 
是 工 的 恋 子 且 4EF.， 吧 对 0 的 邻 战 口 , 出 {2} 是 Cauchy 网 ， 有 
oo 使 当 o-<% 昌 时 x 一 25E0, 队 出 Bo 一 BCC0， 由 如,ER 知 下 
是 Cauchy 主子 ， 由 假设 有 3E4 使 五 ->y， 即 对 于 0 的 邻 域 凡 
多 二 FE 下 ， 所 以 有 ao 使 五 CT+TTF， 即 当 m 一 时 xsEs-FF， 故 
zc->y- 有 而 4 是 完备 集 . 

必要 性 设 4 是 心切 的 完备 集 , 王 是 Cauchy 读 子 ， 且 4E 
正和 作 肌 路 的 网 如 下 : 以 下 为 是 标 集 ， 在 下 中 以 二 为 于 序 是 定向 
集 ， 对 于 BEF, 因 为 4 门 B 在 中 , 故 4 门 B 非 空 , 取 zsE4 门 B， 
这 样 作出 的 网 {zs} 是 生 中 的 网 ， 对 于 0 的 邹 城 中， 有 BSF 使 
Bo 一 BoC0O; 从 而 当 Bo-<Bi, Bo<BytH Bo DB Bo DDB) 时 Ys, — 
zateB 一 上 忆 Bo 一 BoCO, 攻 1zg} 是 各 中 CCauchy 网 , 因 凡是 完备 
集 , 有 皇 4 使 35 一 久 下 面 证 明 下 -> 

对 0 的 邻 城 口 , 取 4 的 缉 域 不 司 全 十 证 安 上 又 有 县;E 了 使 
B81 一 BC 你 因 zo 一 y， 故 有 BoEF 使 当 百 :一 百 有 时 zwGy 十 取 - 
上 肥 B 二 BNBEF), 出 B.-xgCTCW, HCasst WOy+Tr+ 这 
# 十 口 ,由 下 是 滤 子 及 BEFR, 豆 ¥ 十 DEF, 即 让 9, 证 毕 , 

定理 2 设 (Z,T) 是 拓扑 线性 空间 , 4CL 则 有 4 是 紧 集 的 充分 
必要 条 件 是 : 4 是 完 金 有 界 集 且 44 是 完备 集 . 

证 必要 性 由 引 理 2 及 3.2.4 的 定理 1 即 得 , 

充分 性 ”用 反 证 法 ， 和 如 时 4 不 是 紧 集 ， 由 3.1.5 定 理 2 及 
3.1.6 定理 1, 有 (4,rt4) 的 超 症 于 本 并 不 收 化 , 而 ;是 工 的 联 
族 ,五 , 可 以 有 也 储 它 的 极 大 腾 族 ,于 是 是 工 的 超 滤 子 ,，AEF 
且 五 椒 会 收 第 十 4 中 的 元 . 
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对 0 的 邻 三 五 ， 肥 0 的 均衡 侍 域 本 使 下 十 证 GD. 由 机 是 


(L, 1) 中 完全 和 界 集 ， 和 | 中 有 限 个 元 Tls"'*y Tn 使 4C Uj (zs 十 


k=1 
琴 )， 从 而 生疏 (zs 十 分 ) 由 于 机 三 于 (ze 十 琴 ) 不 会 都 EF， 
下 这 1 


不 妨 设 (ri 十 邱 } 人 EF， 出 3.1,5 定 理 1,ziy 十 WEF ,但 (zj 十 下 ) 一 
{zi 十 环 ) = 二 研 -- 玮 = 机 十 开 CO， 所 以 下 是 (LL 中 的 Cauchy 无 
子 ; 由 定理 1, 收 化 于 4 中 的 点 , 与 下 的 作法 浅 插 ， 所 以 4 是 紧 
集 ， 证 毕 . 

定理 3 设 (L, 人 ) 是 满足 第 一 可 列 公理 的 拓扑 线性 空间 ,如果 
(五 如 点 列 完 钾 ; 则 ( 荆 , 台 庆 备 . 

证 由 (上 ,7?) 满足 第 一 可 到 公理 ,- 帮 有 一 到 0 的 邻 域 iQw} 是 + 
的 局 部 基 。 及 和 而 可 到 一 绚 0 的 贷 战 评 使 { 侠 。 是 的 局 部 基 并 
具 sp 二 Yai, (R= 1 2 ne). | 

设 ( 上 站 戌 列 完 任 ，{zo} 是 (5 位 中 Cauchy 爽 ， 对 于 # 二 1， 
2,… 有 是 标 aa， 使 当 as-soy 及 时，xte 一 zeE 且 。。 因 是 标 集 是 定向 
集 ， 在 版 四 时 可 使 后 到 aa<aa 到 re-。 记 天 为 加， 于 是 对 自然 数 
和 NN， 当 钢 ,R 这 译 时 ，9m 一 EW y， 因 而 {ys 是 Cauchy 点 列 ， 由 
CDT) 是 点 出 完备 的 ,有 83EL 人 使 >8 7). 

于 是 ,对 自然 数 1( 宇 2), 有 自然 数 az 大 使 加 0 一 9E 主 :而 当 
是 标 & 一 cn 时 ,zs 一 goiE 环 和 序 :， 从 而 x 一 EW 十 全 己 钱 1 
即 ze 一 8fz)， 所 以 (6s 中 中 Cauchy 网 必 收效 ， (了 ,可 龙 完 备 的 ， 
证 毕 . 

系 ， 变 人 2 妇 是 请 足 第 一 可 列 公理 的 拓扑 线性 空间 , 4CL, 如 
果 4 是 点 列 完 备 的 , 则 4 是 完备 的 . 

定理 4 设 (L， 中 是 满足 第 一 可 济公 理 的 拓扑 线性 空间 有 
(5 可 完 备 ; 间 工 是 第 二 岗 的 ， 
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证 由 于 (ZL, 如 满 时 第 一 可 列 公 旨 ,这 时 , 有 一 到 0 的 淘 衡 偶 
域 {0,j} 蚌 下 的 局 部 基 ， 并 吕 使 Ort Or TO (R=: 1， 2 0 易 见 


这 使 OICO。 设 14j 是 (全 中 的 一 列 闲 集 ， 天 = 【4 权证 


N=1 


这 列 集 中 至 少 有 一 个 有 内 点 .用 反 证 法 ， 遂 每 个 4 都 没有 内 点 ， 
因 41 关 L541 是 非 空 开 集 ， 所 以 有 zi 及 自然 数 如 使 XY 二 O04 与 4 
不 变 , 记 和 一 2 十 1, 则 FO,, 与 4; 不 交 . 又 因 4; 没有 内 点; -i 
0, 人 A， 同样 有 zi 及 Rs( 可 使 jp 二 20)， 鸽 x 十 Osx + 且 
22 十 已 与 4 不 变 ， 依次 定 有 一 列 {tze 及 自然 数 的 于 列 imx}， 使 
得 zi 过 x 十 On 且 二 On 与 址 不 这 夺 二 1，2，…)， 因 
为 405) (二 1，2,…) 是 的 局 部 基 , 凡 当 了 之 丰 时 一 X06, 所 
以 在 中 是 Cauchy 点 列 ; 因而 由 (CL, 7) 的 完备 福 , 有 8E 工 使 ze > 
而 对 于 每 个 自然 数 衣 {4E 宇 站 是 ZY 一 Os, 中 的 网 ， 玻 ExTF 


两 ， 这 样 ;去 如 人 2， 与 = 4 矛 所 ， 所 以 f4,) 中 至 
少 有 一 个 有 内 点 ,好 ( 瑟 口 是 第 一 纲 的 ， 还 些 

系 设 (Z, 丰 是 满足 第 … 可 列 公理 的 拓扑 线 性 空间 , 且 (Z， 7) 
完备 , 如果 一 列 集 {4") 使 一 U 4s， 则 至 少 有 一 个 使得 有 有 
内 点 . 


3.2.7 线性 度量 空间 

定义 ” 设 是 线性 宗 筒 ,5 是 工 的 距离 ,如 果 吕 所 导出 的 反扑 
rs 是 这 的 向 量 拓 扑 , 则 称 (, 六 是 线性 度量 空间 或 线性 距 高 空间 . 

设 品 是 线性 空间 大 上 的 上 距离, 如果 产 有 让 列 性 质 : 

fi wtAr ON EpsO) rEL, AECUD; 

(i) plg-- eg 2 ry) {ry ZL): 


164 第 三 局 ”其 扑 线性 空间 


则 称 产 是 工 上 负 均 街 不 变 距 离 . 

引 理 1 设 问 是 线性 空间 世上 的 殉 衡 不 变 绰 离 , 令 呐 射 多 
有 :zhF> p(tz;0)， 则 名 有 下 列 性 质 ; 《0 PCZD)0 且 从 3 一 0 当 
冉 仪 当 z=0 成 立 (zED); 《ii pM)EEZ) (xEL, AEK(I)D:; 
(i pr 1) pT) PD (fy). 反之， 如果 pp: >R 
有 土 玫 三 条 性 质 时 ，pP: 工 玉民 : (zx, 拉 下 > (7 一 站 是 均衡 不 变 耻 
离 . 

证 多 的 性 质 人 由 疡 足 由 高 即 得 ，2 的 性 质 〈ii 由 的 性 质 
《iD 可 得 ,而 了 的 人 性质 (iiiD 由 

了 人 的 一 PE FOEPL2+HY + oy, 0) 
=pr 0 + PY 0 =E) . PUY) 
向 得 ， 反 过 来 ; 如 果 PP 有 这 三 条 性 质 且 p(x, 旨 二 p(x 一 切 , 由 卫 的 
性 质 介 即 知 p(x; 入 衬 0 日 p(x; 表 ==0 当 且 促 当 x 二 半 成 立 , 由 
2 的 性 质 CiD, 易 见 PCAx,0) 所 p(X) 【zzE 克 于 :下 (17 力 ， 而 且 当 zE 
工 , 三 险 舌 14 -4 上 p(A7) 一 PC 所 以 pt# 办 二 py)，p 的 性 

硕 和 ii 见 然 并 到 于 zz plz, 2)} =p(r— 2) pT) py 
一 2 -- Pp(z5 -POs 2) ,所 眠 Dp 是 工 的 距离 证 人 毕 . 

定 凡 ” 设 工 是 线性 空间 ,7P:5-> 有 及， 如 果 有 3 引 ji 理 1 的 三 个 性 
质 ; 则 称 2 是 工 的 准 范 数 . 

定理 1 设 拓扑 线 性 空间 (LI, 7)》 是 请 让 第 -可 到 公理 的 
Hausdorff 空间 ， 则 有 工 的 均衡 不 变 距 岛 p 使 得 pp 导出 的 拓扑 
To =:T. 

证 下 面 分 几 步 来 作 符 合 定 理 要 求 的 p. 

首先 到 一 到 0 的 邻 域 {0,} 是 r+ 的 局 部 基 , 再 依次 取 一 列 0 的 均 
衡 邻 域 人 省 使 得 O10; 二 0:0 站 Ups On 十 OQart 世 0 门 
Un ，…， 这 样 得 到 的 {9 仍 是 天 阶 局 部 基 ， 并 念 O06 二 0114 OO 
Oi1=O6 Oo Om— Cnr Onr: tm -0 1, 2,-…).， 这 样 得 


534.2 抓 扑 线性 空间 65 


+ 
到 的 {Ca} {一 0D， 1, 2 是 rT 岂 启 汕 些 ， 庙 且 门 人 一 {0}, 


记分 母 为 2 全 二 1，2,3,… 收 的 下 有 理 数 全 体 为 4, 对 于 7E4， 
?在 二 进 制 下 和 沪 成 为 ?二 gar_i60q4edmy 拱 中 为 0 识 1， 但 
不 全 为 9 ， 记 歼 - 一 上 -+ anOm、 这 样 作出 的 访 , 是 0 的 
邻 域 ， 寺 每 个 柬 - 是 均 卫 的 出 O11 十 G6.1CO。 (n= 二 0， 土 1， 
土 2 沼 ; 3EA 时 ;了 印 , 一 及: 刁 全 y 

对 于 xEL， 令 pF)=inf{7|rEA，z€ 了 到 ,}， 由 于 当 7 二 2-" 
(2=0; 土 1 土 2 时 ,Hi 一 Os, 所 以 站 多 ,= 工 ,因而 pb 在 IL 上 有 


rEn 


依 定 意义 ， 开 2) 这 0 (对 x 如 上 且 KX)=0 当 且 仪 当 z 二 0 成 并 ,由 
各 个 厚 , 是 均衡 集 ，P(AD) 所 PP(Z》( 当 xEL，AE 站 (1) 时 )， 且 由 
CW EA)， 当 E EL pC)= 0 pO =5 时， 对 
a0, 取 ?7,8 万 4 使 a 过 rr<ete,b<a<b tse, NzEW EF 由 
号 # 十 3 有 .o 故 
PETY ET+ELH+t + 2e = pr) + p(y) +2e, 

因而 (zf 二 失态 P(XY) 十 了 CD， 所 以 了 是 上 上 的 淮 范 数 . 

天 中 埋 1， 户 :五 X 工 -> 有 :rz， 用 上 > pz 一 分 是 地 上 均衡 不 变 
距离 ， 疡 导出 的 工 的 后 利 记 为 fr。。 对 2zEL, e 疡 0, 记 0(z; 8)= 


{yplyy)<s)}. 因为 0(0; 志 )C0n<0(0; 可 1) (n=1, 2， 


3,"…), 计 因 记 是 不 变 耻 离 , Q(z; 6) 二 z+0O40;e) ;所 以 x 的 在 一 个 
tp 但 域 中 也 含有 zw 的 邻 域 ，z 的 任 一 个 * 邻 域 中 包含 一 个 “的 
rp 领域 也 即 Fr 一 Fr。 证 毕 . 

系 并 tL PP) 怖 线 性 度量 空 闻 ， 则 必 有 岂 上 均衡 不 变 申 离 Dp! 


1 和 和 站 章 ” 拓 扑 线 性 空间 
要 注意 的 是, 妆 人 站 是 线性 度 重 空间 时 , 按照 产量 空间 的 完 
答 概 念 与 按照 后 扑 线 性 空 闻 的 完备 概念 并 不 一 定 是 一 样 的 . 


$ 3.3 凸 集 与 局 部 凸 空间 


线性 连续 泛 冰 对 于 过 论 拓 直 线性 空间 是 征 有 用 的 工 具 ， 但 是 
天 站 线性 空间 可 能 只 有 一 个 线性 连续 活 函 节 零 泛 消 ， 本 节 讨 论 的 
局 部 凸 空间 是 常用 的 而 且 是 性 质 比 较 好 的 一 种 十 扑 线 性 空间 ， 这 
种 空间 , 一 般 况 米 , 有 足够 多 的 线性 连续 泛 兰 ， 并 且 它 的 拓扑 可 以 
用 氢 范 数 来 刻 划 ， 和 这 节 申 对 于 局 部 凸 空间 ， 进 一 步 具体 讨论 了 对 
-一般 拓扑 线性 空间 所 引进 的 一 些 报 念 ,并 讨论 了 另 一 些 性 质 . 


3.3.1 四 集 及 凸 集 的 分 离 定 理 

定义 ” 设 工 是 线性 空间 , ACL, 

(i 如 果 zE4 且 对 任何 yeLk， 有 # 汪 0 使 对 任何 (0, #2)， 
z 二 18 则 称 了 是 4 的 内 部 点 (internal point); 

(ii) 如 果 对 Et(0， 1),， 成 并 tA 二 (一 站 4CA， 则 称 和 4 是 
凸 集 ; 

(i) 如 果 tA4CA4AC 当 #0 时 }4 十 4C4 且 A (一 C10}， 
则 称 4 是 锥 . 

容易 看 到 , 在 内 部 点 的 定义 中 , (0, e) 可 以 改 成 (一 eye)， 在 丁 
全 的 定名 中 ; (0;1) 可 以 改 成 [0，1]. 信也 让 为 是 凸 集 ， 锥 必 是 占 
集 ， 办 部 点 是 代数 概念 , 与 内 点 不 则 , 它 与 拓扑 无 关 ， 集 4 的 内 部 
点 全 体 记 作为 intC4). 

引 理 1 设 工 是 线性 空间 , 4, CL, rEL, AEK, 那 未 

(DD) 当 ACB 时 ,int(Ad) Cint(B), 

(iy int 一 intf dy ' 7, 
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{iii) dn AAO, ACINUEADD) = 1nt(A 4d). 

证 (i) 是 显然 的 , 

Cii》 邵 果 woSinttd) ;加 对 EE， 有 #0， 全 wotyE 4A(tE 
(De 于 是 ro 十 王 十 站 8E 旭 -Hz 所 以 mHzGinttd +z)， 由 此 
intCA) -zintCAtx), HH 一 x, 有 4 十 I 分 出 代 酉 x, 4 于 是 intC4+ 
2) 一 x 入 int(4), 从 而 int(4 二 8)Cint(d) -x 所 以 (i) 式 成 立 . 

(iii) 各 果 zoSintcd), AD， 对 于 EEL， 有 六 0， 使 得 x0-… 


久生)E4 CE(0,e)) ,从 而 Azo 十 tyE24, 头 此 2zoeint(44) ,因而 
有 4int(A) 呈 int 44) 用 邢 及 44 分 别 代 杰 4 及 4， 同 样 交 得 到 
int (4 Cint(d), 即 intcadycCaintCo， 所 以 (ii 武威 立 ， 


省 毕 ， 

定理 1 设 蕊 是 实 线性 空间 ， 如 果 4 是 工 的 非 空 凸 集 , 且 0E 
4,int(4)=4, 则 有 feL' 使 得 人 Zz)2>0 ({ 当 xzEA 肝 ). 

证 作 集 奖 号 = {8|8 沪 4,B 是 凸 集 , 0€B,int{B) = 8}, 在 S 
中 以 所 为 半 序 ， 和 由 zorn 3] 理 (zorn 引 理 的 条 御 请 自行 验证 )， 
(SS, 己 ) 有 极 大 元 设 4 是 C9, 己 ) 中 援 太 元 . 

直面 证 明 46。 是 锥 ;由 引 理 1， 


int( U (2%) UUintdtd)= [Gd40， 故 . 
ry 二 由 


过 人 0 


nt( U G40)= G40. 到 wyE do ti ta>0 时 , biz tay 


站 > 有 


一 (5 上) 计生 证 玉生 )E [Cd 所 以 [Cd》 中 两 


1 站 > 由 
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二 G20 是 西 代 ,多 9 不 在 这 和 集中, 可见 是 Gdwi5, 由 轴 是 极 大 


二 了 0 10 


元 ， 所 以 上 (840) 一 4oy 因 而 #40460i 守 0), dc4o， 并 因 


0E ds, A 是 凸 集 ， 可 知 如 门 【5 一 如) = 所 以 dv 是 雏 . 

记 6 二 {xz|z 全 4o 且 一 gEAo}， 下 面 证 明 工 , 是 工 的 线 任 子 室 
间 : 由 Zo 的 定义 易 见 0ELo, 允 x 一 zsELo, HireELo (i> 
0), 因此 及 zcC Fo、 设 xz,9E7n, 妈 x, 一 x,， 9, 一 都 不 和 乌 于 do, 现 
用 反 证 共 来 证 明 x 十 yEd4o. 如 果 2 十 ¥E4ho, 由 如是 锥 , 易 知 天 所 
一 do 一 Ao 所 以 {i(z 一 的 jiER) 与 do 不 变 ， 集 

A {ttx ytER} 

显然 是 凸 集 ,0 不 在 这 集中 并 且 这 集中 前 点 都 是 它 的 内 部 点 ,由 于 
它 包含 do 而 4 是 航 大 的 ， 所 以 作出 的 集 就 是 46， 从 而 信 十 稚 十 
《2z 一 殷 E4o 即 2zE4o *E dn, 这 与 把 证 匡 假 设 市 盾 , 由 此 , 当 x， 8 
ze 时 ,rz 十 8gE4o 并 国 一 z, 一 8ELos 一 (zz 十 执 区 4do， 因 ) 后 = 上 YE 
配 Lo 对 加 法 封 站 .这 样 ,Lo 是 工 的 强 福子 空间 . 

最 后 证 明 L/L 是 一 维 空间 : 因为 4 门 4o 一 个， 天 5o 才 上 ,所 
以 只 权证 明 对 于 工 中 两 个 元 1, #， 上 必 有 系数 不 全 为 零 的 线性 组 合 
在 上 ,中 ,显然 可 设 x,yELo; 妈 在 7 与 一 +*, y 与 一 8 这 两 对 元 中 各 
有 一 个 在 4 中 ,不 妨 设 rE do, 一 yE do, 考虑 下 面 两 个 ( 实 ) 数 集 

{2|s+iCy— EA}, {tl—s—t(ty—7EAdo), 

由 于 加 门 (一 40) 一个, 这 两 个 数 集 不 交 ， 文 易 见 0, 1 分 别 在 这 两 
个 数 集 中 ， 再 因 4, 一 inti(40), 豆 这 两 个 都 是 民 中 的 开 集 , 由 丁 民 
是 连通 的 , 这 两 个 数 集 的 和 集 不 等 于 及 , 故 有 foE 及 ，to 不 在 这 两 
个 集中 , 邑 fz 二 上 (一 2) Ao 一 3 一 to 一 2 所， 也 而 2% 十 bot 一 
7z)ELo, 所 以 上 /Lo 是 一 维 空间 . 

取 zoEdo, 可 作 fEL 使 在 Lo 上 为 0 旦 六 ze 一 1 了 的 零 空 
疗 吕 为 Lo 内 而 广 在 4 上 不 取 值 90, 由 46 是 纹 ， 易 向 企 4。 上 
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取 值 保持 定 罗 ;由 zo) = 可 其 村 任何 zsE do 042) 记 0; 人 得 :了 6 加 入 
故 了 了 廊 足 要 求 ， 延 纠 . 

系 设 芋 是 实 线 性 空间 , 4,B 是 工 的 两 个 韭 定 凸 集 ，A 门 B= 
好 县 妈 中 的 点 都 号 4 的 内 部 点 , 则 有 ferD 使 得 

Hx) fey) (rEA, gEB). 

证 记 0=4 一 B, 对 十 C 使 用 定理 1 即 可 ， 证 毕 ， 

定 尽 设 工 是 下 上 线性 空间 , 8:L->R， 

Ci) 如 | 盯 对 任何 zy 二 及 二 0 成 立 Bt 一 ED(z)，B(z 十 的 
TD FD 则 称 了 是 荆 上 凸 泛 加; 

(ii 如 时 对 任何 x,#EL 及 二 及 成立 Pltx) 二 tp(X)》，P(z 十 
扑 二 p(X) rp(), 则 称 $ 是 工 上 实 线性 泛 函 . 

由 定义 可知 , 工 上 实 线 性 省 函 是 山花 范 ; 又 廊 上 拟 范 数 也 是 同 
证 防 ， 另 外 , 当天 是 实 线性 空间 时 , 实 线性 泛 函 就 是 线性 攻 函 . 

定理 2 设 大 旦 实 线性 空间 ，? 是 二 上 凸 认 了 芒 ，F 是 上 的 线 
性 子 空间 , Jo 是 ze 上 线性 泛 国 , 且 态 ( 六 科 2 的 人 ED ， 则 有 所 二 
使 得 

(i) firo= fo: 

《ii fryepry rEL). 

证 作 形 := 及 xx 了， 在 通常 的 加 法 和 数 乘 下 于 是 实 线 性 空 
词 ， 令 4= ry) (rz)EN ,tT))}, B= {Cf0(), [gE Lo), 
用 作 活 即 知 4Nn8= 人 2，B 是 下 的 线性 子 空间 ， 因 而 是 凸 集 ， 当 
(7, x), C8 WEA, EO DR pixt (lO NE pC 
OREPEI TI PI srt ,tr 
全 一 咎 失 E4, 所 以 4 是 展 中 同 集 、 也 易 验 证 记 帮 和 力 王 4 由 定理 
1 的 系 , 有 PE 六 "使 

PEP) ue A, voEB). 
于 如 是 型 的 线性 子 空间 ， 色 2) 是 有 上 由 的 实数 集 ， 所 以 
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P=D (EP, (tl, OE A, p(t 0)) >0, 适当 于 一 正 数 可 设 
9 0 三 1 了 现 作 芷 忆 如 让 对 xEL, 令 JF)= 一 C0, 2)). 
对 于 gEZos 由 (fo( 扑 ; 驴 王 0, 即 f(D 二 (0, 扩 ) 二 0， 从 
mf = oy), Pr fl ro = fo. 
如 果 (r,x)E4, 即 当 了 P65) 轩 ， POCrs2)) 汪 0， 革 ?了 十 P00， 
2)) >0, 因 此 对 xEL,7?>>P(7), 2D 二 一 (0,2)) 之 rr， 所 以 fx) 
寺内 Tz) 《ZEZL)， 区 所 作 的 了 请 足 定理 的 要 求 ， 证 毕 . 


3.3.2 凸 集 的 Minkowski 泛 聊 ,线性 泛 函 的 延 拓 
定义 ” 设 工 是 线性 空间 , 4 是 工 中 凸 集 是 os int(4)3， 则 称 瑞 
射 piL>R:z > if 二 | | | 为 4 的 Minkowski 泛 六 


或 4 的 度 规 (gauge)， 

定理 1 设 工 是 线性 空间 , 4 是 荆 的 同 集 月 0Eint{ 四 , 则 和 4 的 
Minkowski 泛 销 卫 古 工 上 的 同 泛 国 , 且 

inttAY = 2|P(7)<1 CACIr{ HTL).1}. 

证 ”由 于 0EintC), 对 于 x 三 LD {11 半 0, iz 世 4} 是 非 空 集 , 记 
这 集 为 4.， 由 4 韭 空 即 知 BCz) 有 意义 ， 由 和 是 凸 束 及 0E4， 故 
当 3E4 时 ，413E4 ET) 有 册 号 当 让 4 时 《9 让 C4,， 所 以 
4- 是 个 区 间 ((, 中 或 (0,9] 或 (0,00))， 而 当 2(7)=6 人 暑 , 对 于 任 


二 > 
何 e>0, oA 


显然 EIT) 守 0 (rED), 7800) 一 0。 凡 对 x 及 1>>0， 由 定 浆 
即 知 4。 0 (rEL, >0)。， 了 又 如 果 p{2)== 


cP( 奶 =, 则 对 >0, 有 ,二 ,2E4， 天 -8E4.， 因 4 是 止 集 ， 所 


ete 4， 即 


Es = 
do ete ec 2 di Ta * 山 
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此 可 奴 | 
prry etdi2e=p(2) 20 2e, 
因而 px 二 站 才 p(2) 1 p(y) (zy8ED, 即 是 二 上山 泛 清 . 
如 时 zE 工 使 p02 一 1, 则 154,; 散 3254， 又 光 4 EA,， 
藤 F(T) 志 1; 所 以 
ir CAC Ir pT)E1), 
记 4= {fpC7) 芝 1 当 xz0E41 肝 ， 对 于 YEL 及 >0， 由 于 


pee pl) + (LD = ?co 4 tp(9), 因 此 当 #E(0， soe) 


于 xoty A 如 xoEint(41)， 由 此 =int(4DCint(4)， 而 当 
goE 工 使 pC90) 二 1 时 ,对 任何 = 盖 0 p99 e892 二 1 十 21， 即 0 
eyo5 4, 因 此 加 不 是 4 的 内 部 点 ,因而 int(D 忆 41 所 以 int(4) = 
4 证 毕 . 

系 1 这 艺 是 线性 空间 , 4 是 有 内 部 点 的 古 傈 ， 则 (inttint 
(0) 二 intC4); Gi) int(4) 是 上 旺 集 ; (iii) 对 E00,1)，tintt4) 二 
UDCint0d) .三 wn 世 0. 

证 ”如果 0Eint{4), 记 和 4 的 Minkowski 论 国 为 了 则 int(4) 
一 {21 (DD) 已 证 ，(iD，Gii) 由 了 大 凸 泛 图 即 得 如果 
zsintt4)y 记 中 一 4 一 zo 中 吾 主 足 系 中 的 性 质 及 int(4d) =inttB) 


+z6 即 知 4 也 使 这 些 结 论 成 立 ， 证 毕 . A mth. 
系 2 设 工 是 线性 空间 , 4 是 工 的 均衡 山 集 生 0Eint(4), 则 有 4 
的 Minkowski 泛 函 了 是 拟 范 数 . 


证 出 4 是 志 衡 集 ,对 2E 区 ，I4|=1 有 44= 4, 从 而 对 于 xE 
工 及 人 了 ,14 一 二 de 4， 故 ?00 一 BCZ)， 由 此 和 是 握 范 数 ， 
证 毕 . 

系 3 设 工 是 实 线性 空间 , 4 是 有 办 部 点 的 凸 集 目 0E4 则 有 
FE 使 得 了 了 非 零 是 了 C7):0 (zc 


me Eh a 
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证 记 4 in 有 i 系 1 是 推 党 本 入,intt.41) 41, 0E 
4 RY 1， 右 f 玉 全 FDCzEd)， 星 屿 了 非 震 ， 服 xzoE 
4 对 于 YE4 及 45E(0,1), 国 ti 一 站 zcE4, 政 

CExo (1 —#) x) 0 
即 f(z 十 (一 和 用 2) 汪 0， 邻 4 一 0 即 得 7) 守 0 (xEA4). 
证 毕 . 

桶 4 设 工 是 实 线性 空间 , 4, BB 是 上 的 卡 空 西 集 ， 有 是 4 个 B= 
;有 有 内 部 感 (或 BB 有 内 部 点 ), 则 有 fe 使 得 了 非 窑 且 f(z) 宕 
天 (的 (rEA, yeB). 

证 对 于 4 一 B 使 用 系 3 即 得 人迹 毕 . 

定理 2(Kpeiia) 设 荆 是 实 线 性 空间 , 4 恕 五 中 的 锥 ,， oo 态 工 
的 线性 子 空间 有 ZointC4) 壮 这。 如果 fr 夺 Lo 上 线性 泛 明 上 且 
fo 0 (YE 站) 则 有 feED 使 得 

{Ci} fli,: fo; 

CD Ar)20 (rEA). 

证 取 zoE Donint(A), BA 一 tg， 并 作 B 的 Minkowski 
泛 江 P， 当 wwE4 时 ,对 任何 三 =0, 由 于 zo 十 人 4， 元 ixEB， 轩 市 
PCI) 二 0, 即 在 4 上 取 博 为 堆 . 

对 于 #ELo, 记 Bs 一 14>>0,495 有 ,这 时 ,2(9) 一 inf 了 | 4E 
By}。 对 于 tEBs, 击 ty&B, zo 十 1yEAd, 故 fotxo 二 4) 宇 0, 所 以 

— fo Fh) GE Lo tEB), 


雁 而 一 fo( 衣 志 Jo(rDpty) (ELo.， (xojp 是 工 上 山芋 函 ， 由 
3. 3.1 定理 2, 把 一 jo 延 拓 成 5 中 元 ,再 本 上 一 1 而 记 为 #， 则 玫 
有 是 了 lz, 二 fo, 关 有 

—AHTI)SEfor Er) (xEDL), 
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出 五 在 是 上 为 0 收 天 220 8720 证 续 . 

引 理 1 设 工 起 下 上 线性 空间 , 是 工 上 上 实 线性 泛 郊 , 则 有 只 
一 的 gEL 使 得 Reg = 了 

证 显然 只 要 对 于 复 室 间 的 情 况 来 证 明 . 

如 果 gs 了 ,对 xzEL, 设 gz)= 二 qbi(a,5ER}， 于 是 g(ix)= 
一 -Pas， 罗 而 g(X) 一 Reg (x) 一 iReg' (irz)， 可 见 如 果 gE 上 能 
Reg=f, 则 

yer)= fr) iftiz) (xED), 

由 此 可 见 , 5 由 了 所 决定 , 这 就 说 明了 唯 -性 . 

对 于 节 上 实 线性 证 国 户 令 8E 一 人 :> x) 一 if(iz)， 由 
9 的 作法 显然 Reg 一 六 日 对 于 z,3E 到 及 1ER， 

grd- I =r oc, g(tr) = tr), 

并 且 gg(ix) = 了 iz) 一 if (iiz) = 了 (iz) + fz) 二 i9(x)， 出 此 ， 
即 知 


8 一 29 ) {rEL, AEC) 

即 多 各 产 ， 证 毕 . 

聚 ” 设 世 是 聚 上 线性 空间 ,4, 互 是 三 的 两 个 非 空 时 集 ，4 让 瑟 
一 赔 且 4 有 内 部 点 , 则 有 fEL 使 了 砷 零 且 

Ref(z)>Ref(y) (rEA,yEDB). 

证 ” 实 空 司 的 精 襄 已 经 证 明 过 ， 当 天 是 复 空 间 时 ， 只 考虑 实 
数 的 数 莱 工 是 实 空 疗 , 这 肝 4,8 仍 是 凯 集 , 原 条 件 仍 满足 , 于 是 有 
看 作 实 空间 时 的 上 弘 性 汉 霄 儿 , 开 非 零 且 (7) 人 f(zE 
忆 ,#EB) 而 六 是 复 空 间 工 上 的 实 线 狂 泛 函 ， 从 而 有 攻关 使 Re 
= 六 :了 即 合 要 求 ， 证 绑 . 

定理 3CHahn-Banach) 设 苑 是 下 上 线 忻 空间 ,2 :是 上 上 拟 
范 数 ，z 是 工 的 线性 子 室 亲 ， 户 总 菩 上 上 线性 泛 随 且 | 所 (9D | 二 
2 《所 工 0 由 有 医 工 使 得 
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《有 flio fo; 

《ii fOr)l p(x) (rED), 

证 ”由 于 拟 范 数 是 凸 涝 前 , 当 工 是 实 空间 时 ， 由 于 从 [而 ( 扩 | 
PD CyEZLD) 即 得 所 (让 二 P(N (yELo)， 由 3.3.1 定理 2， 有 有 
fED 使 fi 二 fo 且 基 站 过 玫 3 (zEDD), 这 时 ,f( 一 2) 筷 Pp( 一 2 二 
BF) 政和 Cr) | SB) TELT， 实 竺 间 的 精 况 证 毕 . 

现 变 开 是 复线 性 空 闻 ， 这 时 可 把 工 看 成 实 空间 , 记 go 二 Rejfo， 
名 是 Lo 上 的 实 线 性 泛 函 ,在 看 成 实 空间 时 , 由 上 通 可 知 , 有 实 空间 
工 上 线性 汉 胃 9 使 ?| zs 一， | 琴 Y)| 夺 2(Y)(2EDD,， 9 是 复 空 间 工 
上 的 实 线性 汉 油 ,由 3] 理 1, 有 /ELtf 是 复 空 间 工 上 线性 江阴 ) 使 
得 Ref 二 9 

在 Lo 上 , Ref==9==90 二 民 Refos 由 3| 理 1 的 唯一 人 性 可 知 ， 在 Ls 
上 f=for Efi fo, 又 村 Eb |Ref(z) | 所 P(r7)， 取 CC， 使 
121=1 有 目 Af(2):- 了 2)|, 于 是 |Ref (4x) | 所 pCA7) 二 pg(7), 时 

fr) {pr) (rEL), 
故 f 合 要 求 ， 证 维 ， 

标 设 工 是 线性 空间 ,? 是 工 上 拟 范 数 , 则 对 z0EI, 有 fs 二 使 
得 Gi) f(x0) 二 pz) CD) |fer)| pr) (rED). 

证 在 span(i{zo)) 二 zo AE 有} 上 , 令 fotAdzroy -Ap(x0)， 对 
fo 使 用 定理 3 如 得 ， 证 毕 ， 


线性 空间 工 中 的 如 个 元 ed 形 为 之 ,erdx 的 元 (其 中 
此 = 


他 **y qa [0, 有 De 了 ) 称 为 lp 的 三 组 合 . 由 目 集 的 
定 祥 及 用 数学 归纳 法 易 知 , 如 果 4 是 线性 空间 三 的 凸 子 集 , 则 对 中 
有 限 个 元 的 出 组 合 仍 在 4 中， 

易 山 ,任意 个 西 集 航 交集 右 店 集 , 因 此， 对 于 线性 空间 工 的 子 
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集 4 ,一 加 包含 4 的 凸 集 的 交集 是 包含 4 的 最 小 凸 集 , 称 为 4 张 不 
的 凸 集 或 4 的 凸 包 , 记 为 co4. 
引 理 2 庶 世 是 线性 空间 , 那 末 
(i) 对 4CLco4= {4 中 有 限 个 元 的 山 组 合 全 体 }; 
Qi) 如 果 4 4 4 是 荆 的 凸 子 集 , 则 
coOCALU As UL) 4,) 


一 SoulmEdiyasE[o,1] {二 Be 
kl kl 

证 人 式 中 左 端 包含 右 庙 是 记 然 的 ， 直接 验 证 又 可 知 右 辣 
是 包含 和 4 的 古 集 , 所 以 等 式 成 立 . 


(ii) 疗 样 左 端 包含 陡 端 ， 又 布 端 旺 然 包含 了 41U… Ud;， 
因此 只 要 验证 右 油 是 古 集 ， 设 x，8 分 别 是 z== 祖 j qxzs 及 3 一 
i=1l 


by {ges Vrs Gis OpEED, 1 ] Ch=1,2,°°, 2), 字 az 一 > Ok 
E=1 E=1 


k=l 
= 了 又 tE(0;1), 于 起 fr 十 (I 一 上 站 y= D> [Lievel Cl i) bg], 
w=1 
oe=tart tl1— tb 并 记 zh = 一 (1 一 bY]s( 如 
果菜 个 使 o4=0， 即 04= 刀 =0， 就 取 -zx)， 这 样 ，z4E4。 且 


c=1, 而 tx 一 (1 一 Dy 在 ( 训 中 式 子 的 右 端 , 由 此 


朱 路 
D3 Gh 
此 二 1 


名 = 
是 个 凸 集 ,所 以 这 集 就 等 于 cot4d1U 4U…dw)， 证 毕 , 

引 理 3 设 (IL，7T) 是 拓扑 线性 空间 ， 则 王 中 四 集 的 质 包 是 
上 唔 集 ， 
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证 设 生 束 工 中 同 集 ， 对 于 #00,1),*E4， 由 于 且 射 > 
fx 上 1 一 和 YY 让 同 胚 ,是 1x (一 和 AACCA， 央 而 4 在 这 映射 
下 的 款 生 是 包含 有 的 除 集 ,所 以 fx 上 (一 个 有 AC 有 AH， 间 样 ,对 于 sE 
C0, 1)，zEA， 由 sz 十 (1 一 8)4CA4 林 知 3z 十 (1 一 28) A4C 有 4， 因 评 
34 十 (1 一 8) 有 4 忆 4, 即 4 是 凸 集 ， 征 毕 ， 

对 于 狠 扑 线性 空间 (tL, 中 的 于 集 册 包括 4 的 最 小 止 六 集 称 
为 4 张 成 的 凸 闭 集 成 4 的 凸 闭 和 包 .， 记 为 5c64. 

引 理 3 说明 eo4=eoa4 

引 理 4 设 [, 丰 中 拓扑 线性 空间 ,4,8 居 (, 们 中 屿 聚集, 则 
co(4UB) 足 (ZL, 局 中 紫 集 . 

证 由 引 理 2,co(AUB)= {x 十 (1 一 订 #1tE[0, 1j,zSA, #E 
B}, 作 映射 六 x 工 x LL 7 拉 > 十 {1 一 4y, 这 是 个 连续 
映射 而 co(4UB) 是 紧 集 [0,1] x4xB 的 象 , 故 co(4U 呈 是 紧 
集 ， 证 毕 ， “ 

用 数学 归纳 法 易 知 ; 对 于 拓 拓 线性 空间 (LL, z) 中 有 限 个 凸 紧 集 
A AU 4A) 是 (中) 中 紧 集 . 

定理 4 设 (L, 7 是 邱 痢 线 入 空间 ,0 是 (5, 中 的 非 空 同 开 集 ， 
zoEOQ, 则 有 JE ET) 使 Reftzx)>>Ref (zn) (ze0). 

证 由 于 0 中 的 点 都 是 日 的 内 部 点 ， 由 3.3.1 定理 1 的 系 ， 
在 项 空间 时 再 用 3.3.2 的 引 理 1 (参见 引 理 1 的 系 ) 可 知 有 JE 
使 得 Ref (zr) >Ref Ceo) (xS0)， 因 为 f(0) 隆 区, 由 3.2.3 定理 1 
邵 知 fE(CZ, rT) "， 十 毕 , 

系 设 (L, 丰 是 拓扑 线 性 空间 , 电 有 是 扩 集 0Q 使 得 0 考 必 ，0 
天 五, 则 人, r)3” 中 有 非 零 元 . 

但 是 确实 有 拓扑 线性 空间 tL, 如 使 得 t，?) * 仅 有 零 元 ，( 并 
县 不 是 平凡 拓 扩 ). 

例 设 工 是 [0,1] 上 上 Lebesgue 可 测 欧 数 全 体 ， 几 乎 处 处 机 等 
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的 国 数 认为 是 局 一 个 元 对 于 x,yEL, 售 
Pa 的 一 | — [zy| gsm, (m 是 Lebesgue 测度 ) 


ol 十 |z 一 六 
这 时 , (Z, o) 是 织 性 度量 空间 . 
设 feL' 且 了 非 零 , 则 有 zs 使 fzo) = 1， 对 于 任何 e>0， 
取 自 然 数 4 使 上 <e, 记 轴 ,…， 分别 是 0， 去 |，| 二 ， 达 |，… 


2 一 ,1 | 上 的 特征 两 数 ,又 记 z= azoyr(8=1,2,…,8)， 易 见 
p (ai, 0={ Tin<i<e 
得 因 刀 十 zo 十 十 2 三 80， 鼓 让 (30 十 下 十 有 Zw) 二 R， 所 以 至 少 
有 一 个 万 使 If(zp) | 汪 1I。 因 而 不 会 有 # 汪 0 使 
{sl pez, Oe Cf KRCOD 
可 见于 在 3 点 处 不 连续 , 从 而 了 E ( 工 ， Fr)#。 


3.3.3 局 部 凸 空间 
引 理 1 渴 忆 ,本 是 拓 拉 线性 空间 , 4 是 开 集 , 则 co4 是 开 集 . 


证 设 yEcod,# 二 tsze( 其 中 ?是 自然 数 ,zzoEdtr， 
kl 
0 昌之 不 一 了 如果 一 1 则 YE4, 从 而 是 cod 的 内 点 . 
n=l 


当 R 守 2 诗 , 因为 4 >)tats 是 8 的 邻 域 且 这 是 604 的 子 集 ， 


妈 co4 中 每 个 点 是 内 点 ,所 以 co4 是 开 集 ， 证 毕 . 

室 愉 ” 设 忆 ,中 是 拓扑 线性 笃 间 ， 如 果 有 上 的 局 部 基 全 由 是 
集 所 组 成 , 则 称 (ZL, 是 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 , 简称 (LL， 避 是 局 
部 凸 宝 向 , 
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定理 + 刘 ! 瑟 ，r 是 局 部 凸 Hausdorff 空间 ， 则 对 三 中 的 非 
二天 Czos: 有 f(D TD* 使 f(z0) 尖 0. 

证 对 区 中 非 党 泡 z， 有 0 的 西 邻 域 D 便 roEC， 由 3.3.2 
定理 4 有 ECr)* 使 有 ez 三 及 era gzED) ， 易 见 这 时 f(xo) 
短 0， 证 毕 . 

定理 2 设 (L, 中 是 局 部 是 空间 ;4 是 北 室 西 耻 集 ， 允 zaoE 4 
则 有 有 FE (rs 及 e090, 使 得 

Reftx)-“Refltro)—e {rEA). 

证 由 于 4- zz 是 韭 空 出 闭 集 ,0EA 一 20; 政 有 0 的 出 邻 域 0 
过 (4 一 #0 和 ,0 一 (4 一 zo 是 开 集 ， 它 是 西 集 贡 不 含 0， 国 而 有 fs 
《zsr) 使 有 ef 在 0 一 (4 一 x0) 上 取 值 大 于 0, 所 以 

Ref tr) Ref (zx) -Ref (yy (rEA,yEOY. 
由 于 非 零 ,人 zoE 工 使 了 (x0) = 一], 又 有 5 之 0 使 ezo50, 电 而 
Reftr) Ref (zo —e (XEA), 


证 年. 
引 理 2 设 (,z 是 局 部 凸 空间 ,CC 晤 0 的 领域 , 则 有 的 均衡 
山 邻 城 评 使 玉 CO. 


证 由 (7) 局 部 凸 , 研 有 0 的 凸 邻 域 CO， 又 有 0 的 均衡 
邻 域 了 CE， 记 耳 =co7 ,由 引 理 灿 琴 是 开 集 ， 又 由 3.3.2 引 理 2 
及 了 昆 均 衡 集 , 易 见 厂 是 均衡 的 ,如 谎 是 0 的 元 衡 凸 邻 域 且 琴 人 扫 可 
过 已 ， 下 毕 . 

当天 是 线性 空间 , x0EL; Bi io Ps 古 卫 上 氢 范 数 ，e0 时 ， 
我 们 引进 下 面 的 记号 : 

O {gos Pis Dos es Pn? E) = {x| pe (sO— zo) Tek=1, 2 1)}. 

定理 3 设 (L, 如 是 局 部 是 空间 ， 则 必 有 一 族 工 上 的 拟 范 数 
P， 使 得 1000; ;1)12EPjy 是 5 的 局 部 基 . 

证 0 的 均 秤 号令 域 金 体 直 7+ 的 局 部 二 ， 对 0 的 均 知 丙 邻 城 
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I _ 作 久 的 Minkowski 之 山 2 则 Oyp1) in Y= HW 拒 上 0 
的 均衡 是 邻 厌 的 Minkowski 证 月 金 体 记 为 P， 则 PP 即 合 定 理疗 
坚 炒 ， 证 上 比 ， 

对 丁 十 述 的 到， 对 于 已 中 有 限 个 元 加， “Pn RM e000 Fp 
一 NN osps; £) = 门 2DL0; pr Er, 


k=1 天 一 
易 见 这 时 
{O03 Piss Bn; 2) | Bis +, paEP, E>0} 
定理 4 设 工 是 线性 空间 ,P 是 上 上报 范 数 族 , 则 
{O03 p12 Pn; E) | BE 
是 工 的 局 部 凸 拓扑 + 的 局 部 基 . 
在 证 明之 前 先 作 一 个 说 明 ;: rz 是 互 的 局 部 西 拓扑 是 指 * 是 工 
的 高 量 拓扑 且 和 使 5 号 是 局 部 凸 空间 . 
证 对 于 BaEP 由 3.2.2 引 理 二 TO(2 和 13EDe>0i 是 拓 
站 的 大 ( 记 这 站 扑 为 fo), rp 是 问 量 拓 指 ，{ 人 (0; P38)1e 沁 上 是 
的 局 部 基 ， 又 rn 是 上 的 局 部 帅 拓 扩 ， 由 3.2.5 定 理 2 系 1， 比 每 
个 tp(?EP) 都 强 的 最 弱 拓 补 T 惰 工 的 辐 胜 拓扑, 生 {0 (00; p32) 1 PE 
Pz 站 站 是 7z 在 0 的 子 基 ， 易 见 t 是 工 的 局 部 同 拓 挤 ; 且 
{O03 pi Pars Pa E) | Bis Poas '''s PoEP, £0 
定义 设 工 是 线性 空间 ,PP 是 工 上 拟 范 数 族 ,以 
{O03 p17s Pad £7 | pis PrP, e200} 
为 局 部 基 的 向 量 拓 扑 z 称 为 由 了 所 决定 的 拓扑 . 
由 定理 3 及 定理 4 ， 局 部 凸 空间 也 就 是 折 讶 是 自 拟 范 数 旅 忆 
块 定 的 这 种 拓 拉 线性 空间 ， 得 不同 的 拟 范 数 族 决定 的 拓扑 可 以 
相间 . 


a 第 三 章 拓扑 线 性 斌 空间 


这 上 上 足 线性 空间 ， PCL II fe ;站 定 的 二 在 称 为 由 天 
导出 的 拓扑 , 记 为 o(L,F), 对 于 fi fa fa EDL, E>0, 20EL, 记 
Ogo; fs fi Fay 6) = {x | rEL, |fels—ro) | elk=1, 

2 1)}. 

定理 5 设 (L， 疏 是 局 部 山 空 间 ，P 是 决定 拓扑 的 拟 范 数 
族 , 又 gg 是 荆 上 上 拟 范 数 , 则 下 列 各 点 等 价 : 

(gg 在 {IL,+) 上 述 续 . 

Ci) O00;g; DD 以 0 为 内 点 ， 

(iii) 有 刁 中 有 限 个 元 ;Pe … Ps 太 数 c 使 冬 

{8) EEmaxtp rn), ptrys rs, prtr)) (xED). 

证 人 (让 显然 . 

(让 过 (i 加 果 Qt0;g; 站 以 0 为 有 点 , 则 有 总 P 下 
2 六 0 鸽 O00; Por Da 2) COOD; 9 1)， 灶 于 x&L, 记 
max (pi (7 pn(7)) 为 4{7) ,于 是 当 0 02) 过 Ee 时，4(7) 之 1 却 
果 rELI 合 at7)==0, 这 时 对 任何 # 二 0,4(t2) 二 0， 从 而 9 (2) 过 1， 


故 (7) 一 0， 训 果 并 工 使 ef 站 全 0， 于 起 347yY《( 记 为 区 使 a(z) < 


es 从 而 da 之 1， 赦 g( 的 一 2 人 的 一 公 max (pi(y)，， ef)。 取 


c= 二 ， 易 见 对 任何 二 中 元 都 成 六 gD) 入 cimmax(p (2),…, pA) 


Ciiiy -> {1) 设 卫 中 Pls Par rs Ps 及 数 c 鸽 g(t) 二 
cmax (pi (x) pn(F)). WHF 于 zoEL 及 e010O=0(00;p…, 


Pns ;和 当 FER OO 时， xT— xo, 所 以 Pat zx | ( 记 二 1,2, 


一 2e， 由 此 代 
lg Cx) ro) [SE Xo) it, 
即 4 在 mm 处 连续 ， 所 以 和 在 ( 瑚 世上 连续 ， 证 起 ， 
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系 1 这 大 是 线 作 窗 间 ,PP 下 到 上 的 两 几 报 范 娄 ,PP 这 
定 的 拓扑 分 别 为 rr 出 比 二 强 的 克 分 必要 条 件 是 :对 gEPi， 
有 Ps 中 有 限 个 元 3 及 数 全 

全 (CaXT 【和 和 (站 yr Pare)) (rED). 

证 必要 性 设 rs 洲 Fr 强 . 由 定理 87 蚌 rt 连续 的 ， 从 而 
下 rz 连续 的 , 政 由 定理 5 即 得 ， 

充分 性 由 定理 5 ， 已: 中 的 了 都 足 r 过 续 的 、 国 而 O403 8 
1 一 0 开放 是 可 开 集 ,而 阅 的 局 部 上 中 集 DC039 we) 
习 痢 人 芷 Tz 开 集 ， 所 以 ra 比 m 项 ， 证 毕 . 

系 2 设 (, 切 是 局 部 凸 空间 , 王 是 抉 定 上 的 拟 范 数 族 , fER， 
则 Er)#+ 的 充分 攻 要 条 件 是 :有 已 中 Pa 及 数 c 使 |f(z)| 
EMAXCD (rT) pa NY, Pr TIN CTIEL)., 

证 必要 性 如 果 fECL, 妇 *， 则 六 (1 是 rz 开 集 ， 从 
而 1fi 吓 (CL, 了 7) 的 连续 拟 范 数 ， 由 定理 5 溃 得 ， 

充分 性 ”如 成 立 这 不 等 起, 了 在 0(0;71,…,2n; 1) 上 有 界 ， 由 
3.2.3 定理 二 出 知 Eth 7， 江上 比 ， 

易 见 当 ( 工 ,让 是 局 部 四 空间 时 , (二 菇 上 连续 氢 范 数 全 体 记 为 
P, 则 三 决定 的 拓 拉 就 是 r， 

定理 6 设 工 是 绥 性 空间 ,FCL， 记 也 张 成 的 线性 子 空间 为 
Fi MD Ch oh, := Fd)o(tL, m=o(L, FF). 

证 由 定理 8 系 2 易 见 本 喧 (L,otDb 让 )*, 反 之 ; 如 有 ECZ， 
o (ZL, 站 )*, 由 定理 5 系 2, 有 所,fo…', fnEF 及 数 5 使 

天 人 [omax (lf (x) | [fate) | 有 CT (CsEL), 
因而 名 在 所，…,f 的 公共 零 空间 上 取 值 为 0 由 3.2.1 定理 1 的 
系 ; 记 是 所 ，…, 下 的 线性 组 全 ,政和 全 证 毕 . 

由 FCF, 好 知 gCL,Y 比 otL，f) 纶 ， 由 定理 5 的 系 1 又 
可 得 知 0 (LFPD 比 (本 弱 , 因 而 c(Z 下 二 a(L, FP,)， 证 毕 . 
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定理 了 和谈 人 天， 本 是 局 部 山 堂 间 ， 已 是 决定 机 盾 的 氢 范 数 
族 , 4 是 三 的 非 空子 集 ， 则 站 是 (也 ， 妇 中 碳 界 集 的 充分 必要 条 件 
是 :对 任何 9EP, supp (7) <1 cc， 

证 必要 性 如 果 4 是 有 界 供 ， 对 于 pEP， 有 e>0 使 z4C 


0 29; 1 页 对 Ed 和 fei < 人 1, 了 从而 supp (2) 去 二 < 二 em。 
正二 过 


充分 性 ”如 对 每 个 了 ~P, supp (7) < 十 c9， 则 对 于 忆 中 有 限 个 
Piss Pn 及 £0, 记 sup {ps Cx) Ea 下 = 二 2 和 为 ct 并 令 5= 


1, 易 见 54CO(0 ppa my25 5， 所 以 4 是 有 界 集 证 毕 


系 设 (L,7) 是 局 部 四 空间 , 4 是 ( 工 ， 人 中 有 界 集 ， 则 co4 是 
(5, 中 有 界 集 

证 只 要 对 韭 空 的 4 来 证 ， 取 决定 狐 扑 t+ 的 拟 范 数 挨 P， 记 
BcoA4， 对 于 p&P, 由 定理 5,? 是 连续 的 ， 记 supp (xz) 为 88 与 
p 有关 ), 则 {位 1|2( 引 所 5} 一 pg-1(E(5)) 是 CI， 中 的 均衡 山 闭 集 月 包 
含 4 所 以 BC 人 |p( 纺 朗 丰 , 妈 B 有 界 ， 证 第. 

定义 ” 设 上 是 线性 空间 ,P 是 荆 上 的 拟 范 数 埃 , 如 果 对 工 中 任 
何 非 零 元 x; 有 PEP 使 p(z) 关 0, 则 称 PP 分离 工 的 点 ， 同 样 ,如 
CL 县 对 工 中 性 何 非 零 元 x 有 fEF 使 f(z) 居 0, 则 称 了 分 语 工 的 
点 . 

容易 看 到 , 当 PP 是 线性 宅 间 上 的 拟 范 数 族 时 ， 由 了 决定 的 
拓扑 是 Hausdorff 拓扑 的 充分 必要 条 件 是 了 分 离 厂 的 点 ， 向 样 ， 
当 FCH 时 ， otL， 本 是 Hausdorff 拓扑 的 充分 必要 条 件 是 至 分 
离 荆 的 点, 

引 理 3 谈 ( 忆 了 是 局 部 凸 空间 ,如果 (五 如 有 非 空 的 有 界 开 
集 , 则 * 可 以 由 一 个 拟 范 数 决 定 . 

证 设 0 是 CZ, 如 的 非 空 有 界 开 集 ，zoEOQ， 则 0 一 16 是 有 界 
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集 ， 交 有 存 0 的 向 奖 四 邻 域 让 CO-z， 开 是 有 午 介 . 记 下 的 
MinKowski 泛 卫 为 Pp, 由 i187 淡定 的 术科 显然 比 5 昱 ， 但 因 殉 是 有 
界 集 , 所 以 圭 0 的 z 工 邻 域 吕 , 必 有 e200 合 eHWCO, 即 上 O00;p: a) 
DO， 从 而 {81 泌 定 的 所 扩 双 比 z 强 ， 所 以 就 是 由 作 } 所 决定 的 折 
反 ， 证 经 . 

定理 8 〈 开 oTMoropoB) 设 人 (是 局 部 山 英 ausdaorff 空间 ， 
县 有 有 非 空 的 有 虱 开 集 , 则 右 志 上 范 数 人 上 使 得 就 是 由 | 1 所 决定 
的 拓扑 ， 

证 由 3[ 理 3, 有 七 上 拟 范 数 pr 就 是 19} 所 决定 的 拓 盾 ， 供 
义 由 TT 夺 Hansdorff 拓 扩 ，:P} 分 离 荆 的 点 ， 故 PD 是 上 上 的 范 数 ， 
证 毕 , 

定理 9 设 ( 世 ,可 是 局 部 凸 空 亲 ， 已 足 决 定 扫 卸 二 的 拟 范 数 
族 , {zs 是 荆 中 的 网 ; 岂 ze 一 0 的 充分 皮 要 条 件 是 :对 任何 PEP， 
Bixa) 0. 

证 必要 性 由 于 PP 中 的 了 足 连 续 的 ， 当 一 0(r) 时 当然 
Pral >p0) 一 在. 

充分 性 ”对 于 己 中 的 ,Jor，gr 及 2 六 0， 由 和 (76) 一 0 
二 1,2,…yR)s 囊 有 Gi; 全 当下 & 于, Petfze) 之 2， 由 于 足 标 集 是 
定向 集 ,可取 oo 在 aas Gr 之 后 , 于 是 当 an <a ps5) 过 
对 8=1 2 8 都 成 阐 , 且 x.EO(0) p11,… pa 83); 因而 x. 王 0 (7). 
证 上 毕 . 


3.3.4 纪 拓 扑 , 商 后 扑 

定义 ” 设 (L,7) 是 局 部 症 室 闻 , 由 ( 工 ， +)! 所 导出 的 工 的 拓 种 
称 为 z 的 细 拓 扑 ，F 的 哎 枯 盾 记 为 r™. | 

由 3.3.3 定 理 5 刚 系 ] 和 系 2, 旭 知 t” 比 t 强 ， 由 定 六 可知 
5" 就 是 ot (LT}*)， 在 木 狼 褪 活 时 也 记 为 o (LL, L*). 
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妆 了 是 用 天 人 天 对 出 的 拓 盾 时 ,由 3.3.3 定理 6 可 德 z*=7 

禹 拓 盾 是 对 于 工 的 局 部 凸 折 扑 而 言 的 ， 当 工 有 两 个 局 部 站 拓 
扩 rm 时, 如果 Ta 比 二 强 , 网 (To) 性 C，z1)*， 代 而 昔 比 
rt” 强 ， 仁 是 不 同 的 拓扑 可 能 弱 拓 扑 是 相 癌 的. 

定理 1 设 ( 区 十 局 部 四 空间 ,4 是 (5 让 中 屿 闭 集 , 则 4 是 
( 工 , 7) 和 的 轩 集 . 

证 水 妨 没 夺 关 名 用 4 有 二， 和 寻 于 go 三 4, | 3,3,3 定理 2, 有 
eti, rt 太 e:=0, 使 得 

Ref(tr) < Refilro)—e (xEA)., 

记 敏 集 和 21ReX:<Ref (zo) 一 竺 | 为 BB 是 区 中 亲 集 .因为 1 是 
连续 的 ， 所 以 了 (B) 是 CL，r") 中 闭 集 , 易 见 4Cf-! (BB)， 
zoEf 1 (B}， 所 以 toEA"。 因而 4=20， 即 4 是 " 闭 集 . 
证 毕 . 

由 于 tz” 比 + 砚 , 奈 7" 闭 集 是 5 闭 的 , 定理 1 说 明 ，(L, 人 与 
(Z, 7" 有 同样 多 的 吊 前 集 ， 

系 设 (L, 中 是 局 部 西 空间 ;4CL, 则 在 (五 人 和 (Lr 中 ,4 
的 西 闲 包 相等 ,同样 4 的 线性 闲 包 也 相等 . 

定理 2 设 (ZL, 是 局 部 中 空间 , 4C 工 , 如果 4 是 (rt) 中 有 
界 集 , 则 4 是 ( 工 ,7?) 中 有 界 集 . 

证 只 要 对 提 空 集 4 来 证 ， 设 了 苞 决 定 拓扑 的 拟 范 数 族 . 
用 友 征 法 ， 即 设 对 fE(L,)*，sup|j(z)1<+oo， 而 有 2EP 使 


supatz)y 一 十 cc( 见 3.3.3 定 理 7). 
六 所 奖 
由 supp ftz) 一 十 ea， 有 如 万 4 俩 piri!) 诗 1. .由 Hahn-Banach 
EA 


定理 { 见 3.3.2 定 埋 3 的 系 )， 有 ED 使 人 (x21) 二 pl21》〉 日 
lf (z 过 3(z) (x5 ,而 由 3.3.3 定理 5 系 2,f1E(D, DD* 记 0 
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=sup|n ft2 ET<--co), 区 有 zeE4 全 pf) 2d422f29 [可 梯 
有 ECL,T)# 本 fg) — pr} fr) pr (rEL), Fi as 
=suplf,(2) |。 这 样 依次 可 肥 x; 所 4 使 px) 汪 4".2(R 二 1 十! 十 
da-123 作 了 SCL 7) 合 (x) 一 prD)H|fa Cw) |p (2EL), 
记 an 一 SU [fsa 1 (n=2,3,4,.…), 令 


fn) = Df) (ED), 
Kl 


由 于 1st | 寺 p(2) (2EL,E=1,2,…), 上 述 级 数 收 做 ,， 且 | (x) | 
p(x) (zsED), 又 f 是 上 上 线性 泛 孙 ,因而 fEL*. 
现 考 谍 了 在 zs 上 的 值 , 设 aoz2, 这 时 ,由 于 


Dy flrn) 


¥=Ry+ 1 


<( 3 二 (xno) = (Cx) 


k=nn+] 


bb frrn,) 


| 十 Ge 十 "十 -ls 所 以 
k=1 i 


又 因 了 (zw) = (xr), 


2 


[大 za | 六 了 


brn) 一 《491 十 "十 fn- 由 守 和 os 
这 与 (上 57)! 并 由 此 sup |f (2) [ 近 十 co 相 巴 盾 , 所 以 4 是 (二 
中 的 有 界 集 ， 证 毕 . 

定理 2 说 明 ; 对 于 局 部 西 空间 (五 7), (Dy 可 与 (ZE 有 同样 多 
的 有 界 集 . 

由 加 拓扑 的 定 交 及 3.3.3 的 定 峙 9 如 和 俩 当 (, rz 是 局 部 吓 空 
的 时 对 了 三 中 的 网 1 ;we 下 的 完 分 必要 葵 件 是 ;对 生 何 芒 
(Lr)#, flra) >0. 
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定理 3 设 {, 是 局 部 凸 空间 , 是 二 的 线性 于 守 间 ,日 是 
志方 上 了 的 商 呐 射 ,re 是 五/ 的 商 拓扑 , 则 ro 是 局 部 凸 拓 站 ,又 
如 时 PP 是 荆 的 决定 7 的 扎 范 数 庶 ,对 于 pEP, 作 g- /Lo 一 区 :一 > 
inf ip (|yEz}, 则 人 壕 1pED} 居 决定 拓扑 re 的 拟 范 数 族 ， 

证 to 是 iD 的 向 量 拓扑 , 且 T6018CT) .FEr}， 因此 rt 的 
局 部 大 在 包 下 的 象 构成 re 的 局 部 大 . 由 于 均衡 凸 的 0 的 > 人 名城 是 
xz 的 局 部 基 , 而 怠 是 线性 算 子 , 把 均衡 凸 集 映 成 均衡 征集 ， 所 以 To 
是 局 部 凸 的 拓扑. 

将 总 是 决 定 * 的 所 范 数 族 上 时，{0(0;p; 1)jpEP} 的 有 限 交 的 
证 数 们 全体 是 7 移 局 部 基 , 所 以 {QC0(0;7p; 1))|pEP} 的 有 限 交 的 
焉 数 倍 企 体 也 是 re 的 局 部 基 ， 而 这 种 集 的 Minkowski 论 随 襄 组 
成 了 决定 re 的 扎 范 数 族 , 记 @C000;2; 1 的 Minkowski 省 晴 为 启 
对 于 3EL/Jo, 数 1>0 使 15QO(03 7p; 1)) 够 价 十 有 2E0(0; 7; 


于 ) 合 0 = 因而 B08) inf\ 地 14>0， i2000;8; 1))1 一 


infip(z) |zE 和 所 以 {|p 人 PP} 是 决定 商 拓 盾 re 的 拟 范 数 族 . 

引 理 1】 设 ( 世 7 (Do, To) 是 局 部 由 空间 ，TEL(ULL > 了) 
则 EBCE 王 0) 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 (2，T2) 的 连续 氢 范 数 
goz 是 (Pr 的 连续 拟 膏 数 . 

证 必要 性 当 @ 是 研修 相 范 数 ， 了 EC 一 工时，8c 了 是 
工 ! 土 的 氢 功 数 ， 而 当 卫 ,9 邦 连续 时 ,9 是 连续 的 . 

充分 性 ”如 果 对 (Lr) 的 连续 报 范 数 gg 了 部 ft yz) 上 
连续 , 刚 当 Zr 中 殉 {zs 全 gs 一 0Cr 时 ,goe2(z<)->0) 加 (7zs) 一 
六 政 了 za>0ra) 有 靶 殖 在 0 处 连续 ,从 而 下 三 吾 ( 志 > ， 证 毕 . 

系 设 (L, ro 是 一 族 局 部 凸 寞 间 , 对 是 线性 空间 ， 又 对 每 个 
oo TEL(L, > 刚 
4817 是 弄 上 拟 范 数 , 池 系 个 &, qT 了 十 (Pa ro) 上 连续 拟 范 数 }? 所 决 
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宇和 的 并 的 折 盾 已 合 每 个 于 时 并 绪 的 再 的 最 红 动 训 晤 折 盾 ， 

定理 4 该 (i) (zszro 是 局 部 西 空间 , 和 是 工 的 线性 
子 空 间 , re 是 1 的 商丘 扑 , 遥 林 

(i 如 果 了 了 ELC /D>Z)， 则 TEBCD /Lo>Lz) 的 充分 必 
要 条 件 居 To8EBCL 一 2). 

(i) 世间 5EB(ZL 一 52) 且 Iw 在 全 的 零 空间 中 ， 则 有 唯一 的 
TEB(L /Lo >) 鸽 To@=8. 

证 (i 必要 性 是 显然 的 - 

充分 性 区 了 号 过 绪 的 , 则 对 于 OErs，(To0) (0)En， 
也 即 @37 oO)Er yy 由 此 7 CO)Ero, 可 见 了 是 连续 的 . 

《ii 如 果 SEB(E 一 Lo) 且 信 在 Lo 上 为 0， 对 于 工 /5o 中 元 
和 令 TF 二 =z 和 由 于 与 在 Lo 上 为 0, 歼 当 = 六 时 ,好 xz 一 yELo， 和 有 
5z 二 8y, 所 以 了 的 意义 是 确 定 的 ， 易 见 了 是 /o> 的 线性 算 
子 ， 由 作法 即 知 了 总 = 人 .由 1i) 又 知 卫 是 连续 的 ， 而 息 也 = 人 
的 要 求 印 知 了 只 能 这 样 作 ,唯一 性 是 显然 的 ， 证 毕 . 

系 ”在 定理 4 的 条 件 下 ，B(CD 1 Fo->ia) 一 有 (Pi 一 zz) 的 映 
射 : 了 FF>7eo 是 线性 算 子 , 并且 是 单 射 。 它 的 值 域 是 

{SI1SEB(CLI ->L3) ,8 的 零 空间 包含 bo}. 


3.3.5 颈 * 拓 扑 


当 ( 志 ,是 局 部 凸 空间 时 ,{ 碾 ,的 *# 是 三 的 线性 子 空 间 , 在 ( 工 ， 
可 ?中 也 可 了 以 引进 拓扑 ,党 用 的 是 下 面 的 拓扑 ， 

定 多 ”族人 , 妆 是 局 部 止 空间 对 于 zE 了 ， 作 个 一 及 :一 
了 (Cz), 由 二 1xzEIL} 导 出 的 L+ 的 拓扑 称 为 弱 * 拓 扑 . 

Ls 的 弱 * 拓 扑 有 时 也 称 为 上 的 弱 * 拓 扑 , 但 是 弱 * 折 扑 与 人 z 的 ) 
弱 折 和 不同 , 当 线 性 窑 间 元 存 不 同 的 局 部 凸 拓扑 rz 时， 分 别 有 
及 引 ， 它 们 都 是 区 的 局 部 凸 拓扑 ， 而 弱 * 括 扑 与 三 的 拓扑 了 的 
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英 厌 具 且 由 三面 肾 虽 到 (， 相 * 这 个 线性 子 空 向 有 茹 大 ， 实 际 上 ， 
对 于 匹 的 任何 一 个 线性 子 空 间 ( 仍 记 为 L*) ,把 xEL 固定 两 f(x) 
(fEL 看 作 是 5* 上 的 线性 沦 阔 ， 由 这 种 线性 汉 孙 爹 体 导出 的 寿 
扑 就 是 * 的 加 * 柄 填 ， 记 为 8 只 是 必要 时 表示 区 别 而 已 ，* 的 
坊 # 拓 护 记 为 cD? 上). 

当 L* 是 二 的 线 八 子 空间 时 ,出 定 羡 可 知 , 对 于 JED,x1………， 
fe, 让 0 形 为 

{FfEL*, Jftrs) 一 FE | ee (R=1,2,.…,n)} 
的 集 全 体 是 ol 荆 ', 荆 ) 的 其 ,上 面 和 的 乐 记 为 DCOfo; x … 区 而 
{OOF wuss as 8B) Fis Kn, EO} 

是 GE 瑟 的 局 部 基 ， 对 于 五 * 中 的 网 他 fe >0to(L*， 二 )) 的 | 
充分 上 gg 要 条 件 是 :对 任何 zEz， 廊 (一 0， 驯 * 折 扑 也 即 是 点 点 收 
多 的 拓扑 . 

容易 看 到 , 9 (CL4, 五 是 oft, 吕 相 5* 上 的 话 导 拓扑 , 而 且 拓 
为 {xED} 分 离 上 7” 的 点 ,所 以 902 ,如 是 Hausdorff 大 扩 . 

定理 1(Alaoglu-Bourbaki) 没 (Z, 相 是 局 部 同室 间 ， 8 是 
[Lr 上 的 过 续 拟 范 数 , 则 {ffeL* ,| 了 (8) | 寺 p(%) (zxED)} 是 (5*， 
otL* ,四 ) 中 的 紧 集 . 

证 把 工作 为 足 标 集 ， 对 于 每 个 x&L, 记 下 :一 站 (p(z))， 即 
一 {A1AEK, 141 三 p(2)}， 在 通常 拓扑 下 ， 天 ,是 个 紧 空 间 ， 由 
TuxonHos 定理 ， 彝 积 丘 扑 空间 XX 五 > 是 紧 空 间 、 而 


XE,= {pipiL >K, [p(x) ||P() (rED}. 
接 乘 积 折 扑 的 定 关 ,可 逢 六 天- 中 网 {gpa} 及 元 go 使 pp 一 go 的 充 


分 必要 条 件 是 对 任何 zEL, pox)->qolw). 
在 (LY (了 了) 中 ， 网 二 收 误 手 元 万 也 是 点 点 疾 伍 ， 也 
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A= {ffeEL, fr | ptr)} = {ff EL, |f (xr) Spr)}. 
由 此 ,4 是 共振 -的 子 蘑 ,有 @( ,11 Xi 的 冬 积 村 打 在 坟 


上 的 诱导 拓扑 是 相同 的 ， 出 3.1. 6 定理 1, 要 证 明 4 是 CL",o(L*， 
怠 ) 中 紧 集 , 只 要 证 (4, o (4”, 2) | 4) 是 紧 空 间 , 因 而 也 就 只 还 是 
4 是 乘积 拓扑 空间 多 :中 的 紧 集 ， 下 茄 证 明和 4 是 XX: 中 的 出 
集 . 

设 woE X 乓 - 是 在 下 中 的 元 ， 则 有 4 中 网 {f.] 使 和 >o， 即 


对 于 任何 EL, fr) — po(r), 而 = {多 | PE XxX KEL, PPE}. 关于 


三 中 的 元 r， 护 由 于 疡 fo)->pofz 六 (的 一 > 他 0 的 了 CE 的 一 > 
Po HIB. Fale i y= Fatr) + 罗 见 间 of HF gol) 
pol9), 同样 对 于 xzE 开 及 A 由 jotr) Efs), fdr) 一 Pof4z) 
R faz) = A 2) HT 2 人 3 一 hp60 MW PoEL', BH Fe 1, 
圳 和 4 十 x 五 = 中 闭 集 ,因为 当 丽 :是 紧 空 间 , 田 3.1.4 定 理 3， .1 


是 XX Ks 中 紧 集 .证 毕 . 


在 L* 中 还 可 引进 其 它 的 后 扑 . 

定 灸 ” 设 (ZL,7) 是 局部 是 空 间 ， 荆 :二 ( 工 。z*。， 对 于 (可 中 
有 界 集 4， 令 gi 世 一 区 :fi 一 > sup{|f(2)11zE4}， 让 i944 起 
C5, 5) 中 有 界 集 } 质 决定 的 拓扑 称 为 5+ 的 强 拓扑. 

同样 , 对 于 线性 空间 二 及 七 的 线性 子 空间 ( 仍 记 为 五 ) 这 时 
有 荆 的 局 部 四 拓扑 开 使 (Lz) ”一 L*, 最 弱 的 是 o(D， 5*) =:rr. HH 
3. 3.4 定 埋 2, (+) 中 的 有 界 集 与 (Lo CL ZL*)) 中 的 有 界 集 是 相 
同 的 氢 念 ， 因 丽 对 于 线性 空间 工 及 五 的 牧人 性 子 空间 5*， 就 可 定 
义 Za 的 温 折 村 、 
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交大 是 缀 刁 宇 间 ， 天 是 天 的 识 性 子 室 闻 时， 的 强 后 手记 
为 BL， 了 然 BD 避 比 0， 加强 ， 出 对 了 "中 的 网 
{fe} fs->0CE Ci 的 充分 玫 要 莱 件 是 : 对 于 (tL ot， 中 
的 有 愤 集 4 ,fs 在 和 上 一 致 收 苞 于 


3.3.6 端点 ,Hpeijir-Mrdbna 定理 , 不 动 点 定理 

定义 ” 设 工 是 线性 空间 ;4 是 工 中 凸 集 ， 各 ! 果 soc4d 有 下 列 性 
质 :4 中 元 部 2 上 2E(0，1) 合 z= 二 示 十 蕊 一 站 Zz 时 ,必定 #= 弥 二 
xz 3; 旭 称 ; xo 丰 刀 4 的 端 点 ， 

引 理 1 设 工 是 线性 空间 ,A 是 无 中 屿 集 ,zn5E4， 则 ;是 4 的 
器 点 的 充分 必要 条 件 是 : 对 三 申 主 何 非 零 元 了 加 与 和 一 不 
会 都 在 4 中 ， 

证 必 归 性 是 岂 然 的 . 

充分 性 ”用 反 证 法 ,如果 $A，EEC0， 了 使 加 一 示人 一 


i)z 且 # 关 zz 不妨 设 tg, 这 有 时 2t#-- (1 一 2202 皇 4 记 这 元 为 各， 


荔 见 的 :部 2g0 国 为 天 2 证 一 0 一 525， 于 后 z 天 而 如 二 2 一 
,To 一 一 和 2) 都 在 生 中 ,这 与 假设 才 盾 ， 证 些 . 

下 面 是 甘 王 是 集 端 点 的 基本 定理 , 它 有 很 广泛 的 应 用 . 

定理 I(KpeiH-MuaJEMak) 上 设 全 ,5) 居 局 部 山 Hausdorff 空 
间 , 4 吓人 z 的 目 空 目 紧 集 , 则 人 4 辣 有 器 点 ; (让 记 妇 的 端点 全 
传 为 B, 用 co B=A, 

在 证 明 这 定理 之 前 ， 先 引进 一 个 概念 . 如 果 44 是 局 部 止 
Hausdorff 空间 中 的 非 空 凸 紧 集 , 区 号 是 4 的 非 空 是 周子 集 , 如 五 
下 列 性 质 : 当 y, zE€A, tEC0，) 使 塘 十 红 一 卜 2EB 就 必定 多， 
zB 册 丈 百 王 4 的 面 ， 由 征文 , 如果 吾 赴 4 的 到 : 安 是 吾 的 而 ， 那 
本 2 有 
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2 是 二 的 油田 外 证 绑 可 册 ; 音 点 集 {z 时 是 半 的 商 束 二 
价 于 ze 些 刀 的 号 点 ， 下 让 证 本 定理 . 

证 让 半分 两 此 ， 杰 厦 首 4 是 过 于 一 点 的 站 紧 集 时， 将 定 让 
真主 集 是 它 的 而 ， 吕 下 中 站 两 个 不 加 的 元 2424y 由 于 ( 工 ，T) 是 霹 
部 多 Bausdeorff 空间 , 改 有 jthbT) ?全 Ref (xD) 7Ref (x2)， 记 
二 maxiRef (tz) |z 人 Ed} 并 记 4 二 [rixe4,Ref(lrz) =a}, 由 于 Ref 
是 连续 的 ,和 是 紧 集 ， 莉 舱 大 值 可 达 ， 欠 而 出 韭 空 ， 由 Re] 的 思 
续 性 及 实 线 性 ,Ai 是 凸 亲 集 ， 而 当 护 3 二 (0， 卫 使 得 tyr (1 
-5 时 ,由 

Ref (Da, Ref (2) Ea, tRef (8) | (1— i)Ref (tz)=o, 

BA Ref Cn -Ref (Cz) =a, By, 2EAL. Xe Ref (ri) A Ref (Cr), 
所 以 4 天 4 因而 4 是 4 的 真子 业 且 4, 是 4 的 面 ， 

现 证 4 有 檬 小 的 面 ， 记 B= {BB 是 4 的 面 }, 在 号 中 几 忆 为 
下 序 ， 对 B 的 企 序 子 集 Bi1, 记 站 {83|BEB.} 为 Bi, 由 于 B, 是 全 序 
的 , 所 以 绢 ! 是 联 族 , 因 4 是 紧 集 ,Bi 非 空 ， 又 BB, 砷 西 闭 集 ， 容 易 
验证 B; 是 4 的 面 ; 所 以 Bi 是 ,的 上 界 ， 由 zorn 引 理 , 吾 有 极 大 
护 Bo;Bo 是 有 4 的 极 小 的 如 ， 币 前面 所 证 , Bo 必定 是 单 点 集 ， 如 中 
的 都 个 直率 是 和 4 殉 问 点 ， 

记 4 的 端点 爹 位 为 ,现在 证 明 co B=4， 易 见 co BCA4. 如 
果 coB 了 4, 则 有 woS4 而 zoeEcoB, 由 3.3.3 定 理 2， 有 fe(L， 
T)* 及 E>0 使 Refi(x)<<Refi (x0) 一 上 (zxEcoB),， 如 前 记 5= 
max{Ref1(z)1zS4} 及 作 (Ref1) (15)), 这 是 4 的 面 且 与 co BB 不 
交 , 园 丽 它 有 端点 ， 这 个 端点 不 在 co 8 中 ， 与 BB 是 妇 的 端点 全 体 
矛盾 ， 可 见 co 五 =4. 证 毕 

例 1 天 (1) 的 端点 全 体 是 {A414EK, 14|=1}. 


例 2 I {Cr 3 “22EK, > ES | 三 二 00}， 
n=1 
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对 如 中 元 z= rE 


nl 
,有 z| 委 1}, 则 4 的 端点 会 体 是 {zxEA,z 王 (2)， 有 
使 13" ”| 一 1， 

例 3 6 一 1 人 zz ER, 0}, 记 44 一 {r|zE 
C0s (sup 安吉， 则 有 息 宙 有 问 后 . 


定理 2 设 ( 尼 ,z 是 局 部 凸 Hausdorff 空间 , 4 是 (I 中) 中 非 
空山 紧 集 , 又 BC A4,B 是 亲 集 日 so 8=4, 则 4 的 端点 都 在 BB 中. 

证 用 反 证 读 , 设 m 是 4 的 端点 但 zo 全 BB， 因为 BB 是 闭 集 ,所 
以 有 的 西 邻 城 于 使 加 一 了 与 吾 不 这 ， 取 的 严 邻 域 夏 使 于 一 环 
CVF, 于 是 (xe 二 Wj)NN (B+) 名, 因而 woE(B+ 信 ). 

出 于 BB 是 紧 集 , 位 十 镀 19EB! 是 村 六 BB 的 开 集 族 , 故 有 有 限 个 


BB 中 元 如 ;,…' Ys 使 B 忆 局 Cy 下), 记 4 站 (yr 一 四) 为 A (kK 二 
k=1 


1, 2 A 是 凸 紧 集 ， 双 因 ro 二 5 罗 十 厂 ) 而 zoEE4a， 县 UL A:DB 
如 三 1 

由 于 608=4, 改 66 (44U4iU…U4,)=4， 由 3.3.2 的 引 

音 4, co (4U…Ua4J = co (diUU4， 叉 由 3.3.2 的 引 理 2， 


可 知 存 rsE4dk{ 和 一 1 2 3 及 qeSL0，1], 访 War = 二 1; 使 得 
R=l 


咱 
0 一 > ap 
k=1 


由 于 xoEAi; 玻 ba (k=1, 2 所 区 a 二 1， 2， … 3 至少 
有 一 个 在 40, 瑟 中 , 不妨 设 ef 00 1 于是 


站 C9 n 
下 一 在 | 俱 ] 全 | > “和 一 -在 Ti eh, 这 


上 二 和 
' 
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zo 是 的 端点 地 古 。， 让 年 . 

又 设 ( 五 可 是 局 出 止 Hausdorff 空间 ,4 是 tL, 相 的 非 空 贞 
紧 集 ，zo 是 殷 的 端点 ， 则 灶 于 4 的 闭 子 集 B， 当 20EB 了 时， 必定 
co BA. 

下 面 几 证 明 凡 个 常用 的 不 动 点 定理 . 

定理 3 (Leray-Schaudery 设 {L,7T) 是 局 部 山 Hausdorff 空 
间 , 如 是 侵 , 贡 的 凸 期 集 , 史 赴 4 一 4 的 连续 肌 射 ， 则 多 有 不 动 点 ， 

妆 王 是 有 限 维 室 间 时 ， 定 理 3 就 是 Brouwer 定理 ， 在 第 五 阅 
中 将 在 Banach 每 间 铺 况 下 给 出 这 一 定理 的 证 明 ， 为 了 在 一 般 局 
部 上 是 Hausdorff 空间 的 情况 进行 证 明 , 要 用 到 下 列 的 特殊 情况 : 


记 已 为 人 一 人 Ea | 


pH | <+%} 并 沁 


E=1 


EF= {te , re, + ) Ea 1 29}， 


这 时 ,再 是 局 中 刷 紧 集中 元 x 二 Gr,# 吕 ,的 范 数 用 


I (如 | | ) 


| 
规定 ， 对 百 -> 吾 的 连续 映射 罗 , 多 必 有 不 动 点 。 同 梯 , 对 于 于 的 非 
空 凸 闭 子 集 到 自身 中 的 迷 续 映射 ,也 必定 有 不 动 点 

引 理 2 设 (L,7) 是 局 部 让 Hausdorff 空 间 , 4 是 (5, 训 中 由 紧 
售 , 且 4 至 少 有 两 个 不 辐 的 点 , 忆 P 是 4->4 的 连续 和 岗 射 , 则 必 有 4 
的 非 空 矶 亲子 集 B 使 BEA H w(tB)YCB. 

证 由 于 症 比 z 弹 , 而 下 是 工 的 Hausdorff 拓扑 ， 因 此 xz 
和 ?+ 在 44 上 的 诱导 拓 扩 是 同一 拓扑 ， 因 市 不 妨 设 t=. 

设 字 1, 名 ;是 五 * 的 子 集 ， 如 果 对 性 何 fEF!,， 当 7, #4 使 得 
8 -9 9) 对 代 个 gE 成 立时 就 全 时 fr = 天 的 7)， 裔 
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称 7, 由 字 , 所 决定 址 学。 中 和 容易 看 到 , 当 沁 ;决定 疡 肝 ， 
如 时 实 s 中 径 个 元 习 上 个 韭 零 数 , 凤 得 的 集 信 决定 多 ， 殉 : 中 元 都 
莱 -… 非 零 数 时 ,也 仍 被 天 避 定 ， 

现 设 捷 全 ,本 二 由 于 史 在 4 上 连续 , 4 是 紧 集 ,所 以 Pm 在 4 上 
是 一 致 连续 的 ,六 gp 也 是 在 4 上 一 致 连续 的 .因而 对 ze>0, 有 0 的 邻 
域 下 ,也 上 肥 有 有 限 个 ( 工 , 实 * 中 元 天 ,…， 王 及 56>>0， 当 x， 和 使 得 
[flr) fi CF) | R= 1,2,.°8) Br, EAR, | 9 ® — (fop) 


(的 |<e 也 即 |f(e(a) 一 fp(D1<e 对 于 e= 了 计 , 了 ,… 孝 有 


有 限 个 (9 "中 元 ,因而 总 其 盏 多 是 一 列 元 ffo, 这 一 到 元 tf) 昌 
然 有 下 列 竹 质 ; 当 ;9E 玫 僵 户 (一 记 ( 作 时 名 =1 2 ;fg 人 az) 
-pn) 冯 了 可 以 由 一列 元 所 沁 定 .同样 ,ff 中 每 一 个 可 由 
列 (L,)* 中 元 决定 ， 阅 咱 又 由 一 列 ( 开 , 丰 * 中 元 fg 中 使 由 719。 
所 决定 ,依次 又 有 -- 列 元 {fn} ,使 {9} 由 {ho} 所 决定 ,等 等 ， 记 
= (ff}U {frst U ign) U the} yee 

则 多 仍 是 可 列 集 , 且 多 出 窑 本 身 所 决定 ， 欠 此 ,任何 fs(L,)* 
都 有 (7?) * 的 可 列 集 家 ,使 得 在 床 日 学 由 议决 定 . 

由 假设 , 4 至 少 有 两 个 水 同 的 点 xo, 各， 从 而 有 foSE CL 让 * 使 
foCzo) 关 fofyo)， 于 是 有 (中 * 中 一 个 可 列 集 ,使 fo& 灾 且 灾 由 
字 决定 ， 记 到 := {13}. 

由 了 于 六 在 4 上 有 措 ， 疏 可 在 每 个 加 上 土 委 一 非 零 数 ,不 妨 设 邯 
为 各 本 身 使 得 [fa(2) << 二 (n=1,2,3,…, 2E4), 


令 T 了 :A>B,r->(fi tr), 07 入 
映射 人 :4> 呈 有 下 列 性 质 : 他 了 了 (4) 是 让 集 ; (i 站 当 z，yE4 使 
二 了 T¥ 时 ,TCP(TD 二 T(EP0D); (i 全 是 连续 的 , 现 证 明定 的 这 
些 性 质 . 对 于 子 (入 中 元 7z Tyr 六 (00, 了 0), 出 (1 一 
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i yeEAH TEx 一 站 二 1 一 修了 Ty 好 知人 (CD) 是 凹 沫 . 
如 因为 {f 让 出 自身 决定 ， 因 而 当 z，#EA4 使 Tx= Ty 时 ， 肥 (2) 
三 看 C1250 下; 从 而 CCD) 二 J 了 (PCDXn=1,2,…*); 教 T 
(pz) 二 了 (p(y)) ,最 后 ,对 于 #0oE4d 及 82>0, 有 办 使 py <e, 


Pr 


i 62= / 广 ， 当 xE4 且 >EO(zo fi fy 0) 时, 


Tre—Trol’ = Dfes)— fr) | NG+4de= Se, 


六 = 
由 此 即 知 节 是 4-> 妃 的 连续 星 射 , 从 面 中 4 是 轨 中 凸 紧 集 . 
作 有 映射 :TC4)->T(4) 如 下 ; 对 于 zE2 4，z= 一 TryEd)， 令 
可 二 一 下 9 四 由 上 面 的 (四, 亚 的 定义 是 确定 的 ,同样 对 于 zoETCA4) 


及 # 汪 0, 先 取 彤 使 全， 让 < 并 i 记 8=Ve: 当 zET (A) Blz 


— zo -<6 时 ,了 | 中 元 zo 皇 Txo= 20; TX= 29 则 
EAC 一 天 (2o7 由 
=[T(prD — TP) 全 fp Cr) — fpr) | 


起 二 1 


NPD fp fg) — fp) 


|z—200+t de=Se, 
所 以 是 (4) 一 TT(4) 的 连续 映射 ， 由 
殴 玫 有 不 动 虚 每 记 B= 了 115)= 一 {zx|xEA，z 一 站， 因为 是 
的 不 动 点 ; 压 由 网 的 定 头 上 顷 LB8)CB, 8B 起 山 集 , 且 由 了 和 这 
性 ; 吾 是 闭 灶 基因 {f 中 有 一 个 是 六 的 庄 零 倍数 ; 亦 了 的 值 域 至 
少 用 两 个 不 同 的 点 ;就 BA4.， BB 符合 要 求 ， 证 毕 . 

定理 3 的 证 明 ”没有 3 契 局 部 山 Hausdorfr 空间 ( 工 ,z) 的 非 空 
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凸 莫 集 , 吧 是 4->4 的 连续 肌 射 ,如 条 吾 是 4 的 非 窗 凸 闭 子 集 且 人 岂 瑟 
人 中 ， 就 称 吾 是 史 的 不 变 子 集 , 在 4 的 不 变 子 集 企 体 中 以 忆 为 半 序 ， 
类 但 于 开 pegfH-MaHoEMaa 定理 的 证 明 ， 可 知 这 时 Zorn 引 理 可 以 
应 用 ;从 而 有 极 小 的 FP 的 不 变 子 集 ， 但 由 引 理 2 , 模 小 的 不 变 了 了 集 
必定 是 单 点 集 . 这 个 点 就 是 FF 的 不 动 点 , 藤 w 必定 有 不 动 点 .证 毕 ， 

定理 3 是 对 于 局 部 三 Hausdorff 空间 的 非 空 凸 紧 集 到 时 身 的 
连续 映 六 都 成 立 的 ,对 于 映 英 下 役 有 瑟 性 的 要 求 . 

定理 4(Mapros-Kakutani) 法 (LL，T) 是 局 部 山 Hausdoerff 
空间 , 4 是 ( 世 , 的 非 室 凸 紧 集 , 六福 B(L 一 5), 且 对 十 人 ,SE 
成 立 T5= 5ST， 和 如果 (对 任何 TE)TCD)C 4, 则 党 有 xzE4 《对 任 
. 何 TESYTx= zx 

证 首先 说 明定 理 的 意 轧 ， 这 个 定理 是 说 ， 和 如 果 这 是 局 邮 帆 
Hausdorff 空间 ( 工 , 让 淹 自 和 封 的 -- 浇 两 两 可 交换 的 线性 连续 算 末 ， 
叉 ( 工 ,+) 的 韭 空 凸 紧 集 4 是 关于 每 个 TE 的 不 变 集 ， 则 4 中 必 和 有 
元 zz 居所 有 TE 多 的 不 动 点 . 

对 于 TE ,由 于 TCDCA4， 故 他 限制 企 4 上 必 4->4 的 连续 
映射 因而 由 定型 3， 在 如 中 有 不 动 点 ， 记 dr 二 4x1zE4, Tz 一 
7?}， 萄 见 4r 是 4 前 韭 空 号 闭 子 集 ， 交 对 丁 8E 信 , 当 x 人 E45 时 ,由 
于 SrzrE4 日 了 Sr= STr- S72, 所 以 SzE A475， 轩 此 ao 是 总 的 不 变 集 ， 
同样 由 于 47 是 耳 紧 僻 ， 故 有 歼 4z 使 By- 9 因此 ,gE Ar 门 二 .中 
归纳 法 易 证 ， 光 于 中 有 限 个 全 TT, dz, 们 Ar, 门 人 们 47， 
是 非 空 的 ,于 是 {4r1T 了 EF) 有 有 限 交 性 质 , 出 于 4 是 紧 的 ， 和 从 dz 


TE 
于 空 ,从而 有 7z€ 门 45) 即 Zz x (PTE) 这 个 zw 就 是 仿 中 元 的 


TET 


公共 不 动 点 ， 证 毕 . 
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§ 3.4 几 种 局 部 下 空间 


前 节 中 讨论 了 局 部 同 空 间 ， 这 就 是 拓扑 想 由 一 禾 拟 范 数 决 定 
的 拓扑 线性 空间 ， 拟 范 数 也 谣 是 均衡 号 开 集 的 Minkowski 泛 戎 ， 
本 字 要 讨论 几 种 有 菏 些 特性 的 局 部 凸 空间 及 构造 饲 部 上 同 拓 扑 的 党 
用 方法 . 


3.4.1 转 空 间 

定义 ” 设 二 ,要 是 局 部 凸 空 疝 , 如果 在 全 ,二 的 行 界 集 上 到 值 
总 有 界 的 氛 范 数 指 存 CE, 世上 上 连续, 则 你 ( 工 ,T) 足 有 界 潼 的 ， 或 称 
{ 工 , 是 围 空间 (bornological space}. 

定理 1 设 { 工 ,让 是 局 部 辆 空间 , 则 下 列 各 点 等 价 : 

(站 (zz 是 淹 空 问 . 

《ii 咀 收 每 个 有 异 集 的 均衡 砧 集 划 以 0 为 内 点 . 

《iiy 对 任何 局 部 凸 空间 (I ft ， 把 (I 如 的 有 界 集 上 也 射 成 
{DT 中 有 有 界 集 的 线性 算 子 全都 十 连 续 的 ， 

证 全 信人 ii) 设 雪 , 世 是 关 空 间 , 双环 足 人, 裤 中 吸收 每 个 
石 给 集 的 均衡 凸 混 ， 记 本 的 Minkowski 泾 函 为 了 对 CL, 丰 的 有 


界 集 4， 有 e>0 使 #4C， 敲 nems1(rE 用， 因而 区 ID 二 二 


《zEd4) 山下 在 有 和 界 集 上 是 右 界 的 ， 册 全 ,三 是 图 空 间 ， 卫 是 连 线 
的 , 由 3.3,3 和 定理 5 CO00 ;1DEr， 关 由 3.3.2 定 理 1 ,0(0; Zp;1) 


《二 (iii 设 Co 是 局 部 上 同室 间 ，TEZL(CL-*L) 且 了 把 
[ 疡 瑟 的 和 办 集 疏 射 成 Pr 的 有 剧 集 ,于 是 对 Pr 的 届 衡 几 
让 和 站 的 条 域 吕 故地 :本 的 有 界 集 4， 有 as0 俩 8 训 (CC， 从 坑 


第 :…: 章 折 扑 线性 窗 画 加 
eACT-O)， 所 以 P71C 胃 吸收 0 中 的 有 界 集 , XF- 0D) 见 然 导 
均衡 二 集 ,因而 了 -CO) 以 6 为 内 点 , 帮 卫 在 0 点 连续 ;由 3.2.3 9 
理工 ,中 是 连续 的 . 

(iib > G) 用 反 证 法 ， 设 有 上 上 拟 范 数 p, 2p 在 有 界 集 上 有 
异 但 不 述 续 、 设 是 决定 拖 神 工 的 五 的 拟 范 数 族 , 记 P=PU tp)， 
由 Pi 决定 的 拓扑 记 为 ,由 3.3. 3 定理 7， 在 (L,7) 与 (5,7t1) 中 
有 同样 多 的 有 界 集 ,但 ri 十 r 而 而 天 t， 从 而 TL 一 (LT): 
zF~>z 不 连续 而 且 把 有 界 集 变 成 有 界 集 , 5 假 设 予 盾 ， 证 毕 . 

由 3.2.45| 理 2 的 系 ,线性 连续 算 子 把 有 界 集 映射 成 有 界 集 ， 
而 定型 1 说 明 , 园 空 间 是 这 样 的 局 部 凸 空间 ; 其它 到 任 -局 部 西 空 
间 的 线性 算 子 ，“ 有 界 性 ”( 名 把 有 界 集 胰 射 成 有 界 集 的 性 质 ) 与 连 
续 性 是 等 价 的 

定理 2 满足 第 一 可 列 公 型 的 局 净 凸 空间 是 则 空间 . 

证 设 (Z,7) 是 满足 第 -可 列 公 理 的 局 部 四 空间 ， 这 时 可 取 
一 列 0 的 均衡 号令 域 {0d 尾 + 的 局 部 此, 并 且 可 使 这 列 邻 域 0 
OO0.…. 沁 0。Minkowski 证 函 为 pu fa 是 决定 的 氢 范 数 瞩 
目 和 i(z) 扫 玫 (z) 雪 机 (rz) 二 (CEZ， 如 也是 在 有 界 介 上 有 界 的 拟 
范 数 , 要 证 是 连续 的 . 用 反 证 法 , 由 3. 3. 3 定理 5 ,对 任何 自然 数 
2 有 znS 荆 村 (zn) >>tnfzn 适当 乘 下 数 后 ， 可 以 设 Ptr) 之 1 
而 2(2w) 之 ,这 样 得 到 的 一 列 元 [2} 所 成 的 集 是 有 界 集 ( 因 对 任何 
supPr(xn) 之 一 o0), 但 ?在 这 集 上 无 界 , 这 与 假设 矛盾 .证 毕 . 

系 ， 设 (要 是 局 部 凸 空间 是 下 关 f， 则 (Lr") 不 满足 第 一 
可 绚 公 理 ， 

证 由 于 T:(L, na->(EDO:zr zz 是 把 有 界 集 变 成 有 界 
集 的 线性 算 子 但 不 连续 , 由 定理 1 , (Z, rr) 不 是 园 空 间 ,故人 Zr) 
不 满足 第 一 可 列 公 理 ， 证 毕 ， 

没 (5, 中 是 局 部 册 空 间 , 记 = {pip 是 荆 上 上 拟 范 数 ,p 在 (Z 了 
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的 有 界 集 上 有 有 办 ;、 由 这 样 的 所 决定 的 扫 扑 { 忆 与 rt 有 共 ) 记 为 
7， 易 见 # 比 ft 强 ， 但 (IL,7) 的 有 界 集 与 (LL，7r) 的 三 界 集 是 同样 
多 的 . 

定理 3 证 {, 世 是 局 部 凸 室 疝 , 则 

0) t= (9; 

(iD (5,?) 是 轩 空 间 的 充分 必要 亲 件 是 f= 二 +. 

证 人 0 由 六 的 作法 ,可 知 定 仅 与 + 的 有 界 集 金 体 有 关 ， 由 于 


r",t,? 的 有 界 集 都 同样 多 ， 即 知 ?* 二 ?= (?) . 

GD 如果 (zz 是 固 空 间 ， 旭 决定 拓扑 了 的 拟 范 数 让 已 中 的 
每 个 7 了 都 是 ( 工 , 丰 连续 的 ， 所 以 了 比 r 弱 ， 从 而 =f， 反之 如 曲 
?二 ,由 于 上 述 卫 中 的 9 当然 契 (L,?) 上 连续 的 ， 从 而 在 (LT) 上 
连续 ， 所 以 { 工 , 中 是 园 空 间 ， 证 毕 . 

系 设 (L,7) 是 局 部 凸 空间 , 则 (,?) 是 辐 空 间 . 

易 见 是 使 得 (L, 避 的 有 界 集 不 减少 的 条 件 下 的 最 强 局 部 由 
拓扑 . 

对 于 线性 空间 二 , 任 取 殊 的 线性 子 空 间 瑟 , 作 工 的 折 扑 oC 


丰 , 再 作 了 (六 请, 就 得 到 使 成 为 网 空 间 的 拓 翰 ， 而 每 个 使 五 成 
为 固 空 间 的 局 部 由 拓扑 + 都 可 这 样 得 型 < 取 下 为 (Zr)* 即 可 ). 但 


二 的 也 个 不 同 的 线性 子 空间 与 下 ,可 能 会 使 HD 了)==5CD FF 


3.4.2 精 式 空间 


定义 ”局 部 同 空 间 ( 上 , 7?) 中 的 均衡 凸 闭 吸收 集 称 为 (上 ,了 中 
的 畏 (barreD .在 局 部 是 空间 ( 工 , 7) 中; 如 果 每 个 桶 都 以 0 为 内 点 ， 
则 称 ( 工 , +) 是 权 式 空间 (barreled space). 
完备 的 可 诬 化 的 局 部 号 空 室 间 称 为 Frechet 空间 完备 的 
研 范 线 黎 空间 新 为 Banach 空间， 
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定义 弯 友 是 拓扑 空间 (sr 上 的 实 值 国 数 ， 妇 果 对 任何 全 
RR, {fz[e2fzos 是 闭 集 , 则 称 史 在 (,r) 上 是 下 半 连 续 菌 数 ， 炎 
位 地 ,如 虚 对 任何 gE 民 , {x (7) 守 中 是 闭 集 ， 则 称 罗 是 CX, 三 
的 上 半 连 续 函 效 . 

吉 风 对 于 (世上 的 实 值 国 数 m，y 住 (了 ,5) 上 连续 的 充分 
必要 条 件 盐 ; 有 是 上 半 连 续 旦 是 让 半 连 续 的 

引 理 1 设 4， 芭 是 局 部 凸 空间 ， 2 是 达 上 的 拟 范 数 ， 那 


末 

人 {z1p(z) 和 1} 是 桶 的 充分 必要 条 件 是 2 下 半 连续 

CD Cz, 让 中 捅 4 的 Minkowski 泛 函 P 是 下 半 连 续 的 ,而 于 
A= {x |p) El. 

证 “人 提 对 于 全 ，z) 的 拟 范 数 9，iz12z) 近 二 旦 均衡 四 吸收 
集 ， 因 而 当下 六 连续 时 , {zxz1p(7) 志 二 } 是 祖 , 反 过 来 ,如 fx;p(2) 
<1} 是 桶 , 即 这 是 妆 集 时 ,对 任何 as>>0，{zl2(z) 拉 时 -afzip(z) 
志 由 是 闭 集 ,而 tz1p(7)<<0} = 有 {lp(2)a， 故 也 是 闭 集 ， 当 


2a<0 时 ,fz|B(z) 安 时 是 打 , 所 以 卫 是 下 半 过 续 的 . 
(这 如果 4 是 (的 捕 ， 了 是 站 的 Minkowaski 谤 国 ， 由 于 


4Cfzjptzysty， 醒 对 于 使 2 六 三] 的 元 办 一 YE4C 一 1， 


2,…)， 人 也 4 是 闭 集 ,9 > ,所 以 JE 4 因而 4= {12(z) 志 1}. 由 


(i) pp 是 下 半 连 绪 的 .证 毕 . 

定理 1 设 (5, 是 局 部 店堂 他， 则 (IL, 了) 是 桶 式 空间 的 这 分 
必要 条 件 是 : {L, 中 的 下 半 连 纵 拟 范 数 都 是 连续 的 . | 

证 由 引 理 1 及 3.3.3 定 开 5 即 得 ,证 毕 . 

. 定理 2 Frechet 空间 是 桶 式 空 间 . . 

证 谈 (hsT) 是 Frechet 守 问 ,和 是 (Cr 的 梢 ， 由 于 4 是 驱 
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Pr 


收集 ，( #4=L， 径 个 nd 是 闭 集 ,看 3.2.6 定 地 4， 故 有 mo 个 


Rl 


得 zo4 有 内 虚 { 设 为 zo), 于 四 有 9 的 铝 域 0 使 得 zo; OCnoA4， 从 
而 OCmo 4- maC2xo4, 二-OC 4 , 禾 和 4 以 0 为 办 虑 ,CE 是 桶 起 
时 


空间 ， 证 毕 . 

定 尽 ” 设 (Zr), (za rw) 是 局 部 凸 空间 .CB(L>Ls){ 即 
8 是 一 族 五 -> 五 的 线性 连续 算 了 ), 如 果 对 9 的 任何 mm 邻 域 0, 有 
0 的 ri 邻 域 下 使 FF(PJ)= {PzlI7ESzecT)CO， 朵 称 今 是 等 度 
连续 的 . 

定理 3 设 ( 工 ,ri) 是 桶 式 空间 , (5oy to) 是 局 部 四 空间 ,又 六 
CB(CL,->5o), 如 果 对 任何 ze {Tz1TE5} 是 (Lsy To) 中 有 办 廊 ， 
则 是 符 度 连续 的 . 

证 对 于 0 的 均衡 是 的 记 邻 域 0, 记 0, 二 0， 出 于 0410， 
C0, 故 D1CO,51 是 (Loar) 的 均衡 同和 舍 , 对 于 TE ,TT-"(DD) 是 (L， 
rt1) 中 的 均衡 是 闭 入, 记 W = 人 T7101,)， 研 是 (L,Y) 中 的 均衡 


蔬 闭 祭 ， 对 人 征 何 zsE5, 由 于 {xz 1TEF} 是 CLz, 7T2) 中 有 界 集 , 故 有 
ze 交 0 使 iTx|TE}CO,, 从 而 ezS 诈 ， 所 以 玉 是 [ 工 , 中 吸 中 
集 , 即 环 是 桶 . 从 而 丰 (2 如) 的 0 的 邻 域 YCW, 于 是 (CO, 
已 , 即 入 是 等 度 和 连续 的 ， 证 毕 . 。 

么 全 - 致 有 有 界定 理 ) 设 ( 人 or 是 桶 式 空 间 , (ZEsr) 是 局 部 四 
空间 ,了 CBCD 王 Lo) ,如果 对 任 和 说 xEL {Tz]TEZ} 是 (Lo,72) 中 
有 异 集 ， 则 对 (Lis Ti 中 有 界 集 委 (A) 是 有 界 集 . 

证 波 44 是 (or 中 有 界 集 ， 对 于 0 的 rs 人 部 域 人 有 0 的 =: 
加 域 下 使 宁 ( 让 CO, 从 而 有 2 守 0 全 24CV, 和 于 是 eFC 
0D, 克 玉 CEs 和 的 在 界 集 证 毕 . 
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定理 (中 训 局 训 由 二 间 ;下 忆 (CL; 如 ， 则 如 起 竺 诬 注 
继 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 xEL, sup{ |fCT) [TfEF}< | oo, 了. 
sup{ [f(z)1 feEF!l 是 (上 ,人 上 的 连 绪 拟 范 数 . 

证 必要 性 设 卫 是 深度 连续 的 一 族 线 件 连 续 泛 国 , 则 有 0 的 


邻 域 7 使 P(V)CE( 雪 ) 对 任何 zEL， 有 60 使 得 ezEyr， 因 而 


(Cz)1 < 地 (EF)， 歼 sup{|f(z)1|fEF}<< 记 < 易 见 sup 


{f(z911fE 相 是 上 拟 范 数 , 记 它 为 PD, 则 VCOC0;2;1), 由 3. 3.3 
定理 5 基因 2 是 (5,7) 上 的 连续 拟 范 数 . 

充分 性 ”如果 sup 站 f(z911fE 下 是 连续 的 ( 报 范 数 ), 记 人 尼 为 
人 则 OCO; ;1D)Er， 记 吕 (0; ;为 邢 ; 则 了 CW) 信 下 (1), 因 丽 对 
任何 e 守 0, FFD)CKCe), 册 下 是 等 度 连 续 的 .证 毕 . 

系 设 (L,7) 是 局 部 号 空 间 , 对 于 (LT)* 的 等 庶 连 续 的 下 , 记 
Pr (Cz) Sup{1f (| |eF}YOD {pel FCCD, T+, 和 守 订 连续 } 决定 
的 工 的 拓扑 等 于 赤 

证 ”因为 当 FC (CCPr)# 且 如 季度 连续 叶 , pr 是 连续 的 , 故 12r， 
CCL,Y)*+, 下 竺 庶 连续 } 抉 定 的 拓 补 比 T 给 ， 为 一 汾 面 ,对 于 ( 工 ， 
rt 上 的 连续 所 范 数 p,， 记 fF= {ffED TD 和 p72ED)} 则 
FC(L, rT)*, 且 由 Hahn-Banach 定理 , 可知 Ps-=p， 由 定理 4, 是 
靠 座 连 续 的 , 可见 ( 工 ,的 经 个 过 续 拟 范 数 在 Lpr} 中 ,从 而 这 族 拟 
范 数 即 (L 上 ,rr) 的 连续 氢 范 数 全 休 , 故 它 识 定 的 拓扑 就 是 *. 证 毕 . 


3.4.3 iackey 空间 

定 发 ” 设 伺 ,如 是 局 部 凸 空间 ， 如 时 对 于 儿 开 强 而 不 等 于 
的 工 犁 局 部 凸 拓 太吉， 必定 ,TD# 玫 (DD，T)#， 就 称 { 荆 ， 相 赴 
Mackey 空间 . 
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由 定 光 ，( 了 五 ,本 是 Mackey 空 判 起 指 : 是 工 的 局 部 凸 拓 钼 ， 
而 县 在 tt 慧 工 的 局 谊 是 朱 各 ,CL TD# 二 (五 ;候车 中 ,也 有 妈 匡 开 
休 由 同 的 并 (线性 连续 泛 消 全 体 ) 的 局 部 是 拓 扩 中 ,7 是 “ 极 强 "的 . 

引 理 1 力 空 间 是 Mackey 空间 ， 

证 设 二 ,可 是 障 守 向， 刀 于 雪 是 比 了 强 的 局 部 止 拓扑 旦 有 
LT 二 (LT) 有 同样 多 的 有 有 
办 案 ; 所 以 TD PDT :x 一 > x 把 有 界 集 映 揣 成 有 愉 集 , 因为 
中越 半 宣 间 , 出 3.4.1 证 举 1 ,全 是 达 续 的， 所 以 当 VEr 时 ， 
了 IfP = 下 起 z 开 集 , 区 riCr 从 而 本 二 rr 因此 比 工 强 而 与 全 人) 
有 相同 帮 的 局 部 匡 拍 折 坚 定 盐 rr， 即 (5 中古 Mackey 空间 . 
证 毕 ， 

定 尽 设 忆 ,本 是 局 部 山芋 间 ， 如 果 是 并 的 局 部 凸 拓扑 且 
(TD (Er 风 和 zt 是 zz 的 相 容 拓 扑 . 

易 见 料 容 打 站 :的 概念 是 对 称 的 。 的 最 能 相 容 拓 扑 是 3 
的 相 容 拓扑 也 即 亚 的 相 容 拓 扑 . 

对 于 局 部 凸 空间 全, 7 ， 记 Lt 二 (LT)#, 下面 再 引进 一 些 记 
号 及 荆 * 的 一 些 招 扩 。 (D5, 避 的 此 室 有 内 集 全 体 记 为 BtL,T). 对 
于 AEB(L, TDD), =Su0p{|f(7D); 12EA} (ELY)， 易 见 94 是 
Lt 上 的 拟 范 数 ， 当 和 是 一 族 t 世 ,7 的 非 空 有 寞 集 财 ,出 

{924| 4EA} 
决定 的 + 的 拓扑 称 为 + 的 和 一 臻 收效 拓扑 . 

当 取 和 是 互 的 单元 集合 体 果 ,天 的 和 一致 收 伍 拓 扑 就 是 L* 
的 弱 * 折 扑 GE 下， 当 取 和 = 人 本 时， 天 的 入 一 玛 收 误 拓 
直 就 是 天 的 强 拓扑 后 ( 0) (WW 3.2.5). 

由 3.3.3 定 理 9, 对 于 瑚 中 的 圆 {f} ,在 和 一 致 收 化 拓扑 下 
的 所 >0 千 价 于 对 仔 合 AEA TC 一 0 也 加 

supilfaz), ad >0, 
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江 以 记 识 是 在 在 休 丰 A 上 ,所 是 一 致 改 化 了 于 0 的 . 

1 的 驻 * 林 种 类 和 伺 , 荆 的 态 -- 收 碧 钱 括 扩 与 土 的 拓 护 + 的 
闫 对 并 不 太 密 切 ，r 只 是 对 上 ”这 个 全 的 大 小 有 影响 , 头 而 对 于 线 
性 至 间 碟 收 志 前 线性 子 空 间 ( 仍 记 为 卫生 可 以 定 交 于 的 太一 
叙 收 敛 拓 和 盾 . 

类 似 地 ,如 志 是 线性 空间 ， 五 是 -- 埃 工 上 线性 泛 畏 , 当 玉 在 工 
上 点 点 有 界 ， 即 su0p{ IFC291 EB} 之 + 00( 对 任何 x 所 了， 化 就 是 
当下 是 (Dot; 说 ) 中 和 非 窑 右 界 集 时 , 记 

prtr)=sup{|f (rfFEF} ED) 

zz 是 工 上 拟 讽 数 ， 而 当下 是 :族人 ,af 全 )) 的 ( 非 空 ) 有 界 集 
村 , 由 {pri 六 EF} 决定 的 工 的 拒 扑 称 为 工 的 FF 一致 政 化 拓扑 

引 理 2 设 (,?) 是 局 部 凸 空间 ,了 CCL TD)*,， 是 (L*,o tL* 
二 的 均 复古 闲 集 , 又 FoE (了 二 ，r)# 使 上 ZESSStp 人 GET 了 GE 有 
CzED), FoEF,. 

证 用 反 证 法 ， 如 果 foeF， 于 是 有 Woe (Lt otDL*, DD))*, 
e20 使 Rego() <Repolf) —e (EF). 
由 oCL*, 荆 是 由 线性 泛 依 族 导 出 的 拓 扩 ， 恋 有 zoEL 使 得 of) 
三 (zo) (FEL*)。 上 拓 面 

Relf (zn i <Refotzn) 一 ED. 
由 玉 是 均衡 集 , 即 得 | (zx0) | < 二 Refotx0) 一 2(fE 隧 ， 所 以 
sup{lf ro) {| fEF) ERefotro) elfolre) | ~—e, 

与 假设 矛盾 , 故 foS8F， 证 毕 . 

定理 1(Mackey-Arens) 设 (Z, 了) 是 局 部 同 空 间 ， 记 双 是 
oD*, 荆 )) 中 均衡 凸 紧 集 企 体 ,并 记 工 的 卫 , 一 臻 收效 拓扑 为 
riy ya 在 工 揭 局 郊 凸 拓扑， 则 rs 古 7 缴 相 容 拓 朱 的 充分 必要 条 件 
pre dt 


证 必要 性 设 友 是 二 的 相 容 操守 ; 民 然 C7s， 如 加 是 (， 
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2) 的 连续 所 忠 数 , 记 产 三 天 FOOTER ) ,Nahn 
-Banach 定 虹 (3.3.2 定理 3 人 了 系 7. PCF)="supi| 了 (XfER} (FE 
帮 ), 由 然 下 是 均衡 凸 集 , 用 PC (CL, Ton = (4 二 工人 .由 Alao- 
glu-Bourbaki 定理 (3.3.5 定 财 1D, 启迪 (Tt or(D TD) 
中 紧 集 , 肥 正 起 (L#, er 了) 出 紧 集 ， 所 以 FEE， 用 2=Bey 收 
全 ,rs) 的 连续 拟 范 数 者 在 决定 折 扑 的 氢 范 数 族 中 ， 因 击 7s 忆 
1。 

充 劳 性 ”区 果 zCrCr 刚 (五 rr CC CTC (Lr) ， 
忆 要 证 明 ( 五 ,0)# 一 (rt 一 无 拉 ， 刘 果 户 E( 有 ri 中 则 有 下 中 
有 限 个 Rs 可，,…; Rs 及 数 局 使 得 

[Fox | Cmax per) Pe TN ED), 

记 了 一 CR 一 Fa )， 由 十 油 紧 集 相 矶 仍 是 紫 集 , 轩 南 
| 理 2 ,Joe 因而 foc， 
唐 Dr CL#, 因 此 (tL, Tw* =5*。 还 毕 ， 

定义 ” 设 全 ,7T) 是 局 部 是 空间 ; 记 (L*,o(L*,)) 中 均衡 号 紫 
集 全 体 为 Fi， 则 称 工 的 FF 一 铬 收效 拓扑 为 + 的 Mackey 拓扑 .= 
的 Mackey 拓扑 记 为 CL, 荆 *). 

由 Mackey-Arens 定理 ,T (ZL, 工 *) 是 最 强 的 7 的 相 容 拓 赴 . 

詹 全 ( 亿 ,要 是 局 部 凸 空间 ， 则 全,r) 是 Mackey 空间 的 充分 
必要 条 忻 是 一 z( 卫 ,五 4 

显然 , 的 Mackey 拓 外 仅 与 (上 ,rT)* 有 关 . 

如 果 工 是 线性 空间 ,对 于 xzEL, 令 2( 站 =A(7)(fELD) ,这 时 2 
和 (5 映射 FF 一 > 全称 为 世人 映射 ， 厂 人 瑞 射 记 为 上 易 见 日 是 
五 -> (0 的 线性 算 子 ， 通 常 在 使 用 时 , 往往 把 2 只 看 成 在 二 的-… 
部 分 上 定 久 的 函数 ， 例 如 对 局 部 凸 空 间 亿 , 阅 ， 把 全 着 作 在 天” 下 
的 线性 沦 函 ， 但 仍 把 2 记 为 9x7，L* 的 弱 * 据 邱 就 是 由 494) 学 出 
的 拓 拉 ,五 * 由 国 {} 隐 器 * 折 直 于 的 收 代 就 是 在 关上 的 点 点 收 伍 ， 
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引 理 3 设 (L, 避 是 局 部 凸 衬 间 ;在 (+ ot， 世 * 中 有 怠 … 
拓扑 ， 则 杠 大 映射 8 是 红 , 7 中 一 CL*，o (DL*#, 荆 ))# 的 连续 开 上 映射 
《 即 8 把 开 集 映射 成 开 集 ), 文 当 (5,7) 是 Hausdorff 空间 时 , 8 是 
同 胚 映射 ， 

证 由 于 cz (4# 瑟 是 由 8 人 7) 导出 的 拓扑 ,前 (二 # oCL*, 工 ))* 
=f(， 所 以 9 是 满 射 。 对 于 工 中 的 网 {2。}, 2。->0Cr™) 等 价 于 对 
任何 fEL?* 成 立 了 (oD 一 0, 这 时 (920) (有 一 0, 战 9x,->0( 在 (L*,o 
(ZL#, 荆 ))*# 的 弱 * 拓扑 下 ), 所 以 8 是 连续 的 ， 

对 于 了 fnEL*,e>0, 记 0O={z|zEL, |fiCr)| <e(k=1, 
2 8] 及 记 全 三 { 和 | ED), [p(tfe) | <e tr=1,2,.,1)}, 由 
于 对 zE 工 及 EL*) 成 立 (c) (有 一 和 7), 所 以 有 OO 关公. 因为 二 
把 全 ,rz”) 的 局 部 基 中 集 映射 成 开 集 ， 改 9 是 个 开 映 射 . 

当 { 工 , 丰 是 Hausdorff 空间 时 ,对 于 鞋 中 不 同和 的 元 *,y， 有 fE 
IL* 使 ZX) 关 了 ( 引 ; 从 而 8x 了 关 89, 故 0 是 单 射 ,由 8 是 开 上 映射 ;, 静 站 
浅 连 续 的 ,所 以 日 是 同 胚 瑞 射 . 证 毕 . 

定理 2 设 {L, 相 是 局 部 凸 空间 , 记 ( 人 ,下 ) 的 均衡 凸 紧 集 金 体 
为 太 ,, 则 ZE 的 六 ,一致 收 敲 拓 护 就 是 oCL*, 也 的 Mackey 拓 站 ， 

证 olZ*, 荆 ) 的 Mackey 拓扑 是 (人 (有 ，o 人 (st)) 的 均 
窒 凸 紧 集 全 体 所 相应 的 五 * 上 的 拟 范 数 族 决 定 的 拓扑 . 当 A4EA, 时 ， 
8 四 是 局 全 ,zt 人 4 ) 的 均衡 止 紧 集 . 另 一 方面 ,如果 也 是 
(9() ,oD), 工 *)) 的 均衡 唔 紧 集 , 记 五 =0 人 (87， 显 然 下 是 均 
衡 凸 集 目 93) 一 FR， 如 果 二 ,Tr 的 开 集 族 {0.} 履 盖 五 ， 作 华 族 
{PIF 是 (I,f 下 中 开 集 ,有 足 标 ow 使 87'(9(W))CO6,}。. 这 样 的 
的 和 集 等 子 【 0., { 中 再 盖 B，{9()} 是 覆 这 百 的 开 集 族 ， 由 也 


的 紧 性 ， 有 有限 个 DCFD，…， (Fw 覆盖 天， 从 而 0 CaP)), Uy 
8 (V0)) 竹 赣 B; 可 见 {0。} 中 可 取出 有 限 个 覆盖 吾 , 因此 五 正 紧 
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集 . 由 此 部 负 10(0d4 14E 是 40， 了 5 的 均衡 凸 紧 集 
全 体 . 最 然 由 本 人 下 站 及 8() 作出 的 5* 的 氢 范 数 是 相等 的 ， 帮 0 
(PP#; 了 的 Mackey 括 扑 等 于 了 + 的 下! 一 致 收 化 拓 和 站， 证 毕 ， 

当 [( 工 ,了 曰 局 部 王 空 间 时 ， 前 面 对 艺 * 引 进 了 弱 * 拓扑 o (L*， 
五 )， 强 拓 托 有 3 石 ] 以 玻 一 般 的 入 一 致 收 误 大雪 ( 生 是 巨 (本 的 子 
类 ) ,zt 了) 的 Mackey 拓扑 起 一 臻 收 误 拓 扩 的 一 种 ， 对 于 工 ， 
在 的 上 础 上 ,引进 了 rt"( 二 oC, 工 和 )), 的 RMackey 拓扑 (等 于 
T™ 的 Mackey 后 扩 ) 以 及 一 般 的 下 一致 收 钙 拓 盾 (F 是 B(L*,，& 
("如 ) 的 了 类 ), 这些 工 的 拓 盾 其 实 只 与 (I rH 有关, 工 的 B(L*， 
oot" 如) 一 敏 收 误 拓 于 让 作为 2CL, 荆 四 ;对 于 ( 世 * rr 中 
的 有 界 集 五 , 记 pz(2z) 一 sup{ fz) |fE 相 ,BCL, 荆 *) ,就 是 由 {pr 
I 人 巧 (2*,o {IL*, 荆 )) 中 有 界 集 } 所 决定 的 拓扑. 

定理 3 设 (本 是 局 部 凸 空间 则 下 列 各 点 等 价 ; 

QD ( 工 , 习 是 和 梓 式 空间 ， 

DL 中 的 有 异 集 是 在 (LT) 上 等 讼 连续 的 . 

Ci r= plL, Lt). 

证 中字 GD CL" oftL+, 廿 )) 中 有 界 集 下 是 在 上 点 点 有 
界 的 , 由 3. 4.2 定理 3 邮 庆 了 在 全 ,上 等 度 连 续 ， 

(让 地 (iD 由 于 (LY) 上 等 庭 连 续 的 PCCLD) 是 (Lt ot, 
二 )) :有 漠 集 ,由 3.4.2 定 弄 4 国 知 5=-(L, 荆 国 ， 

(ii 一 人 设 4 是 ,7) 中 的 捅 , 记 了 ={f|7EL*，|fx)| 
1(z€Ed)}, 玉 三 4 上 有 界 .由 和 妇 是 吸收 集 , 故 了 在 工 上 点 点 有 界 ， 
全 (ii 让 ,Br 在 CZ, fr} 上 连续 ， 由 于 4 是 均衡 山 闭 集 , 如果 和 Ed 则 
有 fostL,T)* 及 >0, 使 得 

Refoxs)<Refolro) 一 (rEA), 
以 而 1fo(z 站 之 |fo (zo) | 一 2 txEd). 适当 取 正 数 加 并 记 加 二 轴 反 ， 
可 全 | oC) 之 1 过 和 Cv) {24)， 这样, 总 ，Zp (x0) 守 1， 因 而 
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DO; pe; CCA、 由 00; Pr 了 DF; 避 训 0 为 办 时 3 折 以 LL,T) 起 棚 
式 空 间 ， 证 毕 . 

要 注意 的 证 ， 当 人 二， 切 是 局 部 凸 空间 时 (之 4 是 
Mackey 空间 ,但 {[, 8( 工 , 工 雪 并 木 一 定 是 地 并 空间 ， 
系 设 代 ,Tr) 是 局 部 凸 空间 ， 如 果 r(L, 工 *) ==B(L,L*)， 则 
( 工 , 2(L, 上 上 *)) 是 桶 式 空 间 . 

证 记 z 一 (CLL)， 由 于 ( 工 ,* 二 ( 工 , 7)*#, 由 定理 3 中 
条 件 (i 访 有 贱 务工 ,T1) 是 桶 式 空 间 . 

定 腕 ” 设 运 , 丰 是 局 部 凸 空间 ， 如 果 (也 9 (下 了) 划一 《也 
LD D+*, 则 称 (二 是 尘 自 友 的 . 

由 定 交 ，( 王 ,可 举 自 反 是 指 赔 入 映射 x 一 = 是 到 (CL*, PCL*， 
五 ]3# 上 的 ， 肝 十 CL 训 ) 比 ftL#4, 著 ) 强 ， 所 以 只 有 (DL*, 工 ) 一 
了 (了 天) 入 机 使 (二 ， 丰 半 自 反 ,又 显然 这 世 充 分 了 ， 因 而 书 ,z) 半 
下 友 等 价 于 五 * 的 强 拓扑 等于 红 * 拓扑 的 Mackey 拓扑 ， 

定理 4 设 亿 , 攻 是 局 前 凸 空间 , 则 { 工 , 人 半 自 反 的 充分 必要 
苯 件 是 : ( 工 , 5”) 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 . 

证 ” 亮 分 性 记 伺 ,rz 裤 的 均衡 凸 紧 集 全 体 为 A,， 均 往 出 有 田 
闲 菜 全 体 为 入 ,由 于 (全 rzr 思 中 有 界 集 的 均衡 凸 用 包 足 有 上奏 集 ,所 以 
天 的 (B0r) 一 致 站 化 所 站 等 于 和 一 致 收 仇 拓扑 ,由 假设 CA,， 
这 BD" 总 比 TD) 台所 以 PLL*, LL) =r(L*, LL),。 

必要 性” 如 4 是 CL,7 中 中 有 界 集 , 记 94(f) 二 sup{|f(2)1|zE 
4} ,4 是 JCL*， 上 上) 连续 ， 出 假设 94 是 TLL*, 廿 ) 连续 的 ， 所 以 有 
{zz”) 的 均衡 凸 紧 集 Ai; di 及 数 口 使 得 90) Cmax (gy,(f)， 
a 记 B 二 CC4 工 一 4,),，B 仍 是 均 黎 凸 紧 案 , 且 
gatf) qatf), 

把 放 五 -> 全 GE 了 的 甬 大 旺 射 下 二 和 的 和 象 的 原 象 记 为 屯 ， 
二 的 象 应 紧 集 日 是 用 集 ( 因 为 CL+, rr 人 和 大 在岗 二 折 扑 下 是 个 
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Hausdorff 空间 )》 而 Bi 由 内 人 中 射 为 于 腺 射 是 紧 集 且 是 周 集 ， 旺 
然 马 二 8B 而 人 扑 入 95, OYELYD) .类似 于 定理 3 中 > (新 
分 ;如 zoEBy, 有 JoeLi 及 ae 计 0, 鸽 Refi(z)<Refo(wo) —e(xEB,), 
因而 

Hfoew)] < jor) | ee (eB), 
所 以 x0E4, 即 4B， 于 是 全, ze) 中 有 界 集 必 有 是 紧 集 的 子 集 , 从 
而 ,有 界 闲 集 必 是 紧 集 的 六 地 集 , 因 而 是 紧 集 ， 证 毕 ， 

由 此 可 见 ， 局 部 是 空 间 ( 世 ,z) 的 半 自 有 反 的 概念 实际 上 仅 和 与 7 
有 关 . 

定 灸 设 (，Tt) 是 扁 部 是 Hausderff 空间 ， 妇 漆 ( 人 2，r) 此 
CL oo (LDL*, 5)) 都 是 半 自 反 的 ,并且 7 一 (CL, 荆 ,如 称 ( 工 ,+) 是 自 
反 的 . 

当 (中 是 局 部 厨 Hausdorff 空间 时 ， 工 各 L* 的 地 位 更 为 对 
称 ， 隧 人 有 回身 是 同 耳 映射 ， 而 (全 ,zz 自 反 的 意思 是 : 局 (三 汪 与 
后 (了 # 卫 分 别 是 灵 ( 了 之 和 与 (+ 基 的 Mackey 拓 并 而且 Fr 三 且 
(了 2233， 由 定理 3 的 系 , 可 知 自 反 空间 0 必定 是 桶 式 空间 . 

但 是 有 这 样 的 局 部 此 Hausdorff 空间 , (5, otL, 荆 *)) 与 (L*， 
(DL*, 荆 )) 中 ,有 一 个 是 半生 反 的 而 咏 一 个 并 不 半身 反 . 

例 设 考 虑 的 线性 空间 是 上 和 co, co 中 元 是 收 数 于 0 的 数列 全 


体 ,下 中 元 x 二 (x 中 zx 四,…) 是 使 了 1x 四 | 之 -roo 的 数列 全 体 ， 对 
中 元 二 轩 四 9 作弄 上 线性 泛 国 为 : 
了 ZI) 一 Sym {rE r= i, ,0 )) 


另 见 疡 EC 记 L=0 ,Lf yeeo). 
局 部 凸 空间 (oo (ZL 荆 和 )) 是 闪 有 自 有 反 的 ， 但 匡 (2* oot", 上)) 
并 不 兴 自 皮 . 8( 工 , 工 和 就 是 直道 常 的 上 中 范 数 站 | 所 决定 的 拓扑. 
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它 不 是 rr (5,L*) 的 袖 容 拓 扑 , 但 是 BC5*, 攻 ) 是 oCL*, 匡 ) 的 Mac- 
key 折 扑 ， 


3.4.4 冉 范 线性 空间 

直面 讨 论 赋 范 线性 空间 及 Banach 空间 ， 这 是 一 类 特殊 的 拓 
扑 线性 空间 ，' 尼 有 产 巷 的 应 用 并 且 性 质 很 好 ， 拓 扑 线 性 空间 的 一 
般 概 念 和 理论 是 赋 范 线性 空间 理论 的 发 展 ,由 3. 3.3 定理 8 ,有 非 
窄 有 界 开 集 的 局 部 凸 Hausderff 空间 , 拓扑 就 是 可 以 用 一 个 范 数 
1 省 来 决定 的 ， 决 定 拓 扩 的 范 数 可 以 有 多 种 取 法 , 但 这 样 的 范 数 是 
拓扑 等 价 的 ， 所 有 拓扑 的 概念 与 范 数 的 取 法 无 美 ， 在 赋 范 线性 空 
间 中 ,| :| 就 用 以 表示 由 这 范 数 决定 的 拓扑 , 而 上 1" 也 就 表示 范 数 
拓 才 的 弱 拓 提 . 

当 (, 上门 是 典范 线性 空间 时 , {zz 所 1 {x1 {i 
1 二 1} 分 别称 为 (了 ,1 | ) 的 半 位 闵 球 , 单位 开 球 及 单位 球面 ， 这 
是 与 范 数 有 奖 的 ， 由 于 | 是 <X ,| 上 17 上 的 连续 了 晴 数 , ( 蔷 , -站 的 
单位 上 于 球 是 开 集 ,单位 半球 和 单位 球面 都 是 闭 集 . 

引 理 1 设 ( 让 ,1 上 是 无 限 维 的 赋 范 线性 空间 ,4 是 (了 , 全 
的 单位 球面 , 则 OCT” 

证 对 十 0 的 [1* 倪 域 OcO0;f fae) (fi ECX， 
计生 的 记 X= {rlrET, f(r) =fo(z) = = (7) =0}, 由 
于 于 1/Xo 是 有 限 维 空间 ,显然 革 中 有 莫 零 元 #4 适当 先 - 一 个 正 数 
可 度 jy| 二 1 出 易 见 yEO C03 了 rj ey， 因而 O00; 站) 
门 4 韭 空 ,所 以 0E451" 证 毕 . 

系 设 (X, 上 :是 无 限 维 财 范 绥 性 空间 , 则 上 1" 寺 |*， 从 市 
《 芒 , 上 :有 不 满足 第 一 可 列 公理 . 

例 (CD, 站 是 Banach 宅 间 ;村 村 如 中 点 列 {z 中 及 元 ro 由 
X20) 可 得 zx->x00] i 站， 记 CO，| 上 站 的 单位 球面 为 4， 
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型 ;未 

(0E40 7 但 是 中 不 会 有 点 列 {z} 使 re 一 OCT 了; 

CD 在 全 2 上 的 及 (寺中 当 点 列 {za 按 前 一 拔 扑 收 往 
于 zo 时 ,也 按司 一 拓扑 收 筑 ,得 上 不比 上 强 ; 

(Ci) pz 点 到 连续 ”的 ,但 FP 不 
是 连续 映射 , 

这 是 说 明 3.1. 3 中 所 讲 的 网 不 能 改 成 点 列 的 例子 . 

定理 1 设 ( 开 ,| 用 是 上 研 范 线性 空间 , 4 是 (CX,|* 上 的 单位 奈 
面 , 记 ga = sup{ fe) | rE A CFETHD, 

. Ci) 丸 * 的 蝇 拓 扑 2B(*， 四) 是 可 赋 范 的 ， 且 44 是 决定 
BB(X*,X) 的 范 数 . 

《iiy ( 针 ?,Y4) 的 单位 团 球 是 (了 :, oC, 妈 )) 中 紧 集 . 

(i ( 苹 *,94) 是 Banach 空间 . 

证 全 Bk 素 *, 了 五) 是 由 {19s1B 是 (下 ,上 由 中 有 有 界 集 } 决定 的 
拓 夺 。 对 于 ( 莹 ,上 站 中 有 和 界 集 BB， 有 数 c 使 1z 志 ctzEB)， 从 而 
25 扫 2084. 因而 女人 所 缺 定 的 拓扑 即 为 A(X*, 卫 )、 由 于 P(X*, 文 ) 
是 Hausdorff 拓扑 ,所 以 94 是 范 数 . 

(iD 由 于 {ffEX ,gD Sl} = {ffER, | | |! 
(zE 瑟 )}， 由 六 laoglu-Bourbaki 定理 ， (无:,94) 的 前 位 闭 球 是 
(+, G( 三) 中 的 紧 集 . 

《iii) 因为 (二 5 ， 44 是 赋 范 线性 空间 ， 只 要 证 盟 点 列 完 备 即 
可 . 设 {f} 是 (4,q4) 的 基本 点 列 ， 这 时 {fs} 是 有 界 的 ， 不 妨 设 
1 和 1。， 由 于 {fo 是 后 ( 世 5 二 ) 基 本 的 , 故 是 0( 思 4， 五 ) 基 本 的 . 
由 (i 及 3.2.63| 理 2, 有 foe 下 使 fr>foCot 芋 *, 天))， 

洒 e 计 0, 有 入 村 当主 访 时 ,at 一 J) 之 2, 即 

sup | 了 7 人 一] 人) < 


硬 定 RA 令 I om, 得 | f(z) — fw)!| es 即 当 和 
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HY af RE a oa 

定理 2 诬 (X，1.1) 是 Banach 罕 条，FCX ， 册 下 总 
(#G(*) 中 紧 集 的 充分 必要 条 件 足 :了 是 eC 于 ) 闭 HH. 起 
CX*#, 玉 ) 有 界 的 . 

证 必要 性 如 果 下 是 (和 *, of 于 4#, 于 让 中 紧 焦 ,由 于 o (XX*， 
玉 ) 是 Hausdorff 拓扑 ,日 Hi 3.2.4 害 理 ] ,下 居 LXE#,o(X#t, )) 
的 有 界 闻 集 ， 允 四 (下 ,1 上: 员 是 Banach 空间 , 故 是 桶 式 空间 ， 册 产 
是 5 (3*, 下 ) 的 有 界 集 , 也 在 有 界 集 上 有 轩 , 砍 玉 是 (XTX*， 半 ) 有 
界 的 . 

充分 性 ”如 果 下 是 BCY*#, 屯 ) 有 界 的 , 则 有 有数 < 使 得 940 站 二 
ctfEF), {HE {TIfEX#, gatf)sc} =eif fet (1 十 
《于 *, of( 瑟 # 古 ) 中 的 紧 集 ,因而 下 是 5 琶 s (+ 天)) 中 莓 集 的 节 
集 ， 如 昔 五 是 oC 下 臣 ) 困 集 ， 则 了 是 紧 集 的 闲 了 集 ， 从 而 不 是 
gC 了 #, 也) 紧 集 、 证 毕 . 

定理 2 中 5 人 ,外 和 全 的 完备 性 仅 用 于 必要 性 的 证 明 ， 对 峨 范 线 
性 空间 (于 ,上 站 ,CX*, a( 下 #4, 下)) 中 紧 集 可 以 不 是 8(X#， 也 ) 有 
界 的 . 

例 设 吾 是 只 有 有 限 项 不 为 0 的 数列 全 体 ， 对 蕊 由 元 z= 


Ce 二 之 yz | 又 对 十 自然数 有, 设 js 是 


记 下 的 王 上 线性 证 国 : 产 多) 一 az 当 了 一 《22 EX) 并 
设 是 忆 竺 于 0 的 泛 晴 ， 记 下 = {fs|# 二 0,14，2，…]， 易 见 FC 
{下 ,上 有 * ,但 瑟 不 是 (XZ*#, 荐 } 有 界 的 . 

当 ( 卫 #0 《下 #, 广 )) 的 一 族 开 集 惟 盖 下 时 , 其 中 有 一 全 玉 含 有 
fo(==0); 从 而 有 sy 夺 芝 ;8 疡 0 醒 上 O00; W)C 尺 FF, 于 十 
有 交合 得 当 让 时 ra 的 第 分量 都 是 0， 田 此 兰 二 > 六 
上 六 GEF， 因 此 BF 十 有限 集 ， 于 见 在 这 族 集 中 十 到 有 限 个 履 普 
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人 集 . 

定义 ” 设 ( 下 ,上 站 基 魏 范 线 性 空间 , 记 < 革 ,上 * 为 广 # ,对 十 
FE 令 |f1 一 sup{lf(r) EreEr jz =1}， 称 (了 *， 上 :站 为 (X， 
入 及 的 共 辆 室 间 ,《 互 ,1 护 的 丰 梳 空间 也 记 为 芋 *. 

和 定义，( 玉 ,必用 的 共和 空 间 了 X*=(X*， 上 站 是 Banach 空 
间 , 蔷 * 的 范 数 决定 的 拓扑 也 就 是 刀 ( 瑟 # 三)， 这 所 扑 也 到 人 小 十 表 
起 : 玉 * 的 范 数 与 玉 的 范 数 人 有 关 ， 由 定 浆 妆 契 民 + zE 瑟 竺 ， 弛 
然 1f az) sfjzl， 出 于 瑟 * 是 Banach 空间 ， 同 样 了 又 有 (了)* 

当 (了 ，1]: 几 是 贱 范 线性 空间 时 ， 由 于 及 * 的 范 数 折 扑 比 
ao《 尽 #, 及 ) 强 ,因而 对 xwEX,9rEL 有 1)#(0 是 聘 入 映射 ). 

引 理 2 设 ( 了 ,上 :上 是 赋 范 线 福 空间 ， 则 8 是 (了 ,上 一 
《3 的 保 范 贞 射 , 即 对 zEX, 19z] = jz|， 

证 对 ztE，fEX*， 珀 于 | 站 | 委 | fs， 所 以 1 = 
SUPTL | 人 及 | |f 瑟 *， 上 一 二 魏 121， 又 由 Hahn-Banach 定理 ， 
有 foEX* 使 focz) 一 1zxi 琴 1ffol=1, 而 上 人 fo = 和 1， 鼓 上 | 
1z1， 证 毕 , 

引 理 3 设 (,| -| 是 赋 范 线性 空间 , 则 0( 蕊 ? 二 《对 *)* 的 充分 
必要 条 件 是 : (于 ;| : 门 的 单位 闭 球 4 是 号, 开门 紧 集 . 

证 有)= (人 即 指 ( 二 ,由 拉 尘 自 反 ， 由 3 43 定 理 4. 
这 等 价 于 (五 , af 三 拉 ) 中 有 界 闭 集 是 紧 集 ,也 等 价 于 {( 王 ，( 瑟 ， 
束 们 7 的 均衡 凸 有 界 闭 集 是 紧 集 , 故 必 要 性 显然 

充分 性 如 果 ( 民 ,人 下 拉 的 单位 半球 本 是 ot 于 , 卫 *) 票 集 , 则 对 
六 0 是 ( 瑟 ,er 有 入 中 的 紧 集 ， 但 (of 瑟瑟 拉 ) 的 均衡 
而 有 界 闲 集 是 (入, 上 : 拉 的 有 界 闭 集 ， 所 以 ( 圣 , 1: 四 的 均衡 是 有 界 
闭 集 必 是 c4 形式 的 集 ,所 以 CX*,[-1)*= 二 84( 革 )， 证 些 ， 

定理 3 没 ( 玉 ,上门 是 嵌 范 线性 空间 , 则 (了 ,上 :1 自 反 的 充分 
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， 遇 宣 条 件 巧 ; (关上 站 的 芋 位 国 蒜 4 起 (of 二 下 和 中 紧 集 ， 

证 ”必要 性 是 显然 的 . 

充分 性 由 引 理 3, (也 ,上门 半 自 反 , (入 *，|: 路 *==9( 去 ), 关 
而 证 下 "一 “总 # 有 中， 四 和” 识 是 苹 *# 的 弱 * 拓 填 ， 而 下 * 的 单 
位 闭 球 起 5 全 和 a (于 *, 在 )) 中 紧 集 ,于 即 是 (去 #, | -1 中 紧 集 , 由 引 
理 3, 关 * 是 半 目 反 。 基因 (生生 是 赋 范 线性 空间 ， 从 和 而 是 出 空 
问 ,所 以 上 就 竺 于 户 ( 王 ,天 鸭 ,所 以 ( 玉 , 上 有 基 自 反 空间 ， 证 毕 ， 

又 1 如 果 ( 瑟 ,| 上门 自 芭 , 则 互 * 是 门 反 的 . 

楷 2 自 友 穹 癌 ( 瑟 ,外 用 的 所 子 空间 是 自 芭 的 ， 

证 设 ( 玉 ,1' 由 是 自 友 空 间 , XXo 是 三 的 用 了 空 而 记 (X, 上 上 
及 {ro| 站 的 单位 闭 职 为 4 及 ,由 Hahn-Banach 定 弄 ,(C 玉 on, 上 -1)* 
下 的 市 下 以 站 扩 成 (全 的 # 中 的 训 所 让 ( 芝 0, 0 (时 os 芝 0*) 是 (六 ， 
上 的 于 空间 ， 由 于 (六 ,说 身 友 ; 4 是 (二 小 币 里 集 , 醒 4 
= AN Xo 区 4， 四 中 上 是 亲 集 ;所 以 和 是 (入 ,上 的 三 六 集 , 队 
而 4o 研 i 紧 集 ,由 此 ,如 是 (o 9 《 蔗 , 匡 #9)) 中 紧 集 ,由 定理 1 
可 知 CXo， .| 是 月 反 空间 . 证 毕 . 

一 般 对 十 赋 范 线 性 空间 { 革 , 上 上 ,是 以 8(X) 二 (XY*)* 作为 自 

反 的 定义 的 . 岂 引 理 3 太 定 盘 1 ， 可 知 这 是 等 价 的 定义 ， 由 村 8 

是 (X, | 小 一 (XD)* 的 保 范 吴 射 ,Ht 于 *)* 是 Banach 空间 ,所 所 
自 友 空间 一 定 是 Banach 空间 ， 容 易 看 到 ， 有 限 维 的 赋 殉 线性 空 
间 必 定 是 自 反 的 ， 

引 理 4 设 外 是 线性 空间 ,jb 及 1 是 羡 上 的 两 个 范 数 ,如 
果 上 bb 4s 决定 的 拓 半 相同, 则 (六 ,上 中} 自 反 与 ( 革 ， 上 自流 
是 等 价 的 . 

证 由 于 ( 信 ,| 下, 上 上) 记 为 于 4, 则 于 # 的 强 拓 扩 
(IZ#, 玉 ) 相同 ,因此 CC, 上 和 2 *# 二 (|) ， 从 而 ( 叉 ， 
让 的 毕生 反 私 价 于 (5( 王 ， 生 人 > 的 学 自 反 ， 由 十 自 友 与 半 自 反 是 
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相册 的， 包 以 CE，b 了 的 魏 区 性 二 (下 ， 上 上 42) 的 自 反 性 等 
让 毕 . 

定 光 ” 设 人 [Ta 人 ii 是 两 个 赋 范 线性 室 间 ， 基 :一 
六 ;的 保 范 的 级 性 双 射 称 为 线 往 保 范 加 构 。， 存 在 线性 保 范 问 构 的 
两 个 赋 范 线性 空间 称 为 线性 保 范 同 梅 的 . 

引 理 5 设 ( 久 ,上 上 ), (Sa 全 1 是 线性 保 范 园 构 的 两 个 赋 
范 线性 空间 ,如果 (Xj 是 自 反 的 ; 则 Ce，1'1 上 a) 也 碾 自 反 的 ， 

证 说 了 是 蕊 ; 一 人 的 线性 保 范 同 构 , 当 ECXs，b he)* 时 ， 
Fe 是 ( 瑟 p 和 1 中 元 ,因而 当 瑟 | 中 网 {zj 使 一 0 性》 时， 
对 任何 ECE 上 有 YT) (2->04 旭 Tx) 一 中， 好 Tx->0 
《人 机 大 罗 是 5 下 | 和 的 连续 蚂 射 ， 同 理 宁 
是 { 瑟 1 > (于 1, 4 上 1 上) 的 连续 映射， 因此 , 了 是 (XZ, 上 上 让 一 
《sy 有 如 的 河 用 。， 由 CX 有 10 的 单位 闭 球 4 是 ( 革 ,， 总 中 
紧 集 ,了 (4) 是 (Xs, 上 有) 中 紧 集 ,又 全 ( 力 即 ( 脐 ， 上 4 上 1) 的 单位 闭 
球 , 所 以 CXs, 全 人 9 是 自 反 的 ， 证 毕 . 

共 1 设 ( 瑟 iD 二 古琴 范 线 件 空间 ， 工 是 久 , 一 
互 。 的 线性 双 射 , 上 且 了 E 吾 (天 下) 卫生 吾 【〈 且 8 > 天 1 刘 果 (有 
和 人 自 肥 ,网 ( 莹 ss 上 :0 是 自 扩 的 . 

证 在 羡 。 上 作 另 一 个 范 数 上 | 如 下 : 对 YEXX2， 令 | = 
i by 下 是 个 是 ( 苹 , [一 芝 s，[ 疏 的 线性 保 范 同 构 ， 区 于 ， 
的 范 数 jh 与 全 下 块 定 的 拓扑 相册 ， 击 引 理 5 ，C 环 2,，b* 门 自 反 ， 
又 由 引 理 4 (入 ,上 -9) 自 太 。 广 毕 . 

篆 2 设 { 革 ,人 站 是 Banach 空间 ， 如 果 互 * 自 反 ， 则 《 互 ， 
1 是 自 上 反 的 . 

证 当 互 * 自 反 时 ，( 革 罗 * 自 反 .，。 又 柚 人 人 贞 射 间 是 线性 保 范 
算 子 , 虑 (到 ,人 站 是 Banach 空间 ,8 是 (到 所 = 的 闭 子 空间 . 由 
定理 3 系 2.8 的 是 下 汉 的 ,再 仙 引 地 5 系 1， 居 条 (有 天 呈 症 百 
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反 的 .证 毕 . 

引 理 6 设 ( 和 ,| .由 是 冉 范 钱 必 空间， 呈 恩 {X， 上 上 :四 的 闭 子 
空间 , 在 商 空间 了 /入 中 , 对 于 元 邓 -.z-- 王 o 今 12i=inffiyilsE 
8}， 则 (于 / 工 o,， 让)*->( 瑟 1 及 * 的 师 射 9 一 >9o 人 @ 是 保 范 的 (8 
足 商 映射 ). 

证 由 3.3.4 定 理 3 及 定理 4， 商 空间 芋 /Xo 中 的 上 -上 决定 
的 拓扑 是 商 拓 掉 ,9 go 日 是 (Z/ 下 0, 上 上 * 王 《TX, 有: 引 * 的 映 
射 ,这 映射 的 值 域 为 {|fE(X, 1 )*, 了 在 甘 ， 上 为 0}. 

设 ge/Xos | 由" 记 go 旭 为 J， 于 是 了 (x) 一 gE) (xEX), 
岗 为 且 ] 竺 |z] 所 以 1 和 jg|， 关 对 2 于 0, 有 3EXIX6o 使 |#| 二 
1 日 Tgtz) > 上 gl 一 2:， 从 而 有 gE# 使 9411， 十 是 上 (的 = 
jocz) >jg1 一 ey 好 1 上 gl 一 :， 困 是 任意 的 正 数 ， 歼 人 fi 痉 
1 下 因而 上 入 二 Tg ， 证 毕 . 

当 ( 互 ,上 了 是 赋 范 线性 空间 ， 天 是 ( 叉 , 上) 的 团子 空间 时 ， 
在 两 空间 及/ 入。 中 总 用 引 理 6 中 的 范 数 ，(X/ 革 6， 上 1) 仍 简称 为 
( 王 , 信用 关于 工 , 的 商 空间 . 

定理 4 设 {, 上) 是 赋 范 线 杜 空 间 ， 记 (， 上 站 及 (XD* 
的 单位 闲 球 分 别 为 4 及 吾 ,又 在 ( 开 *)* 中 用 男 * 拓 扑 , 则 6 一 殖 

证 在 ( 开 9# 的 弱 * 拓扑 下 , 互 是 紧 集 ,从 而 是 六 集 ， 镶 日 是 
保 范 的 ,bf 4 所 可 所 以 8C4) CB. 

没 yeECE*)* 县 二 上 4, 下 面 证 明 $e 6 如， 对 于 下 * 中 元 
ff fn 记 玫 -yf 张 成 的 线性 子 空间 为 了 ， 记 下 中 元 的 公 
共 零 空间 {x [xzET, 所 (0) 二 二 所 (2) 一 0} 为 对 0 由 3.2.1 定理 1， 
互 /了 ,是 有 限 维 空间 , 维 数 与 下 的 维 数 相 司 ， 由 引 理 6，(X /Xo 
上 DD* 一 (上 户 * 的 映射 9 一 > 8 是 保 范 的 。 这 映射 的 值 域 即 
为 了 记 坟 |r 为 ;时 然 | 所 1 和 1， 利用 (XX/Xo， 二 由 *->F 
的 线性 保 落 同 构 81 > yo 及 下 上 的 线性 连续 汉 陪 wm， 作 { 芭 1X0， 
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1 上)* 上 和 的 织 性 连续 沦 消 ,如 下 :对 gE(X/Xo, 上 由 *， 令 1 
二 (go)， 由 95 一 9° 日 是 保 范 的 , 妈 知 jp:1= 上 wl, 因 gp.E(CXj 
下 0 和 们 *)# 又 由 C 玉 /着 o, 上 站 是 有 限 维 的 峨 范 线 性 空间 , 它 是 和 
反 的 ; 即 有 3#EXX/Xo 使 得 p 1 一 (3), 用 [二 p<1。 由 素 范 数 
的 定义 ， 有 8# 芯 使 gE# 且 y| 过 1。 于 是 对 任何 ge (Xj/X。, 
1 *, eg9) = 9g = 9 ,BD peg = (go0) (WN :因为 {goQ1g 
E(RE/Ro = 所 以 对 于 JEF, Pp(f =F). 

由 上 所 证 , 当 Et)* 有 声 1 时 ， 对 于 于 * 中 有 限 个 元 
fi 了 ny 有 gE 使 得 1y| 二 1 且 交 (有 ) 二 f(D 对 每 个 fespan{]， 
二， 易 风 EOCB; fi 以 的 任何 
OCC 玉 +) #4， 夏 *) 邻 域 与 9(4) 交集 非 空 ， 即 %E 玉 4)， 由 此 可 见 


(XD* 的 单位 开 球 存 本 全 中 , 当 wELXY)* 且 1 由 一 1 时 ,二 于 六 
WE BC 古 ,又 二 六 由 所 以 WE BC 多, 即 BC 90C4)， 从 而 6C45 
=B， 证 毕 . 

冉 范 线 仁 空间 及 Banach 空间 是 常见 的 一 类 空间 ， 例如 oo， 
了 cp]1) 2", LD? SA (p11) ,DL (和 ，S，4) 等 都 是 Banach 
空间 ， 当 p>1 时 ,ga 及 上? (ZX,5, 4) 是 自 反 空 间 ,co, 1，1” 等 不 
是 自 反 的 . 

当 CX,1' 门 是 自 反 空间 时 ,8 是 (了 ,上 上 一 (X*)* 的 线性 保 范 
同和 构 ， 但 是 如 果 赋 范 线性 空间 (X, 上. 们 与 CX*)* 线性 保 范 同 构 ， 
并 不 能 保证 (X,1"1) 的 自 反 性 . 

前 面 把 (ZY, | 上 D 的 共 罗 空间 记 为 X*，X* 是 指 带 有 特定 范 数 
的 了 X*， 在 不 致 注 淆 的 情况 下 ， 实 际 上 人 世 用 * 代表 蔷 *， 一 般 从 
上 下 文中 可 以 明 自 记号 的 意义 ， 例如 ， XX* 的 弱 * 拓 5 盾 (X*， 
oCX*，X))， 在 定理 2 中 也 可 说 成 {(X*)* 中 用 弱 * 拓扑 ， 又 如 ， 
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到 * 的 虹 拓 扑 的 意思 很 清楚 ,是 指 { 王 和 全 和 中 更 数 拓 扑 的 罚 拓 和 孙 ， 
六 * 中 用 弱 拓 直 秃 指 (玉昌 o(， 《下 通常 也 写成 为 ( 王 *， 
G(X+，X**)) ;这 时 ,了 # 的 蚤 拓 扩 或 (人 人 )* 等 的 合 允 是 不 清楚 
的 .容易 看 到 , 当 ( 下 , |- 站 自 反 时 ， 芯 * 的 纶 拓扑 竺 十 五 * 的 轮 * 
拓 反 ,而 下 (六 用 不 站 及 肘 ， 素 * 的 虹 拓 护 OCE*， 耻 #4) 比 是 * 
的 驻 * 拓扑 rt) 强 亲 县 不 相 千 . 

作为 Alaoglu-Bourbaki 定理 的 许 用 , 再 证 骨 一 个 事实 ， 

定义 设 芒 (1 人 ”如果 了 有 下 列 性 质 ; 

Ci) 对 于 2 中 元 z= (zag00…) 是 用 伊 数列 时 ， 


fir) = limr'™?; 
Ro 


Gi) 对 zEl™, 2 20, 这 儿 一 (zz 
则 f(r) = 子 (3 

《iii) 当 ww 一 (zw) 是 尼 人 负数 询 时 ,2) 产 0， 
由 称 了 是 个 Banach 极限 . 

定理 5 Banach 极限 是 存在 的 . 

证 灶 白 然 数 作 所 如下 :对 2 人 S41",z=(z0),z0)，…)， 令 
D1 


(nN 1,2, 由 记 
A = {fs | (下 一 1 2 ), 

在 人 避 ” ,人 们 * 中 用 能 * 拓 补 ,单位 后 球 是 紧 集 ， 记 有 B= Ax， 由 
二 1 是 6 人 人 = 的 单位 闭 球 的 子 集 ， 所 以 1Be} 志 是 单位 冰球 
的 于 集 , 因 为 [40 是 联 族 ; 记 以 iBs} 六 是 眶 用， 由 于 4B&} 是 紧 集 的 
闭 子 案 扬 成 的 跨 族 ;所 以 门 Bi 非 空 。 设 把 门 刀 ,下面 证 明 f 是 

右 一 1 着 一 上 

Banach 极限 . 
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出 J fE 门 B,, [i TEALtk 一 1,2, 0 因而 对 f 的 性 仙 | 弱 竺 邻 


域 O 及 任何 自然 数 加 ONAs 十 空 从 而 对 任何 xE1m"，e>>0 及 自 
然 数 和 有 # 汪 使 fxe0CF;z3 习 , 也 妈 | 了 (2)- 了 (3) |<e. 
二 是 , 知 时 引 中 元 zo 仙 扩 (zo) >ala>00 时 ), 对 于 2 之 0, 可 
取 Ko 使 当 #2 如 轩 |fw(zo) -al 二 晤 但 又 用 六 使 Jeo) 一 
(1<e 可 网 11(zo) 一 4 一 2e, 向 的 任 总 性 , 即 知 f(z0) -a 
于 六 中 元 8 一 《x0 2) 使 wg 时 , 亏 知 有 (2z) 一 4, 从 
而 有 9) 一 o 即 当 z 一 (zt zt ) 是 股 王 数列 时 ,有 2) = limzt. 


对 二 2 和， 了 一 (a), ,wea), 下 记 # (pe, 3 区 而 | 
f(D fA 0， 


二 f(r) =: fC. 

妈 加 ZE” 是 韭 代数 列 ; 则 tw) 宏 042 一 1,2,…) ,四 此 对 6 守 
0, 了 2 属 与 时 非 信 数 之 差 的 绝对 慎 之 6, 可见 jz) 守 0. 

所 以 是 Banach 极限 .证 毕 ， 

设 旭 足 弟 空 集 , 记名 上 有 上 异 晤 数 全 体 汐 19) 两 国 数 的 加 汪 
及 消 数 的 数 葬 按 通 常 定义， 这 时 8(Q) 是 线 性 空间 。 对 于 2 
B99)， 邻 1x[ 二 snp 人 i201[1ED})， 这 于 ， (B82)， 上 -由 古 个 
Banach 空间 . 

灵 旭 (人,T) 是 个 紧 Hansdorff 空间 , 记 (Q，7r) 上 的 连 绪 函数 
全 体 为 CQ,T) (或 简 记 为 CCQ)), 同 样 规定 C47 中 的 裔 法 及 数 
滋 , 并 也 用 supflzft 切 1 二 人 作为 xzECCO) 的 范 数 ,这 时 《209)， 
上 二 是 Banach 空间 ， 

在 BCEQO》, (9) 中 ， 所 考虑 的 可 以 是 实 值 或 复 值 的 后 数 ， 吕 
- 实 伟 有 异国 散 金玉 明 记 略 肌 ( 呈 类 俱 是 ,5 让 上 实 值 过 续 表 
数 爹 体 记 为 .C092， 
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当 大人 二 实 值 明 数 时 如 稚嫩 夫人 DC 就 记 为 
zj 易 见 二 是 下 (2) 或 CC09) 中 的 半 序 . 

定理 6 设 (9,7) 是 紧 Hausdorff 空 闻 ，C.(8) 是 (人 ;7) .上 
实 值 连续 施 数 生体, 如 果 (C:( 吕 ) ,1 中 的 任何 ( 非 空 ) 有 异 集 4， 
都 在 CO,CO), 所) 中 有 上 确 界 , 则 ( 品 ，z) 的 任何 下 集 0， 是 
开 集 ， 

证 设 0 是 C2,z) 中 开 集 , 村 证 05 目 开 集 ， 不 妨 设 口 夭 放 
且 豆子 吕 (否则 已 不 必 证 ]， 记 4 一 {fzlze C0 人)，z(t) =0 ( 当 
tEO 时 ), 且 0<r( 引 和 1(1EQ)}。， 和 由 假设 ，4 有 上 下 确 界 y， 由 于 
在 只 上 便 敌 于 工 的 萌 数 是 和 4 的 上 办 ,所 以 YL， 又 因 恒 等 于 0 的 
函数 属 下 4, 所 以 0 即 0 0) 寺 1(tE RD), 

对 于 0S0, 由 8.1.3 定理 3(Ypucon 引 理 ), 有 (人 ,Tt) 上 实 什 
连续 国 数 mm 使 得 eof = 二 1, 35) -00E09, D520 引信 1 (4 
ED)， 所 以 mc 由 zo 所 刀 即 知 9(80) 一 了 由 此 ,在 上 取 慎 为 
1， 又 如 二 二 局 由 YpEIecof 引 理 , 有 加 ECC2]， 使 护 在 你 上 
取 值 为 1 ,加 (1 -0, 且 0< 生 及 ( 贡 委 1， 易 见 如 是 盘 的 上 界 ， 所 以 
BE 加 页 多) 一 0 出 此 # 在 (G ' 上 为 0，, 

由 于 gEC.(0), 因 gy 在 0 上 取 秆 为 1 ,871({1}) 是 7+ 闭 集 ， 可 
见 ? 在 如 "上 取 值 为 1, 往 3# 在 5 的 余 集 上 取 值 为 0， 页 就 
是 Di) 的 特征 招数 ,由 于 |4E1yC6) > 二 /起 + 开 集 , 即 0 ， 是 开 
集 ， 证 毕 . 

通常 , 如 果 一 :个 拓扑 空间 的 任何 开 集 的 闭 包 总 是 开 集 , 就 称 这 
个 拓扑 空间 是 极度 不 连通 的 (extremely disconnected)， 具 有 这 
种 性 质 的 紧 Hausdorff 空间 很 难 想象 ， 有 有 限 集 〈 在 离散 拓扑 下 ) 
是 一 个 例子 ， 

在 赋 范 线性 空间 的 讨论 中。 机 寿 清 楚 的 一 个 问题 是 线性 连续 
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证 乓 芍 一 般 导 式 ， 例 如 (co = ,CED* 二 1” 竺 这 里 的 等 式 其 
实 是 指 (teo)* 与 六 是 线性 保 范 同 构 的 人 避 并 非 短 个 Banach 空间 
部 能 号 某 个 Banach 空间 的 共 纱 空间 线性 保 范 同 构 ， 例如 ce 就 
没有 这 种 可 能 ， 因 为 Banach 空间 (下, 上- 的 共 轿 空间 下 * 的 单 
位 闭 球 是 弱 * 紧 的 ,由 KpeiiH-MEapMad 定理 ， XY* 的 单位 闭 球 必 
有 端点 ,但 eo 的 单位 闭 球 是 没有 端点 的 .由 此 也 可 知道 ，66 不 会 
发 自 反 的 ,并 因而 (co ” 上 及 也 不 自用 ,1 也 页 自 反 等 等 ， 

定理 了 { 开 上 映射 定理 )” 设 ( 了 ,| 由)，( 玉 9， 上 用) 是 两 个 
Banach 空间 ,TEBCX,> 革 2) ,如果 人 是 注射 ; 则 了 是 开 上 映射. 

证 i 记 (X 上 中 的 单位 亲 误 为 4, 因 为 了 是 满 射 , 所 以 芷 ， 


一 人 了 Ca4) = 【|] wT(4)， 由 于 是 Banach 空间 ， 古 第 二 网 


的 , 队 而 有 nn 使 得 zoTCD "2 包含 非 空 开 集 , 设 为 Olgo; eo); 于 
是 2%oPCA) 0 二 0O(0; eg 二 {zE,jzj< 之 so}。 又 由 下 的 线性 ， 


_ ET 
对 于 任 何 “> (27(4) 》 “>0(0; 旦 )， 下面 证 明 do (4) 
000; ew. 

说 zE 昌 (03 eo), 于 是 有 六 全 豆 !， 使 1ztlss2mu， 2 一 到了 < 


也 ,同样 有 zaE 一， [za 使 上 co- rrD 一 7zala< au， 依次 可 得 
关中 点 列 iz， 使 得 |zjhis 贞 :dz 且 1a 一 Tz 一 Tzy 一 … 一 
Zoo 有 一 站 ceo 于 是 | 袜 z 是 Cui 1 中 Canchy 点 列 , 记 = 
El 


im( Da FF | A804 一，2，…)， 所 以 上 zof 志 4mo， mi 


Tz =Lim( IP5) zo, 因 此 ,4no(T(4)) 二 000; eo)， 由 卫 是 线性 
也 El 
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算 子 , 即 知 工 把 于 集 映 射 成 升 集 。 泪 毕 . 

系 1( 复 算 子 定理 ) 设 (X 1) (Xo，1'1) 是 了 anach 空 
章 , 了 和 号 ( 互 1 一 下 人 且 下 是 双 射 , 则 全 也 是 连续 药 ， 

系 2{ 双 范 数 定理 ) 焦 j lol 是 线 作 空间 立 的 两 个 范 数 ， 
如 果 { 玉 ,站 ( 瑟 is》 都 是 Banach 空间 且 数 C 使 得 |zh， 所 
CizjatzE) 其 有 数 Ci 本 bz) 人 

虐 范 线性 空间 及 Hanach 空间 的 重 妆 特例 中 内 各 空间 及 Hik- 
bert 室 间 ， 线 性 空间 五 上 上 如果. 元 巾 射 : 吾 关 五 > 下 具有 下 列 性 
质 ( 对 于 瑟 中 两 个 元 和 护 这 映射 的 稻 值 记 作 为 (zy 的 入 人) 《2z， 级 
二 Cz) x, 9EH); (ii) 对 十 第 一 个 变 元 是 线性 的 ; (iii) (x, x) 实 
0CzERD; Civ) (az 一 0 内 有 当 #w=0 轩 成 立 ， 央 (， 吵 称 为 于 上 
的 内 积 . 

扩 积 是 五 上 的 二 元 弃 国 ， 必 关 十 第 一 个 变 元 在线 性 而 甘于 第 
二 个 变 元 是 共 犯 线性 的 ,这样 的 兴 函 称 为 一 个 半 线 性 的 (Sesquili- 
near)， 具有 工 面 性 质 (, 0ii), (Gii) 的 泛 函 成 立 

rg) | Cr ry) (Cr ye HY), 
这 不 等 虑 称 为 Schwarz 沾 儿 成， 当天 给 有 内 积 C; 7 计 , 称 开 (或 
{一 )) 菠 内 积 空间 ， 在 沈 积 空间 太 中 ,对 x5 如, 令 
iz|= ~ (zx, 2), 
则 让 1 是 吾 的 范 数 ， 当 ( 瑟 , 外 和 党 备 寺 ， 就 称 恕 是 Hilbert 空间 . 

知 果 吾 是 Hilbert 空间 ,其 术 * 中 元 即 豆 上 线性 连续 泛 国 ， 它 
的 形式 特别 阐 单 ， 对 于 fE 坟 5, 溃 有 站 吾 华 得 2) 二 (x， 扩 (x 
互 )、 这 样 , 8* 与 召 可 以 建立 双 射 ， 以 fo) = (zx， 和 ) (xEH) 所 作 
的 豆 #+ 一 百 : 了 一 > 3 是 保 龙 的 , 即 站 :13 有 但 不 是 线性 的 , 加 法 号 
保 排 的 , 组 才 乘 布 能 作 抒 :上 股 交 玉生 下 站 可 3 对 应 十 元 8E 吾 ， 
峙 好 对 庶 于 元 和。 当 吾 是 密 空 前 机 这 是 个 线性 保 范 申 射 ,但 对 
于 复 雁 词 , 则 是 个 下 妍 线性 的 喘 射 . 
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区 了 Hilbert 给 他 自 ， 记 吾 := 太 是 一 个 集 }， 在 天 中 筑 福 
加 法 与 吕 路 相同 , 但 村 于 AE 有 ,zxER, 以 2z (再 中 和 玖 数 匡 ) 作为 百 
中 的 4 与 了 的 敢 法 ,着 以 Cy,#) 作 为 吾 中 x 与 的 内 积 ,这 样 的 瑞 
也 显 个 Hilibert 空间 ， 乏 为 召 的 共 轩 Hilben 空间 

当 ( 瑟 和] ,( 茸 2, 上:h) 是 两 个 赋 范 级 性 空间 ,又 TEB(X, 王 
匡 ) 盾 ， 尘 于 EZ, 了 oTEXRXTI， 丁 是 对 于 TEB( 革 . 玉 > 站 2) 肌 射 

rs: fT 
记 为 了 *, 7T* 是 区 YX1 的 线性 连结 算 子 . 

对 于 赋 范 线性 空间 卫 , 及 壮 s, 几 于 互 ! 是 出 空 间 , 连续 与 有 办 
是 等 价 的 .sup iTz1 [2 和 [zj 二 称 为 全 且 1 下 2 的 范 
数 , 记 为 上, 是 BI 玉芝 2》 中 的 范 数 ， 污 苹 s 是 Banach 宗 
闻 时 , (CBC,-> 基 |) 也是 Banach 空 向， 而 映射 全 > 人 (这 
CBC 过世 CBCIS 玉 下 中 ,| 四 的 上 映射 ;是 个 线性 保 范 
算 疗 . 

特别 当 吾 是 Hilpbert 空间 时 ， 对 于 TEB(CH >H)， 也 可 以 作 
T* 是 召 *->H* 的 线性 有 上 内 算 了 于， 但 由 下 如 * 与 避 不 完全 相隔， 
( 数 蔷 与 内 程 有 些 差 别 ), 本 这 情况 让 , ( 复 )Hilbert 空间 吾 的 B( 坟 
玉 恕 ) 中 的 了 ,了 * 的 规定 与 Banach 空间 的 情 训 和 销 有 不 同 : 对 于 天 : 
吾 ,， (zz 的 (作为 工 的 国 数 ) 是 豆 * 中 元 ,从 而 有 zs 吾 使 (72 信 ) 
一 (zz) (xED), 就 规定 了 *: yy 一 z 作为 全 的 共 纯 算 子 的 定义 ,于 
是 当 TEBCH =H)W, T*E BH > I). 

下 面 对 于 (下, 上 1) 的 台 拓 盾 扩 共 恩 空间 全 * 的 弱 * 折 扑 进 - 
一 步 讨论 . 

引 理 了 没 ( 于 ,4 上 -由 是 技 范 线性 空间 ， 子 * 的 单位 冰球 记 为 
B, 调 在 of 王 *, 瑟 ) 下 B 是 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 是 ; 《XX，[. 
是 可 分 的 . 

证 充分 性 ”如果 (于 ,j 可 分 ， 则 有 一列 芋 中 元 {xs} 作 
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{ra} 二 年， 记 和 z= 2 为 有 ,这 是 于 < 上 的 一 列 线性 
泛 冰 , 由 于 {gro} 在 (X,| :由 中 岗 窗 ,下 几 分 离 六 * 的 点 ,oCX*， 灾 ) 
是 Hausdorff 扫 扑 ， 由 于 吾 是 ( 飞 *, rr 中 紧 集 ，Grf TY， 
WF ef( 征 *， 天 1 驶 但 是 是 Hausdorff 的 ， 四 而 (NE*， 到 ]】 与 
g(t*, 五) 在 B 上 的 放 导 拓扑 相同 , 而 因为 (Xe ， 风 )) 是 由 
一 列 拟 范 数 决 定 的 拓扑, 央 而 满 是 第 一 可 列 公理 ， 是 可 庶 虽 化 的 ， 
所 以 任 o( 玉 *, 下 ) 下 ,B 可 度量 化 . 

必要 性 旭 果 五 在 ot 广 *, 下) 下 可 诬 盟 化 , 则 有 一 弯 0 的 钞 域 
的 交集 为 {0, 由 逃 导 拓 扩 的 定义 ,有 (XY*, oY*, 蔷 )) 中 心 的 一 列 


领域 ,使 门 (PumB) = {0}， 不 妨 设 V, 都 是 CX*,o(X*，)) 

中 的 局 部 基 中 的 邻 域 , 即 相 应 及 的 有 限 子 集 4。 及 su>>0 使 
Vs = {fF fz)! er (2E dn)}. 

记 4= [414 足 (X,1: 门 中 至 多 可 列 集 ， 易 见 如 果 EK* 在 4 


上 为 0 则 必定 了 =0、 所 以 4 在 ( 瑟 , 站 用 中 的 线性 闭 包 即 为 瑟 , 故 
4 中 元 以 有 理 数 为 系数 的 线性 组 合金 体 在 (有 ,上 1) 中 称 密 ， 所 以 
( 蕊 ,外 有 是 可 分 的 .证 毕 . 

引 理 8 设 (ZX,1-|) 是 赋 范 线性 空间 , (XX, 上: 上 ) 的 单位 妆 球 记 
为 4, 则 在 上 1” 下 和 4 是 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 是 : ( 戏 *, 上 1: 门 是 
可 分 的 . 

证 充分 性 ”如果 ( 贸 *，1.1》 可 分 ， 则 瑟 ** 的 单位 闲 球 在 
ol 玉 **, 和) 下 可 度 蚌 化 ,从 而 9(4) 在 of 玉 **， 环 *) 下 可 麻 量 化 . 
由 于 6 是 A>0(4) (4 及 9( 相 分别 用 oC(X,X 和 及 0o(X**， 下 *) 
的 诱导 拓扑 ) 的 同 蚌 映射 ,所 以 4 在 oC 和 ,下 ") (二 1*1") 下 是 可 度 
量化 的 . 

必要 性 ” 设 (,| 上 -了 的 单位 闭 球 4 在 1.1" 下 是 可 度量 化 的 ， 
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于 可 一 于 {下 霹 2 的 第 三 了 后 后 但 和 是 下 在 人 下 的 9 
点 的 基 ， 不 妨 设 {Yj 中 每 个 部 站 (CX, | ,1”) 的 局 部 基 中 ， 于 有 XX* 
中 用 限 集 Bi 及 ee>0 使 Fo 一 fa 人 Fo |<en (JfSB)}， 因 为 {T， 
门 4 起 4 在 有 上 下 0 处 的 此 ,所 以 对 于 (天下 . 本 7) 中心 的 领域 下 


有 自然 数 mw 使 了 站 4 二 Pon4， 记 上 |B。 为 多 .由 此 , 当 zE 大 使 


得 Fo 一 0(fe 史 ) 时 ,zz 一 1 2 由 于 门 (ron4={o]， 


所 以 z=0， 册 然 ,只 要 证 明 字 在 CX*,， 上 4 上: 的 线性 阴 包 等 于 天 + 
则 可 , 

咱 反 证 法 。 如 果子 在 ( 且 *， 上 |') 的 线性 闭 包 不 等 于 区 *， 由 
Hahn-Banach 定理 , 有 EX**, 闪 站 上 为 0 而 类 0， 不妨 设 


11 =1， 从 而 有 95X* 使 lg1<1 且 (9) > 廊 ， 对 于 实在 (X*， 
[中 的 线性 闲 包 中 的 元 了 内 为 (有 二 0, 所 以 


DA A A 


令 V=0(0;g; 计 -jzizEX，lg(z)1< 子 |，V 是 (X,1.1) 的 0 
的 邻 域 , 故 有 mm 使 了 门 4DDPnn4 设 下 一 { 有 让] 
记 5= min( sw， 二) 对 于 了 的 (Xe 互信 邻 志 
Oy; fe, fi 930), 
由 于 80C47 “= 等 于 X** 的 单位 团 球 , 故 有 mnE4 使 
上 (80 多 人 多) 

由 此 } 疡 (0 一 (1 之 6Eeno (二 12 … 虽 ,因为 节 (F) =0, 改 
[六 (0 es EF, Clg) —y 9) | < < 由 于 
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0) > -> g (Yo) >. 这 二 gt | 6 站 盾 . 


这 样 多 张 成 的 头子 罕 间 等 车 下 "用 实 是 可 列 集 ， 故 (XX*， 
让 是 可 分 的 。 壕 毕 ， 

对 十 Banach 冠 问 (， 访 条 的 长 疆 空 间 和 X*， 再 引进 一 个 扩 
扩 ， 苇 * 中 的 单位 半球 仍 记 为 B. 

定义 设 ( 革 ,上 上 是 Banach 窜 间 ,使 得 对 任何 o>0， 站 aB 
上 的 诱导 拓扑 者 等 于 ot*， 基 ) 的 针 * 的 最 蚂 折 扑 > 称 为 豆 * 的 
有 蜡 弱 * 拓扑 . 

芷 这 定 浆 由， 和 开 gq8 上 的 谤 针 拓 六 等 村 oCXX*， 邯 ) 吓 指 等 十 
o( 玉 +*, 矿 ) 丰 4B 上 的 诱导 捧 盾 。 和 如 果 是 也 * 的 拓 提 , 且 t|os 等 村 
?了 | oata>0)， 因 此 开 集 玉 梧 得 VNaB 是 aB 在 olX*， 
世 ) 的 话 守 纪 盾 下 的 于 集 ， 加 样 , + 半 代 五 使 得 NaB 是 aB 
人 Eqt*"， 久 ) 的 谤 时 丘 扩 下 的 闭 集 ， 由 王 48B 电台 ( 瑟 *， 互 ) 闭 
集 , 所 以 诱导 拓 半 的 闭 集 即 吓 of 五 *, 驴 ) 了 亲 集 ， 因 此 ,，z 闭 集 正 使 
得 下 站 ao 十 ol 羡 *, 革 } 团 全 ， 而 

{FFCKT*, FNGB CX*, OCX*, )) 闭 集 (a>>0)} 

这 个 卫 * 的 集 类 满足 闭 集 全 体 所 二 要 的 性 质 {3, 1, 1 定理 1), 以 这 
集 类 为 阳 集 全体 的 吾 * 的 拓扑 = 名 是 下 +* 的 有 界 吕 =- 括 拉 出 
此 , X* 的 有 异 弱 * 拖 夺 5 有 确定 的 意义 ， 对 于 XX* 的 子 集 让， 于 
Er 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 40, 十: 门 88B 是 o( 久 *， 素 ) 闭 集 . 

定理 8 设 (X,!1|) 是 Banach 室 间 , 是 工 * 的 有 界 纶 * 拓 

站 ;到 (上 及 让 了 艇 二 0 的 点 列 ix,}, 记 
{ffERt, fe) 1 {ni1,2,.…)} 
为 于 (an) 则 当 起 香 各 驴 伊 于 0 的 避 到 {zj 时 F(x) 是 在 
0 碟 的 基 , ” 
证 对 上 人 DG 下 伍 于 下 的 点 加 1 本， 先 证 于 (tzsj) 是 
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_ 辣 - 1) 1 1 
0 的 荆 邻 域 ， 对 >0, i 4 i zal 二 本 凡生 慧 去 中 有 有 限 集 ， 


Weir) NaB= if| FO 1( yd } NaB, 

项 到 (xs)) 门 49B 是 ol 于 *， 四) 的 庄 导 拓 盾 下 aB 的 开 集 ， 因 击 
W{{wa}) 是 + 开 集 , 即 足 0 的 邻 域 ， 

设 研 是 0 的 = 邻 戚 , 现 要 还 明 奉 坟 中 收 丝 于 0 的 点 列 {znj， 使 
得 证 忆 研 (fa 由) 先 引 和 一 个 记 民 ;对 于 考 的 了 集 4， 记 半 =={j1fE 
1}( 易 好 4 是 [是 *, a (XT*, 训 )) 中 用 集 , 且 4 由 
大 ,4 议 越 小 ). 对 于 互 的 有 限 闻 集 44 4 包含 (人 *， OLY 有 四 
0 的 偶 域 ,而 (县 * ,0X 的 任 一 0 的 邻 霹 下 中 如 了 OO 


> 2 4 , 
ga 6) A VA. 


由 于 多 是 0 的 + 邻 咸 ， 对 任何 自然 数 ?， 色 fiaB 等 于 (X*，o 
《XX*, 久 ) 中 0 的 售 域 V 与 a5 的 突 .从 而 有 有 限 集 4 使 得 下 汪 4° 人 i 
B, 集 4 的 取 法 二 与 有 关 的 ， 完 到 和 4 为 的 有 限 子 集 H WW 必 4 
门 B, 当 取 了 苹 的 有 限 子 集 4 使 不 忆 航 门 a 后 ,可 以 限 瑟 的 有 限 
子 集 款 使 得 ( 豆 中 元 之 使 jzjs 二 3 的 记 44daU 吉 时， 下 


438+1 门 【有 十 二 五. 


用 反 证 法 ， 设 帮 忆 4 门 (下 )， 但 不 存在 CI 表示 (XX,| .| 
的 单位 闭 球 ) 的 有 限 子 集 轧 使 玉 二 C4iU A 个 Ca 二 178B， 于 是 
(AiU A N nt BNW (4 起 4 的 有 限 了 集 】 


是 (X*, oCX*, 下 )) 中 间 集 ， 韭 空 ， 因 而 当 4 二 的 各 个 有 限 


子 集 时 , 这 成 为 联 族 ,由 太 laoglu 下 理 , tn--1)B 站 (于 * ,oCX* 苇 ) 
中 紫 尝 由 上 贡 航 全 旺 fx 了 吾 的 四 圣人 入 证 或 的 联 站 ， 玻 这 种 让 
式 拘 集 全 体 的 安 集 非 襟 ， 设 JED 了 门生 人 对 全 和 介 
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元 的 有 限 子 集 汗 必 拓 4498 亢 ， 生 对 任何 gE 志和 |9C)| 
二 所 区 和 EB 这 晤 42 站 2B8CTT 相 镍 古 . 
由 此 ， 可 使 次 得 ss ds A3, 使 行 WOAiInB(= 1, 2, 四 


dar: 四 4。 与 其 些 二 中 元 的 和 集 ,而 每 个 4 古 有 限 集 ， 不 妨 认 


为 4 欧 比 如 大， 把 U 如 的 泡 依 次 排 成 - 列 , 设 为 {zmj， 易 网 


EN 
3 中 上 知 于 CFm)) 喧 评 。， 册 此 ,上 形 为 下 (im 的 集 是 zz 在 0 点 
的 基 ， 证 些 ， 

系 设 ( 了 ,| :站 是 Banach 空间 ,rt 是 XX* 的 有 界 弱 * 拓扑, 则 
{ 瑟 % ET 是 局 部 凸 空间 . 

证 对 于 去 * 中 元 记 , 作 也 射 虽 :站 居 | fo 记 二 7 
二 是 妆 玉 是 ( 玉 *T) 中 闭 集团 , (人 6B pF 作风 (4B)), 

因为 有 取 二 4 二 (fol 时 ,了 FNCaB = PNptaBD Na B= FNa, 
人 8B), 豆 由 关门 1B 吓 (于 *, OTX* 天 为 全集 ,名 (ge 瑟 ] 呈 Of 和 于 ) 
闲 集 ， 因 而 pC 相间 4B 是 ott, 无 ) 闭 集 (a 汪 0)， 由 紫 到 (有 0) 是 
财 集 ， 所 以 兄 及 首都 是 (和 ”rr 一 (zz 的 同 肪 ， 

对 于 ( 马 , 人 人 中 驻 效 于 0 的 点 列 {fz, Dp :了 ?> 区 ; 于 FF > 
sap1lFtzay| jy 则 z 就 是 央 {2s 白 决 定 的 拓扑， 证 毕 . 

定理 9 设 ! 开 ,上 人 是 Banach 空间 ，r 是 态 * 的 在 界 弱 * 拓 
在 ， 则 [下 ”划一 《古训 ( 下 + 寅 )) 本 (人 定 》)。 

证 出 二 全 比 (+ ) 可 ,下 【 有 下 (大 * (+ +. 
反 过 来 ,和 如果 ECX*T)*, 这 加 有 { 芝 ; 4 站 中 收 合 十 0 的 点 列 {ya} 
使 得 

IRD pew 《及 sup(|lf (gn)!) (fe XY), 《1) 

运 晶 ， 山 站 33 定 地 5 的 系 ， 应 起 相应 进 有 背 限 个 将 葡 于 总 的 


《2 用 种 局 部品 宇 同 2329 
{时 ,中 吝 到 下 数 6 全 不 竺 蕊 成 六 ;得 可 以 并 成 为 一 个 收敛 于 0 
的 点 天 {自重 C7 式 成 ， 

全 下 (天 和 人 有 -os 3 0) fF 
是 个 线 必 连 冻 算 子 ， 对 下 大和 中 开 (F ga， 
不 一 定 入 单 时 ;但 当 六 ,了 
下 + 的 意 丸 人 确定. 避 
是 在 03 的 线性 生 空 间 们 0“ 二 定 交 的 线性 证 费 , 且 

(2 | 2) (CzEPLA")Y 

共 由 [中 是 co 中 的 范 数 ， 自 Hahn-Banach 定理 , 妈 可 适 拓 成 为 co 
于 的 线性 有 界 旋 函 , 自由 直线 化 和 有 办 江 隔 的 一 般 形式 ， 有 如 中 
的 (952059 下 ;个 得 对 任 休 所 XX*， 


下 (让 = CF CF) 站 区， bef {as) lim bf (Cys). 
吕 二 | El 
出 于 jy >0， > ldx| < 二 co， 四 硬 实 ore 1 上 中 基本 
KE=1 k=1 
点 列 , 故 有 有 瑟 oE 蕊 使 Dbaye->xot | ,从 而 
高 =1 


A(f) = lim Dow) -tr0 (ex*), 


即 天 := 和 (各 四， 故 BECKX*, ef 下 ))*， 证 毕 . 

注 有 和 界 弱 *+ 拓 拓也 可 对 赋 范 线性 空间 定义 ， 为 简单 起 网 而 
设 ( 玉 ,上 -站 是 Banach 空间 求 讨 论 ， 在 定理 3 的 证 明 中 用 到 了 c6 
的 线性 连续 渤 阔 的 -- 般 形式 ， 即 相 举 寺 站 中 的 元 ， 实 际 上 ， 对 于 
《 瑟 , 二 人 中 收 敏 于 0 的 点 列 i 中 ,把 ia 所 成 的 集 记 为 4， 而 对 于 
(下 ,1 有 上 的 子 集 4 这 94 为 友 下 的 X* 上 上 所 范 数 : 

galtf) -supiif (XIIEA} feXx*). 


了 3 第 .向 本 甘 线 性 空间 
的 有 看 驹 = 折 外 总 是 册 841 二 是 5 人生 下 星 部 于 0 的 瞩 绚 
玉成 的 集 } 所 决 正 的 拓 扩 ， 记 妇 在 (XX 有 D 申 的 是 闭 包 为 BB, 易 见 
2ass8a 性 由 ( 玉 , 虽 -站 中 忱 钱 于 9 的 点 别 { 基 二 所 成 的 从 显然 后 (六 ， 
| 由 中 紫衣 ， 下 面 的 引 埋 9 说 明 co4 是 《〈 工 , 由 由 中 紧 业 ， 因 而 
co4d 是 (X,| .| 中 中 辐 紧 集 , 可 见 和 * 的 有 界 别 * 拓扑 比 光 ( 瑟 *， 避 ) 
的 Mackey 折 了 补 能 ,也 可 得 到 定理 9. 

引 理 9 Banach 空间 ( 芯 , 上 :中 中 紧 集 的 证 闭 包 是 紧 集 . 

证 设 4 是 Banach 空 间 (X, 上 站 中 紧 集 , 8 二 co04， 由 于 B 是 
完备 集 , 由 3.2.6 定理 ,只 要 证 8B 是 完全 右 界 集 ， 又 不 妨 设 1xl 专 
1(zEA). 

对 于 ee(0,1), 由 4 是 紧 集 ,所 以 和 4 十 完 爹 有 界 集 ， 从 而 有 4 


中 有 限 个 元 | zn 使 La U OD {Fe} 2). 记 span {wis 机 zn} 为 
让 一 1 


ww 由 于 cofzi,…s x4} 是 有 限 维 赋 范 线性 空间 (Xo, 上 人 中 的 有 界 
集 , 为 而 是 完全 有 界 集 ,所 以 又 有 已 中 有 限 个 元 总,…y i 使 得 co 


{zo TC OCs 5)， 由 3.3.2 引 理 2, 有 


#1 


Co ce 人 [ LU Or; 5 六 (Baloo, Sm 2 人 
Pe B=1 
{ze 2) 但 对 于 ZE 人 (ze qr OCE= 1, 2, ,Day =1, 因为 
喇 志 1 


n nn i 入 
宇 “ee 所 了 ore 一 人 
£1 b=! el 


由 此 对 于 co4 中 元 2, 有 co(ltz…y zj} ) 中 元 使 |z 一 如 一 e 从 
[而 有 沫 个 JE 站 使 | 一 的 | 委 jz 一 外 十 | 一 扫 | 2e, 故 


coAT U 全 (8 26). 
Fagl 
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i 
易 见 co4C [jos 38)， 十 是 ,对 se C0, 了), 有 有 限 个 元 所 ，…， 
了 一 工 


如 使 BC | Oly,3z)， 这 就 说 明 B 是 完 金 有 界 集 ， 由 3.2.8 定 
4=1 


理 2,BB 是 (也 ,上 上 门 中 紧 集 ， 证 毕 . 

系 赋 范 线性 空间 中 完全 有 界 集 的 凸 团 包 是 完全 有 界 集 , Ba- 
nach 空间 中 完全 有 界 集 的 目 闭 包 是 紧 集 ， 

定理 10(KpeBr-HiwynpsH) 设 ( 及 ,上 :1 是 Banach 空间 , 无 * 
中 屿 集 号 是 ot 和 *， 政 ) 闲 集 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任何 & 守 0， 
BiNaB 是 olX*, 匡 ) 闭 集 ( 其 中 B 是 ( 蔚 *, 上 "1 中 单位 闭 球 ), 

证 记 芒 * 的 有 界 弱 + 拓 御 为 rz 则 区 一 a( 瑟 )。 当 瑟 是 
羡 * 中 由 集 时 , B, 是 + 闭 集 与 Bl 是 r( 5 ) 闭 集 等 价 ， 而 互 是 
rt 闭 桌 即 等 价 于 对 任何 22>0, BiNna8B 是 o( 半 *, 革 ) 闭 集 ， 证 毕 ， 

系 设 (,1: 们 是 Banach 空间 , 荆 是 卫 * 中 的 闭 子 空间 ， 则 
三 是 0( 了 *, 甩 ) 闭 集 的 充分 必要 条 和 件 是 :LN 站 B 是 z(E* 三 ? 闭 集 ， 

证 必要 性 显然 .又 对 二 60>0,5 NaB=aL 人 aB=a(LNB) 
如 果 工 人 | 是 0CX*， 节 ) 闭 的 ,荆门 48 也 是 5 瑟 ) 末 的 , 故 王 粳 


3.4.5 BCH>H) 的 各 种 拓扑 

在 线性 空间 世上 给 定 - -上 族 拟 范 数 就 决定 了 工 的 一 个 局 部 号 拓 
扑 、 下 面 设 五 是 个 Hiibert 空间 , 吾 (万 一 吾 ) 表 示 五 一 五 的 线性 连 
继 算 子 金 体 ，1" 上 是 算 子 范 数 ,7* 表示 宇 的 共 辆 算 子 , 以 下 是 号 ( 己 
~ 吾 ) 的 几 利 比较 贡 用 的 拓扑 。 

(1) 范 数 拓 扣 ”有 即 用 第 子 的 范 数 决定 的 拓 扩 ,1 是 B (J 
1 的 范 数 ，(B(H-> 如 ) |) 是 个 Banach 空间 。 范 数 扩 并 也 记 
为 |. 
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C2》 加 奴 字 后 逢 村 于 如下 全 癌 博 企 龙 训 各 你 陵 朋 了 | > 
《CTz, 失 CTEBCH>D))， 出 这 种 形式 的 线性 玫 隐 金 体 所 导出 的 如 
(一 吾 ) 的 拓扑 称 为 吾 ( 五 一 吾 ) 的 弱 算 子 拓扑 , 记 为 不 07. 

《3) 强 算 子 拓扑 ” 尘 干 五 中 的 元 xz; 并 庙宇 x| (TSBCF 
一 好) 是 所 范 数 ， 册 这 种 形式 的 拟 范 数 全 体 所 决定 的 拓 护 称 为 
《五 一 五) 的 强 算 子 拓 扑 , 记 作 为 SOT. 

《4) a- 纺 算 子 折扣 ”对 于 囊 中 两 列 元 {xr}，{3s}， 要 求 满足 


(aol +t gl 之 -Foo, 作 BCH-> 太 ) 上 的 线性 泛 冰 PT 了 > 了 ， 


《7zo gu， 由 这 种 形式 的 线性 证 附 全 体 芝 出 的 十 扑 称 为 o- 弱 算 子 
拓扑 , 记 为 oc-WOT, 


(5) 0- 强 修 子 拓扑。 对 于 妇 中 满足 1zo* 之 co 的 点 出 


fe) 如 ) 上 的 拟 范 数 ， 出 这 种 拟 范 数 
n=1 


全 体 所 决定 的 折 首 称 为 e- 强 算 字 拓扑, 记 为 0-&OT. 

(6) 强 * 算 子 拓扑 ”车 吾 中 元 2 了 >ITz PP*zl” 是 
拟 范 数 , 由 这 种 拟 范 数 全 伟 所 决定 的 拓扑 奈 为 强 * 算 子 拓扑 , 记 为 
S*OT. 

《7) ce- 强 *+ 算 子 折 扑 “对 于 亡 中 使 2 上 zs 过 +oo 的 点 列 


n=1 


人 zs 作 映 身子 >/ 三 (zsP 车 7*zsl) ,由 这 种 拟 范 数 全 体 


所 决定 的 拓扑 称 为 o- 强 * 算 子 拓扑 , 记 为 0-S*0OT., 

这 些 拔 站 部 使 呈 ( 吾 一 吾 ) 成 为 局 部 中 Hausdorff 空间 。 当 五 
是 有 限 维 空间 时 , 这 些 拓扑 都 是 相同 的 , 所 以 主要 是 在 吾 是 无 根 维 
的 情况 下 求 进行 讨论 . 
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引 理 1 SSOPTOSOPTEN OF, oA*OT Oo0-SOT DIo0. WO 
oSOTOSOT, vg-SOTOSOT,.og-WOTOHWOT,|:|Do-S*OT. 

证 由 3.3.3 定 埋 5 系 1， 只 要 比较 决定 有 闫 抬 护 的 拟 攻 数 
族 即 可 .由 | (Tx, 四 | 上 x] |v TeBCH -> HD),z, gEH)LM 有 及 |Tz 
| 所 ATz OTDOSOTOWOT 类 位 地 ,对 于 


吾 中 使 访 (zol 二 9s) 过 二 0 的 两 个 点 列 ixs} {yn) ;由 


|< ee 


径 Ee p32 


[bal FT-SOTOo-WFWOT,Im -A*OTOoSG-SOT 起 显然 的 . 

控 下 来 的 三 个 强 蚤 关系 昨 明显 韵 ， 藤 后 ,由 

Er inn <2 Ya 
二 1 =} 

即 知 | 上 -| 二 0-8*07T， 证 毕 . 

引 理 2 设 1 了 TT 是 8CH 一 下 中 的 网 ,; 则 在 各 种 扩 扩 下 的 了 -> 
0 的 等 价 条 件 分 别 为 : 

《iD 《了 GO) :对 任何 z 吾 成交 (了 ZJ 一 0. 

(i) 《SO2): 对 任何 xEB, [Tz 一 0 


(ii 《cc- 环 0O7):， 对 下 中 使 人 jz 及 < 十 名 的 点 列 {xs}， 


> 《全 Way FH} >0, 
(Civ) 《cc-SO2): 对 吾 中 便 之 [za 人 < 十 cc 的 点 列 {x4}，3) 


TTx,l ?- >0, 
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(Vv) (Co-S*+OT)， 对 及 中 使 了 3 zi 一 -oo 的 点 别人 xo}, 


CT? + IT") ->0. 

(vy) (5S*0T); 对 任何 xEBH 成 [Tzx[*-1T*zl>0. 

证 由 3.3.3 定 埋 9 即 得， 在 人 ,0 这 中 没有 用 两 个 元 及 是 
到 元 是 由 于 上 述 形 式 的 线性 泛 遇 全体 所 导出 的 拓扑 就 是 分 DT 及 
0-WWOT, 风 3.3.3 定理 5 的 系 ， 十 毕 . 

系 ”对 于 B(H-> 召 ) 中 的 网 {TT 了 >005*0T) 的 充分 必要 
条 件 是 了 .一 009807) 有 征 T0080OT)， 同 样 ， TT 一 0Co-S8*0OT) 的 
充分 必要 条 件 旦 了 ->0fo-SO7) 旧 了 一 Oo- )， 

定理 1 在 作品 7 用 mr- 全 O，8ODTT，C-RS*O7 这 几 个 拓扑 
下 ,映射 外 一 > TI* 是 连续 的 ， 当 五 是 无 限 付 时 ,在 SOT 及 o-SOT 
这 两 个 拓扑 下 ,映射 了 一 "2 不 连续. 

证 将 召 ( 吾 一 互 ) 中 国 地 攻 元 下 使 了 一 ( 椰 22) 时 ， 对 什 
何 * 人 EH ,CT 一 了 2 一 0, 攻 COTE 一 TT)z%) 斑 0) 从 而 Ti 一 TT* 一 
O00WOT) ,因此 TE 一 T+CWOTDD, 所 以 了 FT* 在 玉 07T 下 是 连续 
的 。 同 理 可 知 在 -0T 下 也 连 绪 。 由 引 理 2 的 系 即 知 在 S*OT 
及 go-S*OT 下 跨 射 了 了 HT?* 的 连续 性 . 

当 五 万 记 限 维 Hilbert 空间 时 , 趟 吾 的 就 范 正 交点 判 1xs}， 作 
TEB(H-2H) 如 下 :2 一 21f2 一 2 3 而 当 2z | {x [n=2，3，, 
有 FTz 王 0， 这 样 的 于 是 确定 的 ， 直 接 验 证 可 知 全 一 009O7)， 
但 CTD*750CS0T), 这 样 的 1 中 违 便 了 ->OCo-SOT)， 担 (7 
0(Co-50T) 因 而 了 > 了 * 这 映射 在 US0TD 及 to-5S0T) 下 并 不 连 
绪 ， 让 毕 . 

系 ” 当 吾 是 无 限 维 Hilbert 空间 ,WOT 交 SOT SOT, 0- 
WOTA¥o-SOTAo-AOT. 

定理 2 蛮 (BCF > 如 ), |- 的 有 界 集 4 上 ,不 07 与 r 下 CT， 
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SOT 与 90-30T,S+OT .4 oS5*0OT 的 诬 导 拓扑 是 相同 的 ， 
证 由 于 证 法 类 似 ， 故 仅 证 明 外 O7 与 o-WOT 在 4 上 的 诱 
导 拓扑 相同、 设 17l es4) 如 果 半 中 网 1 及 元 下 使 Fo 了 


(HOT), 对 于 如 中 点 列 {xn} 伍 ja 拉 < 十 ce 可 衣 六 使 
第 二 
2 [zx < 


RN1I1 


下 是 ,由 {Ta 一 TOT ts) >0UR :12ND 有 m0, 当 avo < | (TO 


aT .EeE I- ~ 要 二 £ 
TD) wes Ti) | = 3M? 于 是 | > PT) rs Xn) | 壮 (本 ) 十 26: 
一 -1 


i a=1 


3 ate 从 而 下 T0060-WOND, BT = 7 0-WOT). 出 
雍 可 兄 下 GT 在 4 上 的 诱导 扩 扩 比 o-FFGT 在 4 上 的 诱导 拓扑 
日 ， 马 由 引 理 1, 知 0o- 亢 OT EL 比 WOT 水 ， 记 以 o-W0T 与 WOT 
在 4 上 话 导 拓扑 是 相同 的 .证 毕 . 

定理 3 BT- 五)， 全 个 的 单位 团 球 1TH 生疏 臣 入 0T 
的 缀 集 ， 

证 ”对 于 吾 中 一 灶 元 x2, 站 令 Ksyy=1A|AER,| A |z4 i}， 
翅 苑 素 对 区区 作为 足 标 , 作 五 or 的 乘 很 集 ， 出 Taxolios 定理 ,在 
乘积 拓扑 下 ，x 下 ;,y 是 紫 空间 ，x Kwyz 中 的 元 P 是 x 蝇 一 民 的 
惧 射 , 且 满 足 | tx, 2D[ 夸 hzxb 上 yx, EH), 

记 《B8( 互 一 五) 上 有 的 单位 闭 球 为 4, 对 于 TEA, 令 全 :Hx 有 
玉 区 ; (2 让 一 > (Tz 办， 这 时 ,了 TH? 个 是 4-> x 玉 ss 的 喘 射 ， 记 
世 的 象 钊 17E 4 为 囊 4 中 用 证 07 的 诱导 拓扑 , 吾 中 用 x 下 ,的 
委 祖 拓扑 的 诱导 拓 并 。 由 拓扑 的 定义 即 知 下 FF-> 全 是 4-> 的 问 
版 照射 , 国 访 焊 证 明 嫩 是 (> 百 思 环 人 台 站 下 摔 能 ,只 览 正 明 吾 存 

x oy 中 紧 集 ， 由 于 三 45 芷 时 空 国 ， 听 以 区 只 鉴证 月 吾 是 关 
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二 2 于 代 基 本， 

设 B 中 国定 poE x Ks CT) -pofry grace 理 ).、 多 
见 这 时 go 美 十 第 一 个 变 元 x 是 线性 的 , 关于 第 二 个 变 元 8 是 共 罗 
线性 的 ， 且 因 | potz, 四 | 和 汉 ?1 G8 和) ， 所 以 有 ToSE4 使 po 
(及 一 (oz 的 (zsgE 五 )、 因 而 wo=2ocB， 期 吾 旺 x Kw 中 闲 
集 ， 出 此 互 是 x 下 sys 中 紧 集 ,而 4 时 古 07T 紫 的 ， 证 毕 . 

系 (下 ( 吾 -> 再 ) ,下 08) 的 子 集 灵 紫 集 的 充分 必要 条 件 是 (如 
(> 有 H), 序 OT) 的 有 界 闭 集 , 

证 “必要 性 是 显然 的 ， 

充分 性 入 4 是 (BCFH->H),WOT) 中 有 有 办 六 集 , 由 于 {PP,， 
让 人 TEA} 是 有 因数 集 (zx, 日 )， 同 定 ze 于， 由 {Ts | TSE41} 
对 任何 yeE 雪 是 有 界 数 集 , 由 一 致 有 界定 理 ， 即 知 {全 TSA 小 是 
有 界 集 , 再 由 -至 有 界定 理 , {THITS4,} 是 有 办 移 ， 涛 有 6 使 测 
CeA(4 是 (BC(H 玉 HD),|:D 的 单位 阶 球 ， 因 为 ec4 是 全 OT 紧 集 ， 
由 是 仇 OT 闲 的 ,故居 到 OT 紧 集 . 证 毕 , 

系 在 8( 吾 -> 吾 ) 的 所 列 的 各 种 拓扑 下 , 有 界 集 着 同样 的 ， 

定理 4 {B(H->H)WOT*S= {BIH—=> FH), SOT}+= (B(H— 
HY, S*+OT)}+*, (CB{H->AH), o-WOT}*= (BH =H), or-SOT)+= 
(BCH—>H), 0-S*OT)*. 

证 ”由 于 人 YOF 是 由 一 族 线性 泛 哨 导出 的 白 扑 ,所 以 (5( 瑟 -> 
癌 ) 仇 DZ)*# 了 岂 就 是 导出 WOT 的 这 种 线性 泛 羡 所 张 成 的 线性 子 空 
间 ， 叉 由 WOTCS8OT, 表 (BC(H>H)Y,WOT)*C(B(H>H), SO 
T)*， 现 证 相反 的 包含 关系 .， 设 gE(BUT >H), SOT)*, 由 3.3.3 
定理 5 系 2, 有 吾 中 有 限 个 元 zz2，…, zs 及 数 使 得 

lg | Semaxt| Try, Tx,]) (TEBCH—>AH). 


让 
证 = Cr Cn 印 折 |g 了 T)| 筷 六 "| | CTEB 


= 
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{ 百 一 吾 )]. 作 吕 个 吾 的 正 诡 和 窑 闪 直 :: 再 外 开 四 … 国 户 ， 开 中 的 
元 ¥ 的 形式 为 妆 二 《gty 入 2 Yn) CH gs). 在 入 中 ,规定 内 
舱 为 


【了 2) = > (y,, zn) (FC "ny = {21, "ny zn)), 


EE=l 

厅 是 个 Hilbert 空间 ， 记 2 一 (zt 20) (EE 和 ). 

{Tz TEB(H> 有 H)} 是 挛 的 线性 子 空间 ， 
记 作 为 各, 作 上 的 线性 泛 孙 如下: 8 (TE TY) > 
9(T), 当 TI，TsEBCH>H) 使 (人 Tz 全 ,T1200) 二 (Tg -TD 
x8) 时 ,由 前 面 的 不 竺 式 可 知 gCT1 一 Ts) 一 0, 内 此 引 的 定义 是 确定 
的 ， 并 县 对 任何 了 EP，j5( 防 | 声 | 判 ， 由 Hahw-Banach 定理 ， 
# 可 以 延 拓 成 站 上 的 钱 性 有 失 泛 函 , 由 吾 是 Hitbert 空间 ， 故 有 
吾 中 元 2 一 (2 人 20 使 得 

y= 2") (gER®), 

从 而 对 任何 TEBCH 一 FH)， 

gOT) = Tr, TI) 一 【站 《2 7) 

= Y (rat zz 和)， 


ml 
所 以 gE(B(H==H), WOT)Y*， 由 此 LB(H->H),， WO7T)*= (8C8 
=>HY, SOT)*. 
对 于 其 它 情况 , 下面 指 出 证 明 过 程 中 的 不 同 之 处 ， 由 于 WOT 
人 SO 让 (BCH>H), WOTY*C(B(H >H), S+OT)+. 果 hE(B 
(如 HD),S*OT)*, 这 有 时 有 如 中 有 限 个 元 x 了 pz 使 得 


1 外 2 {AS 于 dzrze 十 和 了 >。 TEBCH HA)), 


记 吾 旺 五 的 共生 Hilbert 空间 ,六 作 % 个 下 与 % 个 并 的 正 交 和 二 
HOD-DHOA 人 DDR, 仍 记 为 厅 ， 所 中 元 的 形 起 为 六 = Cy, 
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RE 
(部 二 = (8181 十 ny 二 (Ce en)» 
| 
为 召 中 的 数 乘 与 甩 中 数 乘 不 间 , 及 仍 是 六 的 线性 子 室 间 、 叉 出 
下 作痛 上 线性 沦 前 

和 的 定义 确定 
县 | 入] 志 | 天 性) ,于 是 有 六 中 元 (52 使 得 
,对 任何 TEB CH> 友 )， 

RUT) = CTY, oo, Tw, THe, TR, Ca, 2 

二 (Tz 2 十 :十 (2 侣 99) 二 人 2 地 下 十 (全 
5 ， 
向 得 RECBCH > HY, WOTY*. 

在 证 明 (B8CH x 下， wv-SOD*CIB(H=2H)， oo-WOP)* 时 ， 
要 作 的 站 站 … 列 五 的 正 交 和 , 击 在 证 明 i:B8(H->H),0-S8*07)*cC 
《B(H HD), 0o-POT)#* 时 ,就 要 作 一 列 五 及 -一齐 如 的 正 交 和 ， 并 
余 都 是 相同 的 ， 证 毕 . 

注 这 里 几 的 是 直 楼 证 阴 的 方法 实际 上 ,为 了 证 明 ( 召 ( 巡 一 
五 ),， SOT) :CCBCH->H)，OT}*， 久 过 证 明 SOT 比 六 90T 了 的 
Mackey 白 扑 弓 ， 对 于 任何 一 个 如 中 元 zx， 记 p27) = 二 1T,| (7€ 
(如 地) 由 {py 一 个 氢 范 数 所 决定 的 BC 一 召 ) 殉 拓扑 比 WWOT 
的 Mackey 拓扑 强 ，( 这 时 相当 于 二 1 的 情况 ， 不 需要 作 眉 次 和 
空间 .) 而 出 此 可 知 ， 由 {pzjxe 吾 } 所 决定 的 大 夺 即 SOT 仍然 比 
WOT 的 Mackey 所 站 弱 、 这 样 ,就 可 省 去 作 正 交 和 前 纱 娩 。 但 在 
证 明 S*O7 的 情况 时 ,还 是 去 作 正 交 和 的 . 

系 1 WOT= (SODD™ WOT= (SOT)N 同 术 ,oo-WWOT= 
(op-SOT)™-: (0-S*OTY™. 

系 2 如 时 忌 是 六 ( 吾 ->HY 中 的 此 集 ， 灿 B97 BB(307) 一 


$3. 和 几 种 局 部 凸 纵 间 了 3 


Bsro0T) 下 fr -FT) ~ Be-sory -ws 
Ea - 


泰 3 当下 是 无 限 维 时 ，WOT -WOT,， BOTsg-S0T, 
S*OTAa-S*OT. 


证 取石 中 就 范 正 交 点 列 {zj ,并 记 如 = 二 zm, 令 了 为 


fT = Sry (TERSH)), 
如 二 1 


易 哆 fe (B08 地 丰 ;0-WOT)*， 但 对 二 (B88->H)，W0T) 中 


的 #9 是 有 限 和 的 形式 ， 设 g (TY) 一 >) {Toy we) 《at yr My 


和 

EE)， 相 在 名 张 成 的 +1 维 线性 子 空间 中 , 必 有 非 零 
开 加 与 区 5 都 正 奕 ， 记 和 张 成 的 一 维 空间 上 的 投影 算 
于 汶 P, 易 逢 9g( 忆 二 0 但 Pj>0, 所 以 fg 因此 E(B 一 反 )， 
WOTY*. 

由 于 在 9-WOF 及 WOT 两 个 拓扑 下 ， 线 性 连续 泛 冰 不 一 拜 
多 ; 故 g- 印 OT 与 研 OT 不 间 , 国 样 , rc- 907 与 50T 不同 ,or-S*OD- 
与 5*OT 不 同 ， 证 毕 . 

由 系 3 及 定理 1 的 系 ， 可 知 当 互 是 无 限 维 Hilbert 空间 时 ， 
BT 五) 的 折 扑 WOT, SOT, A*OT,g-WOT, o-SOT, o-S+*OT 
是 各 不 相隔 的 ， 而 其 中 的 几 对 所 挤 如 307 与 o-WO7T，S*07T 与 
TOT, SY*OT 与 go- 仇 0T, 是 不 能 比较 强 絮 的 , 妈 这 三 对 所 站 中 ， 
没有 一 个 拓 夺 是 化 另 一 个 拓扑 强 的 ， 实 际 上 , 范 数 反扑 1 上 是 比 = 
5*OT 强 而 不 相等 的 . 

引 理 3 对 于 ToE8( 右 说 人 ,映射 TTTs 及 了 [> ToT 了 在 
所 说 的 七 个 拓 砷 的 任何 一 个 下 都 是 BLH->) 一 B(H->H) 的 连 
续 有 映射. 

证 由 于 这 了 两 个 卖 射 是 线性 犁 ， 只 要 证 明 在 0 点 处 的 连续 性 
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册 村 ， 耻 面 低 对 SO7 来 让 ， 设 BCH->H8) 中 的 网 {17。 使 也 -0 
《07T) ， 故 对 %E 瑟 了 ez->0 从 而 1ToToz 寺 [Tol Tori 一 0, 即 To 
了 T0080TD), 而 对 zt, 因为 Tos 是 互 中 元 ,所 以 当 了 一 015O- 
DT 一 0, Cz 二 如 )， 即 全 760C80OT)， 所 以 这 两 个 映射 
大 ( 瑟 ( 吾 一 百 ) 307 一 (五 .> 五 ) SOT) 的 连续 映射 ， 对 于 其 它 
蝗 扑 ,证明 也 类 似 ， 证 鞋 . 

定理 5 泊 寺 号 无 限 维 Hilbert 空间 时 ,; 鼎 射 (TT, 5 一 T5 在 
SOT 下 是 不 连续 的 (这 里 指 作 为 二 元 映射 是 不 连续 的 ). 

证 直接 证 胃 在 (0,0) 处 的 不 连续 性 ， 取 豆 中 元 mm 使 |z] = 
1, 记 0O=0{0; zo 1 iTx 1 口 是 0 的 SGT 分 虞 ， 对 于 
0 的 任意 两 个 5807 邻 域 U 及 ,不妨 设 

U~O0; ze, wn; E) = {TH Tr) ee, k=1,2,., 8} (其 中 2， 

“0), 

南下 包 含 了 9 的 范 整 拓扑 镶 域 0060; 直 = {S1151 <0 (6 守 站 . 
取 瑟 中 与 zzw 都 正 交 的 韭 零 元 加, 记 { 人 0 中 张 成 的 一 维 帘 间 上 
投影 算 子 为 了 P, 易 见 PSU 且 对 任何 检 民 ,4PSU， 并 且 取 SEB(H 


过 也 使 S650 一 yo, (这 样 的 5 电 然 套 有 的 )， 于 是 ， 1ST SoE V, 


28o 1 ». 1 pa 
OE A 由 此 ,映射 (T, 5) > 了 5 不 连续 . 


实际 上 , 科 法 刺 射 作为 (BCLH 一 HH),，SOT) x (BtH>F}, [1|)—= 
(有 (五 一 下 SO) 的 映射 ,在 人 ,的 处 也 是 不 连续 的 证 毕 ， 

定理 设 B 直 (BCH>H), 上 1} 中 有 界 集 , 则 葬 法 峡 射 : 8x 
BH>H)>B(H>H): (TD) TS 起 850T 连续 的 . 

证 设 上 ?lc CTEBY, 又 ToEB, SEBCH—H), 对 于 ToS 的 
SOT 邻 域 0 二 OCToSy; 21, fa;…, Xa 28)， 由 于 

| TS TS ze A TS TH) x FT og,|, 
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kD = OT Bor Soza es Hor SF)r=0( Sor 


让 , 妆 TEBNC, AEF 时 , 误 有 了 SS<O， 因 而 莱 话 喘 射 是 吾 x 吾 (如 
>) > 五 (五 一 吾 ) 的 SOT 连续 映射 ， 证 毕 ， 

定义 设 TEBIHH)， 如 果 了 T*= 人 TT 有 (zz) 守 0(zEH). 
旭 称 于 是 BB( 豆 二 吾 ) 中 的 正 算 子 如果 了 Ti, TT; 是 BL-> 囊 ) 中 两 
个 自 此 绒 算 也 有 TT 一 是正 算 子 ; 则 称 卫 比 T 了 I 大 , 记 为 诗人 . 
好 果 {2%} 是 BCH 一 可 ) 中 出 自 共 罚 算 站 所 成 的 网 ， 且 当 a 琶 8 时 ， 
ms 就 称 {Ts 足 单调 上 讲 的 网 ， 类 位 地 定义 单调 下 降 的 网 . 
这 丙种 网 统称 为 单调 较 . 

定理 了 B(xHT) 中 的 出 自 共 锯 算 洱 所 成 的 有 界 单调 网 必 
定 起 So 了 收 钱 的 . 

证 六 :7 是 1 BCB > 各) 中 各 此 弦 算 子 所 成 的 有 界 单 调 网 ， 
不 妨 设 是 单调 上 天 的 网 ;这 里 有 有 界 是 指 |T.| 起 有 界 的 ， 对 rc 五 ， 

TDz,z)} 是 有 界 的 单调 上 开 的 实数 网 ， 故 L(Tsx, 2)} 了 观 敏 ， 从 而 

让 人 四 三 下， 的 但 有 获 ， 记 更 (z 罗 = lim (Tat, 扎 ， 易 见 到 


甘于 是 线性 的 , 甘于 # 是 共 罚 线性 的 ,共有 6 使 lp(z; 站 | 志 c] zl 
1 独 。 国 谭 有 天 及 ( 尼 一 吾 ) 使 PC 打 二 (Tory 的 (zy 3E 五 )， 从 而 了 。 
PWOP)， 由 2 -2 WOT), TE=T, 故 Ti 二, 且 T,T, 
现 证 也 一 ?ofSO7T): 当 卫 是正 算 子 上 时 ，{ 人 zy 2 纺 请 足 齿 积 除 
《Tz 22) = 二 0 不 能 保证 x=0 外 的 条 件 ， 央 而 Schwarz 不 等 式 成 立 ， 
Br 的 下 <(T2 (TY 执 (1,9 玉 )。 因而 对 xz 五 ， 
1 (To— Pe) a (To Ta) zs, (Po Ta) 2) 
To Tz, HT Tz, CT mT ) 2), 
HH 守 o 一 人 有 界 , 了 o>7ToCWOT), 即 知人 7 一 了 OD)31>0， 信 而 TT。 
一 ToCSOFT)， 蛮 毕 . 
定理 8 记 如 ( 瑟 ~ 已 ) 中 的 正常 算 子 全 体 为 W, 则 映射 一 
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NN: 一 T+ 必 OT 这 续 的 . 

证 由 正常 算 子 的 定义 , 当 了 EN 时 ,7T*EN, 所 以 TH-> T* 是 
六 >N 的 映射 , 且 当 TEN 于 ,对 2 万 ,| 了 xz 一 (fx, Ta) = (T*Ty, 
区 ) = (TT, x) = {Tr, T+Y) = ppl 鼓 | 于 z| 一 | 于 *| CTEN, x 
EH). 

设 太 中 网 {及 元 DH 使 TI>To030O7T), 从 而 对 xzEH, 上 (7, 一 
7o2z| ->0， 现 证 了 xs 一 ?403SO7) : 由 于 

[TE— Tz) = CTE TH) zx, COTE TE) ) | 

=|T,als+ hl) CT, TER) -一 (二 TH), 
由 于 ->To0SOT), 豆 卫 ToCHOT), 从而 7T#->THCWWOT), 所 以 
《了 和 TE) 一 > TH Ta) = Te = | Porl’, 

又 因 | 上 (7T, 一 了)z1 王 0, 故 zi->17Tox1, 因此 

[Ts — TH -> TT + or lx Torl’=0, 
于 T=>TYCS50T)， 证 半 . 


.3.4.6 归纳 极限 与 投影 极限 
本 小 节 中 主要 是 介绍 两 种 由 -- 族 局 部 凸 空间 来 构造 新 的 启 部 
凹 拓扑 的 方法 ， 并 讨论 一 些 基 本 的 事实 ， 
引 理 1 设 (E,7T0) (CwED) 是 一 族 局 部 同 空 间 , 上 是 线性 空间 ， 
TEL Te U7。(Z:) 张 成 的 线 性 子 空 间 为 工 , 则 有 工 的 使 


每 个 了。 有 连续 的 
证 记 {F 入 出 Ta (Er 二 .eeD)) Wen) 

知 Vero; 对 zEL, 由 很 设 可 知 家 台中 有 限 个 oo ob 有 

C2 人 有 e 疡 0 使 ag.ETs!l 


《四 ) ,二 书 ;E28 二 -十 们 C291)SPF 十 广 十 十 帮 二 R 了 y 需 以 
FE Minkowski 区 隐 全 休想 本 


上 是 咀 收集 了 记 rs 中 的 了 


La 


3.4 用 本 局 天 四 空 齐 2 


是 的 二 的 寺 贡 纪 
对 于- 任 合十 标 “ PD, -已 已 臣 了 Eu 的 Minkewski 江 转 , 给 
-一 一 一 


FF Ta "(O00; 2 1) 2 7! e007 的 让 数 倍 的 有 限 交 


全 体 (p 取 了 和 + 的 局 部 芷 ,内 I 条 全 是 (Da, rs) 一 (上 ， 
呆 的 连续 里 秆 , 即 = 使 得 和 个 7 部 连续 ， 
如 果 +! 是 工 的 局 部 止 拓扑 , 且 使 每 个 思 是 Ce 
的 连续 映射 ,网 的 0 的 餐 衔 in 邻 坡 于 都 在 多 jb， 从 耐克 时 
集 ,所 以 十 己 7) 区 工 是 使 做 个 7 了 ,部 连续 的 荆 的 最 当 0 
定义 设 (Esrdy 是 - 族 局 部 四 空间 ,三 是 线性 空间 , 和 EEC 
一 巧 , 志 达 =span{7.Fs),z 是 使 每 个 ?。 缉 连续 的 工 的 基 强 局 部 
贞 拓 扩 , 则 称 开 启东 了 这 族 映 射 下 的 (ro 的 归 绪 要 限 拓扑 , 列 
称 (5, 了 为 在 TY 下 的 C6, Ts) 的 时 纳 极限 . 
注 3| 理 1 中 工 的 使 全 个 了。 过 续 的 牙 强 局 部 屿 拓扑 的 存在 
性 ， 并 不 需要 UTs(5)》 张 成 工 的 条 件 ， 实 际 上 由 3.3.4 了 | 理 1， 
7 一 下 
让 他 是 王 上 拟 范 数 ,gs 是 (PE rs) 上 的 连续 拟 范 数 (xE 且 } 所 
决定 的 拓扑 就 是 所 要 的 拓 杆 ， 但 如 UT。(E) 很 小 ,例如 所 有 Ts 者 
是 零 算 于 时 ,7 就 是 最 强 局 部 三 拓扑 (路 由 王 上 一 切 拟 范 数 所 决 
定 的 折 赴 ) 而 与 za 无 基 了 。 所 以 一 般 对 和 .加 上 这 一 要求、 下 而 
说 到 (Zr 在 四 下 的 归纳 极 阴 时 ,认为 自动 满足 上 述 的 要 求 . 
定理 1 设 ( 人 是 局 部 山 空 间 污 (I, Ts)】 在 TD 下 的 归纳 极 
、 限 .又 ( 罗 人 是 局 部 四 空间 ,SSLCL -> 站, 则 SEB(E>L) 的 充分 , 
必要 条 件 是 对 任何 外 STEB LD ACNT CO COU VT er ) 
证 “必要 性 由 连续 遇 身 复合 的 连续 性 即 得 . 


充分 性 设 对 任何 % 5。 ST 是 过 线 节 nh +) 的 0 | 
亲信 小 (ST DER ro We 
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Tot PE oi ,iy 好， 六 总 是 连续 的 ， 还 毕 . 

定理 2 而 室 间 的 卫 克 区 限 十 青天 灾 何 一 

证 设 ( 工 ,让 是 (ro) 在 T, 上 下 的 归纳 极限 , 县 (Era) 部 是 
家 臣 空间 ， 如 果 玉 是 《Z?) 中 的 桶 , 即 玉 为 (中 均 先 三 儿 吸收 
集 , 记 矶 。=Ta1C7), 则 1 分。 是 (Loot) 中 的 桶 ， 礼 了 及 镀 。 的 Mi 
nkowski 兴 函 为 如 及 guw 由 (ssro) 是 桶 式 空 间 , 政 。 是 以 0 为 内 点 
的 , 所 以 加 是 (Zra) 上 的 连续 拟 范 数 ， 册 于 OO3 gu DCW, 7 
(000; 9 TCF ,因此 当 zE 上 ,使 09.32) 之 1 时 ,TszSF， 克 p(T。z) 
所 1, 这 样 , 当 #5Ls 使 0.2) <1 时 必定 PCT6%) 之 1( 不 会 p(Ts2z) = 
1D ,从 而 ZT,(0(0; go, DCOC0; p11) ,Bp O00; go;D) CTa (O00;p; 
D)， 反 过 来- 知 玫 Pz1OC0;P;D)) 因 000;8; DDCV, 故 纸 机 。 
从 而 469) 所 1, 同样 迹 轩 9 级 不 会 等 于 1， 因 而 (的 之 1, 基 Ts 
(C000;P;1)) =000;g6; 了 ,由 此 ,0(0;p; 了 D 是 二 中 均衡 山 集 , 且 T31 
COCO;P;1)) 二 0(0; qo; 1)ET。， 因 而 0C0; ;1)Ero ( 见 引 香 1 中 记 
法 )， 由 此 000; p31)Sr, 那 以 0 为 内 点 ,所 以 (Lz) 是 桶 式 空间 . 

定理 3 别 空 间 的 归纳 极限 是 固 空间 ， 

证 设 (中 是 (Er 在 筷 下 的 归纳 极限 , 且 (Zers) 是 图 
室 间 , 又 了 是 五 上 氢 范 数 , 并 在 (IL,7) 的 有 界 集 上 有 界 . 

记 0 二 000; g; ,了 ,二 了 C0) 并 记 了 的 Minkowski 花 蝴 为 &。. 
对 于 (Lots) 中 的 有 异 集 44, 和 由 3. 2.4 引 理 2 的 系 ,TC4o) 是 (Zr) 
中 有 界 集 ,所 以 有 8 汪 0 使 eT,(4;)CO， 于 是 24sCT5) (0) 一 Ps 
而 刀 在 和 上 有 界 ,由 于 {I Tw) 是 阅 空间 ,4 是 (ZTs) 土 连 续 拟 
范 数 ， 天 0 中 点 都 是 内 都 点 , 芍 了 中 点 部 是 内 部 点 ， 所 以 ,=0 
(0; gs; ST。， 由 此 0ETo( 网 引 理 1》， 而 2 是 (五 ,z 上 的 连续 拟 范 
数 ， 赦 (Z, 世 是 加 空间 ， 证 毕 . 

作为 归纳 极限 的 讽 子 ,下面 指出 酚 个 特殊 传 况 . 


i < 


et 2 ) 
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设 ( 工 ， 小 是 局 部 山 空 训 ,Lo 是 七 的 线性 子 空间 ,8 全 L 王 工 i， 
的 商 上 映射 , 则 (二 ,站 在 总 下 的 归纳 极限 就 是 { 工 /oro， 在 这 情 祝 
下 ;是 标 只 有 一 个 ， 

在 定理 2 中 证 明了 桶 式 空 间 的 归纳 极限 大 祖 式 空间 ， 樟 商 空 
间 的 高 拓扑 赴 归纳 极限 拓扑 ， 对 于 Banach 空间 ， 更 进 -- 步 可 逢 
商 空 间 也 是 Banach 空间 . 

设 ( 了 ,| :上 是 Banach 空间 , 羡 , 是 (对 ,上 :和 的 亲子 空间 , 则 次 
空间 ( 豆 / 瑟 o 站 上 是 Banach 空间 ， 

证 设 {z 是 ( 巧 7 王 o 外 用 中 的 基本 点 列 , z, 是 障 集 ,由 定义 ， 
zl 一 infft[zllsEzej ,所 以 有 {xs}， 使 得 zeEz。 上 是 | xz < < 十 
高 (3 一 12,…)， 易 见 {zo} 是 ( 玉 , 上 上 ) 中 基本 点 列 ， 于 是 有 zoE 玉 


使 zu 一 aa-D， 即 |zs 一 al->0， 由 商 映 射 的 连续 性 ， 即 知 [z。 
一 到 |->0, 也 即 |zs 一 型 |->0， 证 此 

另 一 种 情况 是 , 设 志 是 线性 空间 ,地 是 了 的 一 族 线性 子 空 间 ， 
且 UL 张 成 的 线性 子 空 间 为 二 是 瑟 的 局 部 凸 拓扑 ,并 令 Ts: 
Lz 一 > ?这 时 , (Ls, rw) 在 T。 下 的 归纳 极限 拓扑 是 使 + 在 
元. 上 的 诱导 拓扑 比 + 强 的 工 中 最 强 局 部 外 拓 失 . 

定义 ” 没 (Zr 是 一 族 局 部 凸 空间 ,三 是 线性 空间 , ?EL(L 
之 LO), 且 Tz1({0)) = {0)，, 则 称 使 每 个 和 。 都 连续 的 忆 的 最 弱 括 
入 为 (Lor) 在 全。 下 的 投影 极限 后 四 ,又 称 (四 是 (Esro) 在 
ZT。 下 的 投影 航 限 ， 

投影 极限 拓 关 的 意义 是 确定 的 ， 由 3. 2.5 定理 2 及 系 。 这 是 
向 量 拓 的， 生 

{T2102 ac 六 所 局 Cr 的 0 的 

是 + 在 2 A ?> 种 局 部 止 拓扑， 实际 下, {queT, laED， 


.是 
> 


本 
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44 是 (Lesrej 上 连续 拟 范 数 } 就 是 决定 = 的 荆 上 拟 范 数 炭 .Ta (40:> 


= 70} 对 于 使 每 个 7 都 连续 的 最 弱 拓 扑 的 存在 并 不 必要 ， 但 投影 
极限 的 定义 中 加 上 这 个 要 求 ， 足 标 集 在 定义 中 略 去 未 写 出 . 

引 理 2 Hausdorff 空间 的 投影 被 队 是 Hausdorff 空间 . 

证 设 (Z, 中 是 (Zwy ro) 在 T。 下 的 投影 极限 ， 且 每 个 (Ls, ra) 
是 Hausdorff 空间 ,对 于 工 中 非 零 元 4 由 人 Ta* (10)) 一 {0}, 故 
有 mSD, 使 TT x 了 0， 因 (Ls 74) 是 Hausdorff 空间 ,有 连续 所 
范 数 gs。 使 go (Tz) 天 0; 所 以 qos oT (7) 闫 0, 而 4 Tos 是 《 工 
的 连续 拟 范 数 , 由 此 (Z,z 是 Hausdorff 空间 ， 证 毕 . 

定理 4 设 (L, 人 是 (Lj 在 人 T。 下 的 投影 极限 ， 又 (这 ,?) 是 
局 部 凸 空间 , SEE(F-> 功 , 则 SEB (ZL_> 世 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 
每 个 &% TSEB(L->L,). 

证 ”必要 性 ”由 连续 映射 复合 必 连 续 即 得 . 

完 分 性 ”对 a 及 (Lz 中 0 的 均衡 唔 名 域 0s, 由 于 zz1(0J) 
的 在 8 下 的 原 象 S-1(251(0.)) 一 (Ts8)-!(O,)Ez， 而 因为 {73: 
(0 |as 记 0 是 (Fu rs) 中 0 的 均衡 凸 邻 域 } 是 + 在 0 的 子 基 , 故 
S 是 连续 的 ， 证 毕 . 

定理 5 设 (元 ,中 是 (Era 在 加 下 的 投影 投 限 ，4C 王 则 4 
是 (ZI 中 有 界 集 ( 完 全 有 界 集 ) 的 充分 必要 条 件 是 :对 每 个 中 外 
(4 是 Cs,rs)y 中 的 有 界 集 (完全 有 界 集 ). 

证 必要 性 由 3.2.4 引 理 2 的 系 及 引 理 3 即 得 . 

充分 性 ” 设 4CZ 且 对 每 个 J,(4) 是 (Zos rs) 中 有 界 集 . 对 
于 aED 及 (Lt) 中 0 的 均衡 凸 邻 域 0,, 有 >0 使 eT, (C0, 
故 4CZTs1(0,), 即 Tz1(0,) 咀 收 4, 由 于 这 种 集 731(0s) 是 + 在 
0 点 的 子 集 ,所 以 4 是 (L, 丰 中 有 界 集 .。. 

现 设 4CL 使 T。(4) 是 (Zs rs) 中 完全 有 界 集 、 对 于 有 限 个 
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电 标 名 ;Ga … yn 及 (CL,,, Te,) 中 0 的 均衡 出名 域 0。 {为 简化 是 标 


而 记 为 0D, 记 0= Nn Ti1(O) ,这 种 形式 的 0 构成 + 的 局 部 基 ， 
故 只 要 证 明 有 工 中 有 限 集 B 使 4CB+0. 
对 一 2， 记 队 一 了 Oo 由 于 了 os( 必 是 (Zoo raw) 中 完 
全 有 界 集 , 故 有 和 (中 有 限 个 元 , 即 相应 丰 有 寺中 有 限 个 元 te 
… zlms 与 天 有 关 )， 使 得 


ty 
TD SI Tt VD). 
了 一 工 


因 紫 ， 
4acU (x + (FY = (co 


4=1 


用 于 此 式 对 下 = 1 2 … 成 立 , 故 
4c 朋 ( U (cp 十 于 3 《Oo 

由 此 ,4 被 总 共 个 数 为 mm.…ms 个 的 集 覆盖 其 中 每 个 集 的 形式 

为 门 (中 十 二 25x (04) ) 到 这 种 形式 的 非 空 集 歼 , 易 见 玉 一 契 性 


Bl 
二 TO00) 一 PO) CEPAO) hl,2 二 WWC 
DD ,对 全 中 元 2, 证 一 2 性 电大 于 Cz 
因此 , 4 被 有 有 限 个 集 所 覆盖 , 其 中 每 一 个 集 人 都 在 x 十 0 中 ,所 
以 有 工 中 有 限 个 元 ls Zs "RD 使 


AC [| (z+0), 


1=1 
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从 而 4 是 忆 , 本 中 的 完全 有 界 集 ， 让 毕 . 
设 亿 sr 是 一 族 局 部 凸 室 间 ， 令 五 = x Lo 工 中 的 加 庄 和 数 
乘 按 通 党 定义 , 令 TL—>L,: PPPa), 这 轩 ， (Ly Tao) 在 了 了 。 下 的 
投影 航 限 折 执 也 战 是 乘积 拓 北 ， 投 影 舱 限 也 就 是 乘积 拓扑 空间 . 
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Banach 代数 的 理论 是 以 四 十 年 代 开 始 发 展 的 , 它 是 研究 带 有 
绞 法 的 Banach 空间 的 性 质 及 应 用 的 理论 . 

在 Banach 代数 中 , 除 线 性 运算 及 范 数 外 又 有 乘法 运算 , 因而 
代数 的 概念 和 方法 , 如 赣 元 .理想 等 起 着 更 为 重要 的 作用 . 

在 分 析 学 中 许多 重要 的 Banach 空间 可 以 适当 规定 乘 车 而 成 
为 Banach 民 数 ， 典 型 的 例子 就 是 及 上 Lebesgue 可 积 函 数 以 卷 
积 作为 乘法 时 , 它 就 成 为 Banach 代数 ，Banach 代数 的 理论 在 经 
典 调和 分 析 及 抽象 调和 分 析 , 群 表示 论 , 算 子 理论 及 负数 代数 等 数 
学 领域 中 有 广泛 的 应 用 ,而 它 的 理论 本 身 也 综合 了 国 数论 , 抽象 代 
数 等 学 科 的 技巧 ， 

本 章 讨 论 Banach 代数 的 基本 理论 ， 开 县 还 讨论 了 更 灶 殊 的 
一 些 Banach 代数 ， 如 对 称 Banach 代数 及 0* 代数 等 , 并举 出 了 
Banach 代数 理论 的 应 用 (如 Wiener 定理 ) 。 


$4.1 基本 概念 各 性质 ,元 的 正则 集 及 谱 
本 书 讨论 基本 的 代数 概念 。 并 在 Banach 代数 中 给 出 这 些 概 


念 的 菇 本 结论 ， 举 了 几 个 常用 的 Banach 代数 的 例 及 在 这 些 例子 
中 ,元 的 正则 集 与 谱 的 计算 . 


4.1.1 代数 ， 单 位 元 ,正则 元 ,正则 集 及 谱 
定 尽 ” 设 吾 是 线性 空间 ， 浆 在 吾 上 有 二 元 运算 ， 即 Rx 再 > 瑟 
的 映射 ; (zy 护 > xy( 称 为 磁 法 )， 它 度 足 


25n 第 四 上 禹 ”Banach 代数 

CD) Da=7{92) C2, Ze; 

{iiy (zi) z=2s| ys WYO=x2s Cx, sR)S 

GiDACGD = Aryy= tay) lr, ER, ACER). 
则 了 称 呈 是 代数 ， 如 果 呈 中 存 元 。 使 得 ex 二 xe z(tx5 局 ;由 称 且 是 
有 单位 元 的 ,出 称 有 上 述 社 质 的 元 。 为 五 的 单位 元 ， 如 果 zx¥ =- yx 
(zyEB)， 则 称 召 是 交换 的 ， 

如 果 在 代数 刁 中 有 范 数 1 .1( 作 为 线性 空间 五 而 首 的 范 数 ), 而 
且 1*[ 福 是 

Cv hrylslal -ly Cr,yER), 
则 称 忆 或 (BE,| -有 站 是 赋 范 代数 ， 和 如 果 (R,1. 有 上) 是 完备 的 , 则 称 (E， 
| -用 是 Banach 代数 ， 

注意 ,有 时 会 考察 仅 有 零 元 {0} 的 代数 ,这 上 时, 认为 这 种 代数 是 
没有 单位 元 的 , 

例如 ， 在 Banach 空间 (CR, 上 -人 门 中 ,规定 xz8=0(Cz,9E 忆 ,这 于 
五 就 成 为 Banach 和 代数， 当然 这 样 的 Banach 代数 足 平 几 的 . 

引 理 1 设 刁 是 没有 单位 元 的 代数 , 令 百 二 区 xR， 在 衣 中 按 
通常 方法 规定 加 法 和 数 导 .， 且 规定 老 法 为 

A) CRD A A HE: x) 

则 惫 是 有 单位 元 的 代数 ， 双 如果 (CR, 上 : 门 是 Banach 代数 , 但 吾 中 
没有 单位 元 , 如 上 作品 ， 并 令 | 02,2)[ 二 14[ 十 |x]; 则 ( 癌 , 上 :1 是 有 
单位 元 的 Banach 代数 ,而 (1,0) 是 站 中 单位 元 . 

证 直接 验证 妈 知 ， 证 毕 ， 

引 理 2 车 吾 是 有 单位 元 的 代数 , 则 单位 元 是 唯一 的 - 

证 ”如 采 e1, 6 部 是 五 的 单位 元 , 则 el 二 eies 二 ez. 证 毕 . 

在 引 理 1 中 ,如果 书 是 有 单位 元 的 代数 , 仍 可 作 吕 这 时 ，,(1， 
0) 起 央 中 单位 元 而 (0,e) 不 再 是 单位 元 了 ， 通常 当 臣 有 单位 元 
时 ， 不 必 再 作 融 昌 称 为 由 及 潍 加 形式 单位 元 后 的 代数 .。 当 加 是 
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有 单位 元 的 代数 时 , 单位 元 总 记 为 e. 

定 必 设 吾 是 厅 单 位 元 e 的 改 数 ，xoER,， 如 果 有 是 中 元 3 使 
yro—=elry =e), 则 称 zo 是 在 ( 右 ) 本道 的 .而 这 样 的 y 称 为 fo 的 在 
( 右 ) 芽 元 . 如 果 zos 吾 既是 左 可 逆 又 是 右 可 逆 的 ,就 称 ze 是 可 赣 元 
或 正则 元 . 

引 理 3 设 吾 是 有 单位 元 的 代数 ，zo6 召 是 正则 元 ,又 8 是 2 
的 左 道 元 ,z 是 zo 的 右 关 元 ， 则 3# 一 ， 

证 一 yx02) 二 (yx0)z 二 zs， 证 毕 . 

系 ”如 果 zo 是 有 单位 元 的 代数 吾 的 正则 元 ， 则 z 只 有 唯一 
的 开道 元 , 它 也 是 z 的 瞧 一 的 右 道 元 . 

定 澡 设 豆 是 有 单位 元 的 代数 ， xo 是 五 中 正则 元 ; 则 称 ze 的 
左 逆 元 (也 助 右 逆 元 ) 为 zo 的 道 元 , 记 为 x5. 

引 理 4 没 下 是 有 单位 元 的 代数 ，zo, go 都 是 如 中 正则 元 ， 则 
zeogo 是 吾 的 正则 元 , 且 (Czogo 一 一 1551. 

证 因为 人 480037 (zo80) 一 人 217 加 二 3 加 一 e 男 一 面 
了 这 业 侯 ， 而 zogo 正则 由 (zoyo) =o1251。 证 毕 . 

定义 ” 设 瑟 是 有 单位 元 的 代数 ,xoSEB, 4ERR, 训 果 he 一 zo 是 正 
则 元 ,就 称 4 是 ze 的 正则 点 ;不 是 正则 点 的 数 就 称 为 是 z 的 谱 点 . 
zo 的 正则 点 全 体 称 为 ze 的 正则 集 ， 记 为 pso; zo 的 谱 点 全 体 称 为 
zo 的 谱 , 记 为 Cyg. 

定理 1 设 及 是 有 单位 元 的 代数 ，x,yER,， 则 ozyU {0} 
= Gyzl) {0}. 

证 先 证 如 果 (Ce 一 z 办 正则 , 则 Ce 一 87) 也 是 正则 的 . 

如 果 (ke 一 z 拉 正则 , 令 5 一 e 十 gfKe 一 28) "7, 于 是 

te— x)= (e—yr) + (Ce— yr ye ry Ix 

= (e—yr) +y(e— ro) (ery rt—=e—yr-| 82 一 e。 
同 祥 可 验证 zke 一 gz) 一 e， 所 以 e 一 拉 是 正则 的 , 
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二 一 - -一 一 =- 


委 此 , 姐 果 4 关 0 且 Che --2x#) 正则 ， 十 是 《e 一 所 的 正则 ， 出 上 


所 证 ,(e 一 Y3) 一 邢 (ae 一 各) 正则 , 圾 Ce--9z) 正 则 . 

所 以 , 当 4 天 0 时 ,由 府 pw 可 知 1Epwms 因 = 与 ?地 位 相 辣 , 由 
AEpyr HM AEpzy. 图 geyg 一 《pan ar 一 《por WA cry {0} = 
oyzU {0}， 证 毕 . 

引 理 5 设 (B,1 -中 是 赋 范 代数 ，zER， 则 limiz" 中 存在 且 
lim</ [zh =inf Ml" 

证 记 infNMJz 丰 为 a 对 于 se>>0. 用 使 /zw <efre， 
即 |zr*i see 任何 自然 数 可 唯一 地 写成 为 4 一 ze 二 吕 其 
中 了 是 非 负 整 数 , m 是 非 负 整数 且 mw 所 mw 一 1，(7, mw 都 与 有关)， 
当 za-> 十 co 时 ， 开 ->0， 从 丽 纪 1， 由 

EE a EG EA Es EB EA 
玖 3VJzT< Cate) ”zl 六 令 a>+co, 即 得 EST<a+e 
由 于 * 是 任意 焉 数 ， 从 而 imYTsqj 委 cs。 但 由 定义 ， 有 9 和 
lm Tz"| ， 因 而 limwis 和 = 一 inf Mz 中 证 毕 . 

引 理 6 设 (B 1) 是 有 单位 元 e 的 Banach 代数 , 则 有 五 上 
范 数 1-1; 使 得 1:1 与 1*1 各 价 ，(2,1:1) 是 Banach 代数 二 


lel:=1, 
证 对 于 xzEB, 作 A:R>Riy 一 >xy; 易 见 AsSB(R->RBR)， 由 


[01<<1z11y1 (eyyE) ,区 |4o1<<1z|. 又 因 4ze 一 zy 放 | 4dj 滨 | 鲁 ， 


因而 | 过 141zl .又 当 z= e 时 ,4 是 异 等 算 子 ,i461 二 1, 对 于 


rER, 令 |al, 一 人 4 ， 因为 1zgi 一 1 45s =| 4.4,l | | "41 = 
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zl 站 1 又 算 子 的 范 数 是 了 (BR-> 人 的 范 数 ， 央 而 作曲 是 五 的 范 
数 , 易 见 人 全 满足 弛 [ 理 的 一 切 要 求 ， 证 毕 ， 

由 引 理 1 及 引 理 6 ,不 妨 只 讨论 有 单位 元 的 Banach 代数 , 并 
没 单 位 元 e 的 范 数 为 1 

在 讨论 有 单位 元 的 Banach 代数 的 详 的 性 质 时 ， 一 艇 假定 天 
是 复 的 代数 . 


4.1.2 Banach 尼 数 中 元 率 的 谱 


本 小 节 中 总 设 五 是 有 单位 元 。 的 复 Banach 代数 , 且 单 位 元 e 
使 iel =1, 其 中 有 些 定 理 不 融雪 复 的 假设 . 
引 理 1 设 瑟 中 元 x 使 |x1 志 1, 则 e-z 是 正则 元 . 


如 


证 令 y==e gz 由 于 1, 记 # 一 之， 


总 二 和 


zf{z? 表示 昌 ， 刚 {1y 是 吾 中 Cauchy 点 列 , 故 {zs 收 数 , 其 极限 记 为 
多 南 #(e 一 2 = Ce 一 =e re 机 知 y¥te—2) = (e—2)y 


一 6, 所 以 e 一 z 正则 且 (e 一 2)-!= Se 证 毕 . 

定理 1 刻 中 正则 元 全 体 是 CB,1 -1 中 开 集 , 且 在 正则 元 全 体 
上 ,映射 :x 上-= x! 是 连续 的 . 

证 设 * 是 好 中 正则 元 ， 记 ?= TiT， 则 当 3#EO(ea 时 ， 
lg) <a, 而 ger). ls (el 
<1, 并 由 4 34.f3 引 理 4 即 知 六 是 正则 元 . 

当 yEO x; 全 ) 时 ， 1z-:Gz 一 及 1 一 本 ,这 时 te—z- (x —¥) 
<<2, 从 而 iy- 直 所 24z- 必 ， 从 而 

ly- a = N21r nay, 
即 知 映射 x; -_ > z-!: 是 连续 的 ， 证 毕 ， 
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系 对 zE 吾 ， Dr 是 开 集 .有 日 当 HEpr， 14 一 名] 一 - 


时 ， 


1 
\ ioe 一 37 


(ae 一 2 -1 一 (he 一 站 SOue 由 A 
Eo 


证 分 别 以 4e 一 x*，he 一 x 作为 定理 1 中 的 z,y, 即 知 (ae 一 
xz)-! 可 写成 这 级 数 的 形式 ， 证 毕 , 

定理 2 对 xeR,o, 非 空 . 

证 用 反 证 潜 , 如 果 cs 是 空 集 , 则 ps= 人 C, 于 是 (Ae 一 x)-! 对 
任何 4 性 有 意义 ， 且 在 每 个 EC 附近 ，(he 一 2z)-"! 可 写成 级 数 
形式 ， 对 任何 JfEB*, 了 (Che 一 2) -是 整 隙 数 . 


当 AEC 使 14| 汪 21z1 时 , 4e 一 x 一 4(e 一 志 ), 所 以 


从 而 |f(Che 一 2) -| 所 各 [1 表 ， 由 Louville 定理 ,得 


ftde—7s) 0, 
这 显然 不 可 能 , 从 而 得 出 牙 盾 .所 以 o, 非 空 ， 证 毕 . 
由 于 当 ME 使 14| > 全 时 ，aE 所 以 os; 是 忆 中 非 空 有 界 
闭 集 , 数 sup{ 4 | Eg,} 称 为 元 x 的 谱 半 径 , 记 为 7(z). 
定理 3 设 瑟 是 有 单位 元 的 复 Banach 代数 , xER, 则 
(7) = limMlel, 


证 仍 设 limvisj 为 4 当 3C 且 141>a 时 ,由 于 
六 (开放 是 收 比 的 ,因而 级 数 袜 Yat 的 部 分 和 是 Cauchy 点 到， 


这 级 数 是 耳 中 的 元 ， 从 引 理 1 可 知 它 等 于 (e 一 算 ) ,所 以 人 1 
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六 有 jC 己 pys 臣 ?(2) 夺 gq. 

下 曾 用 反 证 法 征明 午 式 成 立 . 如 r(xz) 二 q， 取 5 人 刁 得 7 了 ts) < 
<a， 对 ERt，fiCe 一 2) 7 由 是 役 | 必 已, | 放 7T(x)} 处 的 解析 清 
数 ,由 在 {414[1z 人 处 的 展 半 式 ,并 由 解析 国 数 的 等 级 数 展开 式 
的 唯一 性 , 即 知 

f(Ge—2)-) = (fe0) -AENAR)+) (41>7(n)). 


特别 ，f (e) r+AE) + 是 收 策 的 ,可 见 | 7 全) 


名 一 工 ， 


2,3,…| 是 有 界 教 集 ， 册 一 至 有 界 定理， 入 


#1, 2, | 是 CB， 


和] 中 有 腊 集 ， 好 有 常数 C 使 | 和 | 专 0, 从 而 2 中 <0b", 出 此， 
iim ee"l <6, 


即 s 委 5, 矛盾， 从 而 ro 一 上 证 毕 . 

下 面 的 结论 是 定理 2 和 4-1.1 中 定理 1 的 一 个 应 几 ， 

定理 和 设 吓 是 有 单位 元 的 复 Banach 代数 , 则 不 可 能 有 如 中 
两 个 元 x,9 使 得 zy 一 zz 一 上 

证 用 反 证 法 ， 如 果 z,yER 且 xy 一 托 一 e 则 zy 二 6 十 yz， 由 
元 素 的 庶 的 定义 ， 即 知 0.9=0ys 1( 二 人 +t11AEoys))， 如果 
0Egysy 则 1Ecgy， 由 4.1.1 定理 1,1€oys, 这 样 , 任何 自然 数 都 
在 csz 中 ,与 0ys 是 有 蛤 集 矛 盾 . 同样 ,如 果 0Eosys 则 一 1, 一 2,…*， 
都 在 ee 中 也 得 了 矛盾， 但 如 果 0Eeee 了 时， 由 og 非 空 ， 如 0E gyz， 
则 1od aa 一 1 2 都 在 osz 中。 也 与 0ws 是 有 界 集 帝 盾 。 故 不 
可 能 有 这 样 的 x 与 # 证 毕 . 


4.1.3 元素 在 子 代 数 中 的 谱 
定义 设 五 是 代数 ，BRoCBR， 如 果 本 是 请 的 线性 子 空间 且 当 
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x， ERo zy Ro， 则 称 Ro 是 吾 的 子 代数 ， 世 有 果 吾 是 Banach 代 
数 , Bo 是 五 的 闭 子 代数 , 则 称 Bo 是 请 的 Banach 子 代 数 . 
当 吾 是 有 单位 元 的 代数 ， 品 是 五 的 子 代数 且 aEBo 了 时， 对 干 
Ro 中 的 元 ** 是 正则 元 , x 的 正则 集 等 等 楼 念 是 与 作为 那个 代数 
的 天 来 泣 有 关 ， 显 然 当 zw 是 Ro 中 止 则 元 时 ,zz 是 下 中 的 正则 元 , 因 
此 ps(ROD)CPAABR)， 从 而 0 CBCortRo) Cpz(Ro) 表 东 作 为 Ro 中 
移 元 x 的 正则 集 , 其 余 也 是 类 似 的 记号 )， 下 面 对 于 Banach 子 代 
数 的 情况 来 讨论 . 

定理 1 设 吾 是 有 单位 元 e 的 复 Banach 人 代数， 是 瑟 的 
Banach 子 代 数 且 eERo， 又 zsERo， 则 ay(RoO) 二 oztR) 而 且 
cz(Rovox(B) 是 开 集 . 

证 or(R0) 祈 0a(B) 是 显然 的 设 AEoc(RoN\ostR), 今 证 
加 是 ARONosCR) 的 肉 点。 用 反 证 法 ， 设 有 4 >4o 旦 数列 {f4o} 
中 每 个 都 不 在 cs (RON\os(B) 中 ， 因 加 Sos(8)， 并 且 pz(B) 是 天 
集 , 所 以 可 设 机 EpsCR), 即 (Ase 一 z) 在 玉 中 正则 ,但 (hes 一 ?) "都 
在 Ro 中 .因为 是 闭 的 ; (Ane 一 2) ERo， 且 由 4.1.2 定理 1, 映 
射 z 广 *z 是 连续 的 ,由 各 王 ho, 4n8 一 *>N0e 一 2¥ ,元 Cdne 一 4) 一 
(Che 一 2) 从 而 Ce 一 2) "©Boy 因而 和 Epo(R) 与 AoEos 人 (Po) 环 
盾 ,; 所 以 4o 是 oCBONor(B) 的 内 点 ， 从 而 oCBo)\cr(lR) 是 开 集 ， 
证 毕 . 

注意 ”这 里 设 eER6， 而 不 说 Ro 有 单位 元 ， 因 为 ee Ro 时 并 
不 排斥 Ro 中 另 有 元 起 着 Bo 的 单位 元 的 作用 , 

村 设 吾 是 有 单位 元 的 复 Banach 代数 ，Ro 是 情 的 Banach 
子 代数 ,eER,xERBs 如 果 oz(B0) 是 醉 朗 集 ,由 oz 人 Bo) 二 oe(B)， 

后 面 将 举 出 oz(Bo) 隆 go(R) 的 例子 。 

定理 2(Temparaz-Masyp) 没 (8 1 是 有 单位 元 的 复 
Banach 代数 ,如 果 瑟 中 非 零 元 都 是 正则 的 , 则 及 是 一 维 的 , 
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证 对 xER, 由 os 非 空 , 设 2E0,, 则 he 一 7 不 是 正则 元 ,由 要 
设 he 一 x 二 0, 即 z 二 he， 可 见 瑟 中 任何 元 5 都 是 e 的 倍数 , 故 吾 是 
一 维 空 间 . 证 毕 . 

引 理 1 设 及 是 有 单位 元 的 复 慌 数 ,zESR， 对 于 复 系 数 多 项 式 
PA == G0 ad 十 gg P(E) = a0e tas ant WM pe 
=p(on (= {0 [AE os}). 

证 记 7 的 % 个 复 根 (包括 重 根 ) 为 入 4-…, 轴 ， 易 见 D(z) 
一 ent 一 he (7 一 X22) 一 4se)。 如 上 时机,…,A5Epzy 出 4.1.151 
理 4, 到 全 是 正则 元 ， 反 之 ,如 果 Bo 是 正则 元 ， 则 一 4ue 有 左 逆 
元 PE) anfz 一 四 ev 一 人 te。 由 于 

PE) = (FAne) an(t—Ae) TA)), 
所 以 ¥ 一 Awe 有 右 道 元 ， 了 而 x 一 Ane 正则 ， 即 4.E ps, 辣 理 4, 1， 
An-t 安 Pz。 由 此 可 妮 了 了 (D) 正 则 等 价 于 2 的 根 都 是 zx 的 正则 点 ， 
所 议 0EGzpiz; 等 价 于 加 的 根 中 有 一 个 谱 点 ， 亦 哮 0 中 有 2p 的 很 ， 
由 此 0Eop:z; 等 价 于 0Ep(o2), 

对 于 加 Et， 记 S= 加 一 入 对 了 用 上 述 绪 论 ， 即 知 hoEercn 狠 
价 于 4nSatca ,所 以 opew) 二 pt0sz). 证 毕 . 

以 上 证 明 是 设 8 为 次 数 高 于 1 的 多 项 式 ， 对 于 了 是 常数 时 ， 
可 直接 验证 ， 但 p(x) 的 谱 是 {qo) ,而 vs 如 为 空 集 就 不 适当 .但 对 
于 Banach 代数 就 不 会 有 这 问题 . 


4.1.4 几 个 例子 
例 1 设 吕 是 紧 Hausdorff 空间 ,0O( 人 是 个 Banach 空间 ， 
在 CC 中 规定 乘法 如 下 :对 zz 3ECCO)， 令 
(r=a tt) (ERM), 
这 有 时, C{ 人 2) 是 个 有 单位 元 { 恒 第 于 1 的 确 数 是 单位 元 ) 的 交换 的 复 


258 第 四 章 Banacbh 和 数 
代数 ， 
例 2 设 五 是 个 Banach 空间 ， 五 (县 一 本 是 个 Banach 空 间 ， 
在 卫 ( 玫 -> 如 中， 订 复合 作为 乘积 , 则 五 (下 一 有 是 个 有 单位 元 { 恒 等 
算 子 7 是 单位 元 ) 的 Banach 代数 (不 考虑 吾 一 0 的 情况 )， 当 员 
的 维 数 大 于 1 时 ,BLR 一 RR) 不 是 交换 的 . 
例 3 了 (下 ) 表 示 《 一 co 十 co) 上 的 Lebesgue 可 积 国 数 全 体 ， 


这 是 个 Banach 宝 问 ， 范 数 是 tz| 一 | [zz)1dm(t), 和 ma 表示 直线 
上 的 Lebesgue 测度 ， 对 于 zyEL( 民 ) ,规定 莱 花 为 蓄积 


(z * Dt)= [Rr ye 8) gmt(s), 
下 面 对 于 这 一 个 葬 读 作 些 说 明 . 
当 #,¥EL(CR 民 } 时 , 出 于 
(ala le —s) Tamcs) aa 人 


= [Jls CC —s) lam( tamls) = yl |n lss) ldm(s) 
一 | 多 | > 
因此 对 于 几乎 所 有 的 所 [RsC98G 一 s)dm(s) 是 可 积 的 ， 即 


冰 数 xz*y 是 有 定义 的 并且 xz*g 仍 是 CR) 中 元 ， 且 lz* 痢 
lzl -|yl. 
当 teER 使 :*8 有 定 交 叶 , 由 


[Re CC ~ am(s) = [ReG + oye) am(s) 
=|hzC —s) ys) dam(s) = (yr Ct), 


因而 乘法 是 交换 的 . 
由 乘法 : (及 > zxg 的 定义 ， 易 见 乘 法 满 定 代数 的 定义 中 
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性 质 中, (Gi) , 现 让 有 明 当 法 满足 结合 律 (， 
注 于 ,yzEL(R), 


Cee)#oD = | oD CE)a ut am(t) 
= | gg (a y(t — 8) dm (3) )z(u— tadm( 起 
= 人 eco|as( —s)ztu— tdm(t dmt(s) 
= {x6 {ReCt)z us) mt Ydms) 


= {Rx Cs) Ga (u—s) dm(s) 
= (z+ (y+2)) (4), 
国 此 Ct 加 #z 二 Yr Cy#2)， 即 彝 注 使 结合 律 成 注 ， 由 此 ，L( 及 ) 在 
以 * 作为 乘法 时 , 是 个 变换 的 Banach 代数 . 
在 (RR) 中 是 没有 单位 元 的 . 实际 上 , 取 z 为 [0, 1] 上 的 特 在 辐 


数 ， 则 Czx9) (从 一 | y(t 一 ydm(s)， 易 见 这 时 zxy 是 个 连续 冰 


数 ， 得 工 (有 R) 中 几乎 处 姓 相 竺 的 函数 是 着 作为 同一 元 的 , 而 及 上 
连续 函数 是 不 会 与 [0, 上 特征 函数 几乎 处 处 相 竺 的 , 可 见 对 任何 
yeLCR》， 当 为 [0,1] 上 特征 函数 时 , 就 不 可 能 使 xy=xz， 因 而 
L(R) 中 设 有 单位 元 . 

在 (及 ) 中 昌 热 设 有 单位 元 ,但 有 近似 单位 元 . 

了 (及 ) 中 的 网 $5 如果 使 Zu+x 一 x (rELCR)), 就 称 做 LC 民 ) 中 的 
还 似 单位 苑 . 

近似 茧 位 元 并 不 是 一 个 元 ,而 是 也 (及 ) 中 的 两 ， 

理 定 1 设 {xz} 是 L(tR) 中 的 网 ,如果 

人 济 企 何 a 及 itER ,z(t1) 关 0 lz, = 1; 

(ii) 有 实 谣 # 使 村 任何 ,Zl 在 [一 0,aj 外 枉 为 03 
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Giiy 对 在 何 3>0 在 [一 汪 外 2。 一致 收 化 于 0 
天 {zoe} 车 ( 民 ) 中 的 近似 单位 元 . 
证 设 8 是 在 某 有 限 区 间 外 为 0 的 及 上 连续 函数 . 
记 max ly(t) | 为 6c ,并 设 8 在 区 间 [541,85:] 外 为 0. 


€ 
对 >0, 取 1>6>0, 使 1y(i 一 8) 一 4 和 )| <a0p 一 和 二 林 涪 
[s1<8 时 ), 然 后 对 这 6, 由 Gi), 可 取 oy 使 当 ma 时 ，xaks)< 


《 当 3 和 [一 小 5] 时)， 于 是 


吾 
4ctbs— bt+2}-2g 
zry—9] = [x [RAOPLE —8)dmt(sy 
一 人 ras yt dm(s) Iam(t) 
<| 人 =) ly (te) —t) amts) dm(t) 
<| =) [R's) —y(t) em(t am(s) 


| sols) {lye—s) —yCt) lam( tamCs) 
[ J 


< zs(s) Emma(s) 十 2c(bs—b1+2) 


£ 
4c(hr—bl 汪 2) 20 
<ey 
从 而 zy >y (1). 
对 于 任何 sE(R)， 对 上 >0， 先 取 # 是 在 某 有 限 区 间 外 为 0 


的 连续 函数 ,县 1y 一 z| 一 了 ,于 是 


J zx2— zl rarz— rg tle ry — yh yz| 


<3ethzry—y]. 


§4.1 基本 概念 和 性 让 ,元 的 正则 沫 点 迁 261 


由 上 所 证 ， 有 ow 使 当 owoa 时 ,zxy 一 站 < 了 ， 这 时 |za*z 一 到 过 


63 可 钢 zxz >zff 人 所 以 to 是 近似 单位 元 ， 证 毕 . 

例如 , 令 za 一 4X40, 二 《Xo 十 表示 :0,4 的 特征 铺 数 )， 则 {zs} 
是 近似 单位 元 . 

例 4 记 心 =={zizx 是 在 蕊 的 单位 用 圆 上 连续 且 在 单位 开 贺 
内 解析 的 函数 }， 对 xEwt, 令 ]zT= 二 max{ zt， 在 过 
中 的 加 祷 , 数 纱 和 乘法 都 用 通常 的 运算 , 则 .x 是 个 有 单位 元 和 的 变 换 
复 Banach 代数 . 

由 和 解析 函数 的 氢 大 机 原理 ， 对 vyEf， 上 zh 一 max{ zf 人 
=1}. 

例 5， 记 开 为 绝对 收效 的 三 角 级 数 全 体 , 即 

W= {zt)= DY are"| > for[<+o}. 


著 三 一 喇 对 = 一 


y 中 元 也 就 是 以 2x 为 则 期 的 连续 国 数 , 有 Fourier 儿 数 成 为 绝对 
收 敏 级 数 的 这 种 国 数 全 体 . 
在 证 中 。 以 通常 的 方法 规定 加 闪 ， 数 乘 和 乘法 ， 对 于 玉 中 元 


区 一 之 ， aaeint 信人 zj 一 之 ， fas1， 这 时 , W 是 个 有 单位 元 的 交 


校 Banach 人 代数, 
易 见 (本 ,上 :由 是 个 Banach 空间 ,因为 


st)= DD) ne Cts tos Os "**) 
村 到 一 5 


是 玉 >2! 的 线性 保 范 辕 构 . 
syEW, s(t) = DT ae Ht) = Dl be 时 ， 
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CF) t= 全 enet 其 中 0n= 了 asB 3 


Em 


由 于 > [as < 00, >), 人 <， 所 雇 


隆 = 一 2 R= 


>) [er| = >) > |arbs-s | 六， |an | > [5 | ， 
人 三 -了 让 并 二 一 9 二 一 


这 就 说 明 乘 法 是 多 中 的 运算 , 由 满足 范 数 的 不 等 式 ， 乘 法 与 加 法 ， 
数 乘 之 问 及 乘法 的 结合 律 等 ,满足 代数 定义 中 的 人 ，Gi，(i 式 
是 显然 的 . 

例 5 的 Banach 代数 序 称 为 Wiener 代数 . 

对 于 上 面 的 几 个 例子 中 的 元 的 正则 性 , 以 及 正则 集 及 谱 集 等 ， 
有 下 而 的 一 些 性 质 . 

在 例 1 的 CC9)， 例 4 的 及 例 5 的 全 中 ， 由 十 这 些 都 是 由 
函数 所 成 的 Banach 代数 , 且 所 用 的 运算 部 是 通常 的 深 点 的 运算 ， 
单位 元 是 恒 等 于 1 的 函数 ， 因此 ， 当 元 * 的 取 值 在 基点 为 0 时 ，= 
就 不 会 是 正则 元 ， 从 而 z 的 从 域 中 数 都 是 = 的 庶 点 . 

在 例 : 中 , 当 zEC(D) 且 (4) 关 0(t&9) 时 ,元 冯 S00D), 由 
此 ,os= {z(t)|1E9}. 


在 鲍 4 中 , 当 zE 甩 z(t 天 0(|t| 声 ) 时 ， EY 时 而 


oz— {zt)| |}, 

但 在 例 5; 中 , 当 ze 全 且 z(t) 关 0CtE50,2x) 时 , 国 数 2 不 
知 冲 是否 壮 于 中 ,因而 仅 和 {z(2)] 2EL0,2x]}Co;, 

类 位 地 , C;{ 加 ) 中 元 x 也 使 0 二 {zaC2)| 1ED). 

在 例 2 的 主 (B 一 户 中 ,元 的 谱 趟 容易 决定 , 

例 3 引 的 五 (R) 没 有 单位 邱 ， 因 而 只 能 在 加 和 人 形式 单位 元 后 的 
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Banach 代数 中 讨论 . 

定义 设 请 是 没有 单位 元 的 代数 ,rER, 如 果 有 ER 使 x 十 
二 #7 二 0， 则 称 z 是 左 氢 可 道 的 ，# 称 为 + 的 左 氢 道 元 ， 迷 似 地 ， 
和 如果 有 zE 吕 使 xz-t z 十 zz 二 0, 则 称 z 是 右 拟 可 道 的 , 且 称 2 是 守 的 
右 氢 道 元 . 

引 理 1 设 民 是 没有 单位 元 的 代数 ,xzSER, 记 吾 加 人 形式 单位 
元 所 成 的 代数 为 疡 ， 则 y 是 了 的 左 拟 造 元 的 充分 必要 条 件 是 : 
C1;, 拉 是 (1,x) 的 左 道 元 . 

证 ”由 羡 中 乘法 的 定义 { 见 4.1,1. 引 畦 D， 

(1 的 (1 的 一 人 1 直上 28) 9 
而 红 , 久 是 总 中 单位 元 ， 故 知 8 是 xz 的 碟 氢 逆 元 等 价 于 人, 凡是 
《1; 2 的 左 道 元 ， 从 答 # 左 拟 可 递 等 价 王 (1,?) 在 着 中 左 可 道 ， 对 
于 右 氢 可 道 及 右 递 元 也 有 类 似 的 结论 ， 证 毕 . 

系 该 吾 是 没有 单位 元 的 代数 ,zEB， 如 时 左 拟 可 道 且 右 拟 
可 逆 , 则 zx 的 左 拟 逆 元 及 有 拟 元 都 唯一 生 相 等. 

定义 ” 设 Ri, Rs 是 两 个 代数 ，TEL(R>R2) 且 T(x3) 二 (Tx) 
CTy) (zyERD), 则 称 全 是 一 上 的 代数 同 恋 ， 如 果 了 是 R. 一 Rs 的 
代数 同 态 且 是 双 射 , 则 称 吧 是 RL 一 B 的 代数 同 构 . 

显然 ,如 果 工 是 Ri- 一 BR, 的 代数 同 构 ， 且 Bl 有 单位 元 e 则 Te 
是 B; 的 单位 元 . 

定理 2 设 召 ,好 是 两 个 代数 , 器 有 单位 元 , TT 是 如 一 局 的 
代数 同 构 {这 时 部 有 单位 元 7 则 对 于 XERI, Gs= OPz. 

证 当 weERI 是 正则 元 时 ， 由 (z= 人 (x Tx 可知 
Tze-1Ty 一 e(R, 中 单位 元 ， 也 记 为 e), 同样 TzT2"!==8, 故 Tz 是 
R, 中 正则 元 .由 此 当 AEpzs 时 ， THe 一 42) 二 4e 一 Tx 也 正则 ， 好 
paC prs 由 和- 也 是 代数 同 构 , 即 知 pz= Przs 从 而 wz 一 rrz， 

例 6 记 工 为 似 |4E 必 ,14 二 二 (好 CC 中 的 单位 圆周 )， 
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仿 TiA>CCT): I 一 > 7 了 TT， 即 把 st 中 元 zx 变 为 x 在 了 上 的 
恨 制 ， 易 见 了 是 st 一 CT) 的 代数 同 态 ,而 且 全 保持 范 数 ， 所 以 了 了 
星 一 对 一 的 ， 叉 Te 一 el 及 CCT}) 中 单位 元 都 记 为 e)， 于 是 
TC 是 CCT) 的 Banach 子 代数 , 且 eET (Cd)， 
CD) = {yyECCT),y 可 延 拓 成 民 中 元 }， 
这 样 ,了 起 .一 了 C0) 的 代数 同 构 。 对 于 zEwf, 记 Tz 为 x1, 由 定理 
2, Oz CT OA : :orld) = rT, 而 
os CCTD = {rN ET} = {rET). 
俩 如 取 z=10 直 筷 D; 可见 zx 作为 了 (0) 中 元 , 庶 竺 于 心 
的 弟 位 闭 殴 ,而 x; 作为 CCT) 中 元 , 洋 竺 于 县 人 的 单位 圆周 ， 议 
CCT) 和 作为 8, 以 TGs 人 作为 Ro， 这 就 说 RB, 中 的 元 的 谱 oz) 与 
cat 了 是 可 以 不 相同 的 . 
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对 于 贱 范 线性 空间 或 局 部 凸 空 间 ， 线 性 连续 泛 国 的 研究 起 着 
重要 的 作用 ,在 Banach 代数 中 , 起 重要 作用 的 站 保持 乘法 的 线性 
泛 晴 ， 对 于 交 狐 的 Banach 代数 ,这 样 的 泛 函 是 比较 多 的 ， 在 赋 范 
线性 空间 中 ， 元 素 可 以 看 成 基 轿 空间 上 的 孙 数 (嵌入 映射 )， 在 
Banach 代数 中 的 元 素 也 可 以 看 成 为 函数 . 在 这 节 中 还 讨论 几 个 
具体 空间 上 线性 可 乘 径 隔 的 一 般 形 式 . 


4.2.1 线性 可 苞 汉 函 

先 证 明 两 个 逼近 性 质 的 定理 . 

定理 1 设 (2,7) 是 紧 Hausdorff 空间 , 0, (3) 是 名 上 实 值 
连续 函数 全 体 所 成 的 实 Banach 代数 ， 妥 是 .C8) 的 子 集 ， 且 当 
rg 时 ,max (tz, 四， min{z, 玉 都 属于 4, 如果 元 zoEO(89) 使 得 
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于 全 全 5E 训 ;有 XY 人 4 酝 z(CE (Ct) ws) = 20f8l， 风 cof 4 
的 范 数 拓扑 的 闲 包 )， 

证 任 尊 家 定 一 个 EQ 由 假设 ， 对 任 们 s€E22(s 可 以 等 于 
fo) 有 4 中 的 元 Xo 第 得 rsfto : so 人 fi，xufs7 zts)， 因 而 ， 对 
之 0， 有 8 的 邻 域 口 [ 引 ) 便 当 E00(80D) 时 ，|z0(80 一 IC81) | 二 2 
这 样 , 村 繁 个 sE 避 得 到 了 zf,E4 及 口 人 8) 有 有 上述 性 质 . 用 于 雪人 (91 
3E8} 覆 攻 吕 太史 是 紧 的 ,从 而 有 有 限 个 ss 及 相应 的 zs …， 


zas 使 得 [OCss) = 只 ， 且 在 Desp) 中 ，|zo, 一 20| 之 2。 邻 #= 


max(zes rs Te PMIgEA, HED= so to yt) sot — et EN). 

由 此 , 对 于 ts 好 有 4 中 的 元 六 部 与 嫩 有 关 ， 记 为 .,)， 使 
Yr Ce) oto) HL gt) ot) 从 耐久 有 to 的 都 域 
V(t0), 使 得 在 V Co) 中 ，| 9 一 zo| <e。 于 是 ， 对 每 个 oS 得 烛 
yo 下 有 to 有 上 述 美 系 ， 辐 笠 {7 G0) ] toE2} 覆 旋 避 ,所 以 有 有 限 


个 元 二 tzy yt 及 相应 的 ，s "ey Yes 使 全 VD= 0. 令 必 
jal 


=minty,, **) #0)s RI zEA, A. 
Zot) ea tztt)te (EWM), 

内 而 1 zo 一 2z] 过 ze， 所 以 对 >0, 有 4 中 元 z 使 |z6 一 z] < 之 e, 即 
2E4、 证 毕 ， 

定理 2 (Stone-Weierstrass) 设 台 是 紧 Hausdorff 空间 ，C， 
(四 ) 是 人 上 实 值 连续 函数 全 体 所 成 的 Banach 代数 ，4 是 C.(02) 
的 子 代数 , 如果 (对 任何 iE 有 xE4 使 x 和 取 0, (这 对 任何 两 
个 号 中 不 同 的 元 所 se 有 834 使 区 3) 刚才 = 人 (2)， 即 4 
在 CCC49), 上 上) 中 秽 密 ， 

证 记 4=4, 先 证 41 是 CC 人 9) 的 Banach 子 代数 ; 4 显然 是 
线性 子 空间 . 当 zo, goc4i 时 ,有 是 中 点 列 :2 中 及 1 使 jz 一 zol 一 


六 6 第 四 总 Banaehb 代表 
0, 1g 一 #80] 一 0; 项 If 人 ft 中 在 有 界 点 列 } 
jz 一 20g0] < ] zh 一 ngol -二 | zao 一 zago] 


erty + le — zol [yol—>0, 
由 Yoc4, 即 知 zogpE4。、 所 这 4 契 C (人) 的 Banach 了 了 代数 . 
当 sE4: 时 ， 记 1z| =o, 对 0， 同 经 典 的 Weierstrass 定 
理 , 有 实数 cer ran 使 得 
站 于 一 《下 十 十 Gate 人 EC 一 a4] 时 )， 
从 而 11zfks) | 一 (ozfs) + tor" (Ce) |1<EfsEdi)， 即 12 一 (ez 
十 … 十 az <e， 其 中 |x*1 找 表 国 数 1zfs)1]， 因 而 当 xE4, 有 时， 


lz1e 直 一 4， 由 此 ， 对 任何 z， 3E4，max(z, 及 一 于 (2 十 8 二 所 


一 zD) 及 min(z, 肪 = 二 (+3# 一 一 zj) 都 在 4 中 ， 即 为 对 于 


max 和 Imin 封闭 . 

对 于 台中 不 局 的 元 #4,5, 由 条 件 仆 ; {让 可知， 有 有 4 中 的 zi1, xs， 
ze 使 得 zt 一 1 ga 人 fs) 一 1，Tatt) 天 za(s)， 这 时 fC 及 zs (8) 中 
有 一 个 不 是 和 4， 不 钙 设 ze Tt 一 1 这 时 za(8) 隆 1， 和 如 果 ze{8) 一 D， 
取 zs 与 x3 的 线性 组 合 ; 如 果 za(s) 和 0 取 za 与 £3 的 线性 组 合 , 总 
可 得 到 4 中 前 元 = 使 得 za(1)=a, z(s) 一 56( 这 里 4a,5 是 任意 的 实 
数 )， 和 由 此 ， 由 定理 1， 任 何如 (号 ) 的 元 2 都 在 4 二 4 中， 即 4 
一心 (22)， 证 毕 ， 

了 系 设 细 是 紧 Hausdorff 空间 ，4 是 C 28) 的 子 代数 ， 如 果 
(对 任何 iE02 有 wx&E4 使 xz04) 关 0; 《ii 对 任何 只 中 两 个 不 同 的 
t,5， 有 3E4 使 扩 切 天 83 (ii) 当 2E4d 时 YeE4f 其 中 小 表示 
函数 zt= 2 人 ， 则 也 =CCO)， 

证 记 4 中 的 实 值 函 赦 全 体 为 吾 这 时 六 = Cn)7， 从 市 把 
-CtQ)，, 证 毕 . 
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定 妇 ” 设 五 是 代数 ， 了 一 及 的 代数 同 术 称 为 吕 上 的 线性 可 乘 
泛 国 或 线性 乘 性 泛 函 . 

引 理 1 设 五 是 Banach 代数 ， 了 是 下 上 线性 可 乘 玫 图 则 
FECR, 1 1)*, HFISEL. 

证 设 weR, zh) 过 1, 记 # 二 Xf 玫 十 2 于 易 风 x 二 夏 
fC) 二 了 (02) 十 了) 了 OD, 从 而 矿 轨 天 1 因此 可 知 是 连续 的 。 由 于 
{zi1z| 志 由 是 均衡 的 , 喜 1(z) | 过 1, 所 以 用 | 筷 1， 证 毕 . 

引 理 2 度 吾 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ,了 是 关上 的 线性 可 
乘 泛 函 且 f 关 0( 即 了 不 是 零 泛 力 ), 则 对 zB, 了 (x)Eo,. 

证 当 了 是 非 零 线性 可 淡 汉 落 时 , 由 f(z)=j(er)=f(e) 
了 Cz), 玻 e) = 1, 从 而 当 z 是 正则 元 时 ,F(z)Ffz 中 二 了 (Ce) 二 1 所 以 
iw) 去 0。 于 是 对 xER, 记 (2) 一 小 则 了 thde 一 7?) 二 90， 所 [以 Ae 一 
不 正 别 ; 即 A 因此 对 xEB, 了 了 (2) Sos， 证 和 毕 . 

当 呈 是 代数 时 , 记 卫 上 非 零 线性 可 缚 泛 哨 全 体 为 在. 

民 数 上 不 一 定 有 非 零 的 线性 可 莱 泛 最， 即 .到 可 能 是 空 集 , 其 
至 对 于 有 单位 元 的 复 Banach 代数 ， .在 也 可 能 是 名， 下 面 是 在 . 碑 
非 空 的 情 次 下 讨论 的 . 

定理 3 没有 是 Banach 代数 ， 则 . 友 是 CR*， (87 中 的 
紧 集 ， 

证 由 引 理 1, .CC{fIfER*, | 几 寺 1}, 由 于 BR* 的 单 你 闭 球 是 
CR* ,oCR* 8) 中 紧 集 ， 雇 以 只 要 证明 .在 是 (BR* ,oCR* 娟 ))) 中 的 闭 
集 ， 设 他) 是 在 中 的 网 且 扣 一 f(alBR*Y， R))， 对 于 wyER， 由 
COE) FF fr fAR fr = fT, 8), 
易 知 f(z 四 二 了 CX)FOD ,下 EE 所 以 是 0(B*, 到 采集 ， 从 而 
十 oCB* ,BR) 紧 集 ， 证 毕 ， 


全 第 四 春 ”Banach 代数 


4.2.2 Tenb 中 aHa 要 示 


定义 设 吾 是 Banach 代数 ,xSR, 仿 fA>K:f 上 > fT)， 
称 人 为 ww 的 Tentqan 变换 ， 并 称 T:R->OCAD:xw 一 人 为 是 的 
Temb 中 aHa 表示 . 

2 实际 上 就 是 以 z)， 只 是 把 它 限 制 在 .和 上 . 在 的 拓 扩 总 用 
of(E*, 癌 ) 的 诱导 拓扑 ,2 是 - 妈 上 的 韦 续 国 数 , 而 . 尼 是 个 紧 Hausdorff 
空间 ， 而 CL) 本 身 是 个 Banach 代数 . 

定理 1 设 B 具 有 单位 元 的 Banach 代数 , 刚 中 的 Tenpgann 
表示 卫 是 吾 >C(U) 的 代数 同 术 , 旦 

(i) Te 二 et 右边 的 。 是 CCW) 的 单位 元 ); 

C1) [Tal Slim la"; 

(iiiy ITI1=1. 

证 由 了 的 定 六 即 知 是 >0() 的 代数 同 态 .又 对 于 
fe 了 (e) 一 1， 故 8 是 恒 舌 于 1 的 靖 数 ， 所 以 Te 一 28( 一 QC 中 
的 单位 元 )、 由 引 理 2， 六 5)Eos(fSE.，xER)， 而 在 有 单位 元 舶 
Banach 代数 中 , 对 于 元 z; 当 |4| 之 lim3yz 引 时 AEps， 所 以 ITz| 
和 limx ie ， 由 比 上 zl 竺 1z1(zER), 有 即 171 乞 1， 再 因为 17?el = 


1, 故 扫 1=1L 证 毕 . 

在 吾 是 有 单位 元 的 实 Banach 代数 时 ,元 素 的 谱 可 能 是 空 集 . 
例如 二 阶 实 和 矩阵 全 体 ， 当 品 是 有 单位 元 的 复 Banach 代数 时 ， 虽 
然 任 何 元 x 的 谱 ez 非 空 ,但 .在 仍然 可 能 是 空 集 ， 例 如 当 >>1 时 ， 
芭 防 复 矩 阵 全 体 所 成 的 代数 上 , 设 有 非 零 的 线性 可 生 泛 国 ( 把 丁 阵 
看 成 %* 维 空间 中 的 算 子 , 并 以 相应 的 算 子 范 数 作为 矩阵 的 范 数 , 就 
成 为 Banach 代数 )， 于 面 证 明 一 个 较 一 般 的 结论 ， 

定理 2 设 五 是 维 数 大 于 1 的 复 Hilbert 空间 ， 则 BCH->H) 
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上 不 存在 非 零 的 线性 可 张 泛 隔 . 

证 为 篇 单 超 撮 , 在 五 症 可 分 空间 的 情况 来 证 明 ， 

如 果 吾 是 无 限 维 的 , 这 时 可 取 蕊 的 就 范 正 交 共 {zs}. 记 {xs441| 
光一 0,12，…} 张 成 的 闭 子 空间 上 的 投影 算 子 为 P， 又 记 {xzrj 天 二 
1 2,… 小 张 成 的 闭 子 空间 上 的 投影 算 子 为 忆 , 田 于 Pi = 如 果 有 
无 . 胡 , 则 于 局 关 一 天 (因而 地 PPD) 等 于 0 路 1 同样 f(Ps) 等 于 
0 或 1， 叉 因 于 PPD 十 fCP9) 三 天 站 = 二 所 以 于 PP， 六 Ps 中 一 个 
是 0， 一 个 是 1， 令 了 :五 -> 五: 种 挛 * 护 ， 其 中 名 当下 是 偶数 时 为 
0, 大 为 奇数 时 关 一 zw41， 这 样 的 于 可 延 拓 成 瑟 ( 瑟 一 五 ) 虫 的 元 ,， 仍 
记 为 四 又 设 SEB(H ->H), Saseri=0 (R=0,1,2,.), STO— 
Zar -1k 二 1]，2,，…)， 易 见 ST=P，TS-"Ps， 因 而 (PP) = 了 (S) 
T= 了 DD)f09) 一 了 (TS3) 二 (PD)， 玫 盾 ， 洒 以 不 可 能 有 fe， 
即 . 友 是 空 集 . 

当 吾 是 有 限 维 时 , 设 五 的 维 数 为 ntr 半 1), 取 直 中 就 范 正 交 基 
2 2 并 记 {za) 张 成 的 一 维 空间 上 投影 为 PP， 同 惠 f(P) 等 于 
0 或 1 而 天 ED 十 … 十 fl1， 故 其 中 有 一 个 是 工 其 余 是 0 不 


妨 设 CPN) =1。， 类 似 地 令 了 : 互 -> 再 :全 akzpi > re S:H>H: 
两 一 上 


Youzeh_ > am, 就 有 ST 二 了 ,了 TS 二 Pi， 从 而 了 (PD) 二 (Pz), 开 


4.2.3 理想 , 被 大 理想 


定 闵 ” 设 忆 是 代数 ,好 CR， 如 果 肝 是 忆 的 线性 子 空间 ， 且 当 
zB 时 yxE 开 ， 则 称 对 是 下 的 左 理 想 ， 业 似 地 定义 召 的 右 
理想 , 如 果 开 了 妇 是 吾 的 左 理 想 又 是 吾 的 右 理 想 , 就 称 于 是 至 的 双 例 
理想 , 双 侧 理想 出 简称 为 理想 ， 如 果 形 是 吾 的 左 理想 , 于 天 品 而 且 
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当 吾 的 震 更 契 喇 | 使 天 人 它 钙 | 天 严 有 时 必定 霸王 2 则 称 半 是 是 徇 极 
大 在 理 炉 . 类似 地 定义 梳 大 右 理想 和 极 大 站 和 侧 理想 ， 尺 及 0} 这 
两 个 理想 称 为 平 几 的 . 

引 理 1 设 不 是 有 单位 元 的 代数 ,fE.##, 则 守 的 零 空 间 开 是 吾 
的 双 侧 理想 且 吾 /好 是 一 维 空 间 ， 反 之 ,如 果 旺 是 吾 的 观 侧 理想 型 
使 EIN 是 -- 维 空间 , 则 有 了 叭 一 的 fE. 在 碾 半 为 零 空 间 . 

证 当 形 .和 看 时 ,了 的 零 空间 江 合 请 / 洒 是 一 维 空 间 ， 又 因 了 是 
可 乘 的 , 当 zE 型 时 ,对 性 何 gER, (yz) 一 了 (的 大 2 一 0 一 xz 的 所 
以 zy 都 在 用 中 ,从 而 以 是 双 侧 理想 ， 

反 过 来 ,如 果 弄 是 召 的 左 理想 且 召 /型 是 一 维 空 间 时 , 由 于 以 关 
,村 是 在 理想 ， 所 以 Ee 全 村 .对 于 zxER,zx 可 唯一 地 写成 xz 一 1 二 za 
CxSEMH), 这 时 令 7) 二 4. 这 样 作出 的 了 是 以 条 为 零 空间 的 上 
线性 沁 纯 ， 当 z 一 Ae 十 2038 一 Ke 加 有 时 (入 E 弄 )，28 一 外 Ae 十 
PE 
ZFLD, 则 了 起 可 生 的 ,所 以 了 E. 友 .用 于 .站 中 元 在 e 上 取 值 为 1， 
鼓 以 翌 为 零 空间 的 契 . 巡 只 有 一 个 、 证 毕 . 

在 后 半 部 分 和 证明 中 , 共用 好 是 堪 还 想 , 同样 如 果 弄 是 吝 逮 想 也 
可 ， 实际 上 , 引 理 说 明 ; 五 的 余 维 数 为 1 的 声 理 想 (或 右 理想 ) 必 
旦 驱 侧 理想 , 且 是 极 : 大 的 . 

定理 1 设 是 是 有 单位 元 的 代数 ,那么 

CQ) 如 xEB,z 不 是 堪 可 逆 的 ， 则 人 fs 手下 是 吾 的 在 理 想 , 且 
它 不 等 于 R, 含 有 元 2， 

Gi 如果 玉 ,是 五 和 的 左 理想 县 叶 ,去 R， 则 有 县 的 极 大 堪 理 想 
MOM 

Gii》 如 果 吾 是 召 的 双 侧 理想 且 政 关 下 ， 则 在 RAM 中 ,规定 乘 
法 运算 为 于 = 划 ( 即 (x 二 及) (十 形 ) 二 zy 十 股 ) 时 ;RR/ 凡 是 有 单位 
元 的 代数 ,上 且 8C=e i 于) 是 呈 /E 由 单位 元 . 
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Civ》 姑 果 履 是 忆 的 双 例 理想 且 民 是 忆 的 极 大 左 理 想 时 , RE/ 村 
(这 荐 代数 ) 没 有 非 平凡 的 左 理 想 , 

证 1) 二 接 验证 即 知 ， 

《ii) 在 包含 亚 * 而 不 等 于 五 的 左 理想 全 体 中 ,用 己 作 半 序 ,由 
Zorn 引 理 即 知 有 航 大 元 对 ,于 就 是 包含 RM 的 极 大 左 理想 . 

(过 ) 当 对 是 下 的 双 侧 理想 且 好 尖 六 时 ,用 好 作为 好 是 有 确 
定 意义 的 ,因为 当 吾 = 名 务 二 时 ; 即 sz 一 ziE 有 ,3 一 护 E 肛 ,由 形 是 
驶 侧 理 相 ，XY 一 关 一 x 一 二 
EM, 闪 而 29 = 易 见 这 时 有 R/ 台 成 为 代数 且 8 是 /六 中 的 单 
位 元 ， 这 里 对 关 R 的 条 件 用 于 关 0, (否则 及 /ME 只 有 零 元 ,8 不 认 
为 是 单位 元 ). 

人 iv) 有 《iiiy 可 知 当 形 是 双 便 理想 且 是 极 大 左 理想 时 ，R/ 开 是 
有 单位 元 的 代数 ， 而 高 映射 @: >R/M 是 R>R/M 的 代数 同 态 . 
和 如果 4 是 ER/ 了 H 的 左 理 候 ， 易 知 介 1(4) 是 忆 的 在 理想 .假如 A4 是 
非 平凡 的 ， 那 么 9-1C4) 非 平 几 , 8~!(4) 二 下 但 不 等 于 村， 从 而 与 
于是 忌 的 极 大 左 理想 了 矛盾， 证 毕 . 

在 定理 1 的 (iii) 中 , 如 如 是 交换 的 , B/ 好 也 是 交换 的 

下 面 是 基于 线性 可 乘 泛 函 的 基本 结论 ， 其 中 有 些 事情 在 前 面 
已 经 证 过 , 为 完整 起 见 而 写 在 一 起 . 

定理 2 设 尾 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 代数 , 则 

(GG) .在 非 空 ; 

(ii》 对 于 zER 及 AEosy 有 fe 使 有 rz) 一 加 

(iii) Ferpdarz 表示 3:R->C(Ch) 基 代数 同 态 ; 

(Giv) 对 zE 忆 fa(P)jfE- 全 一 ar 

(v) 对 zEB Mel=7(2)= lm Te; 

vi) 171:=1. 

证 定理 2 是 在 上 述 条 件 下 把 削 面 的 结论 综合 而 成 的 ， 在 3 


Pi 
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换 的 茶 件 王 ， 无 可 赣 与 正则 ， 堪 理想 与 双 侧 理想 等 都 成 了 相同 的 

对 于 xzER, oz 非 空 (4,1.2 定理 2)， 对 任何 MEcrzy 4e 一 4 不正 
则 , 由 定理 1， 有 吾 的 极 大 理想 形 使 ie 一 zE 开 而 RIM 是 有 单位 
元 的 变换 代数 . 

由 于 型 是 理想 ， 易 见 形 { 形 的 范 数 闭 包 ) 仍 是 理想 由于 于 尖 
品 , 覃 中 不 会 有 下 则 元 , 所 以 0(e; 1 一 {z1zE 下 1 一 和 < 二 与 至 不 
训 , 从 而 8 和， 可 见 肢 关 及 ,由 并 的 极 大 性 ,好 = 六. 

在 吾 / 形 中 ,信和 inf 好 蚀 |8E 和 于， 则 吾 / 型 是 个 Banach 空 
间 , 而 如 果 1 匀 二 a, 全 一 要 对 e>0 有 2365， 加 E 了 使 1zi < 十 e， 
1 六 1 < 二 es 出 rE 

1 有 < 二 ze 二 Te) 十 e)， 

因 。 是 任意 正 数 ,1z 弄 < 下 -1 记 ， 因 而 CRAM,1 .有 是 有 单位 元 的 
复 变 风 Banach 代数 ， 

由 于 RB/ 中 没有 非 平 凤 理想 ， 由 定理 1 的 (让 又 知 ， 在 Ri 开 
中 非 零 元 必定 正则 。 由 Tenpbanx-Ma3yp 定理 ，R/M 是 一 维 的 ， 
从 而 由 引 理 1， 有 fEAAK 以 NM 为 零 空间 ， 即 知 fhe 一 7) = 二 0， 所 以 
HY)= 有 A， 由 此 广 明 了 (让, 当然 也 证 明了 (DD， 

其 余 各 点 都 是 明显 的 证 毕 . 

注意 ,的 拓 扩 是 CR*, otR*, ED)) 的 诱导 拓扑 ， 

由 于 任意 一 族 Banach 子 代数 的 交 是 Banach 子 代数 ,因而 对 
了 于 Banach 代数 豆 的 子 集 4， 有 包含 4 的 最 小 Banach 子 我 数 , 称 
为 由 4 张 成 的 Banach 子 代数 . 4 张 成 的 Banach 子 代数 就 是 4 张 
成 的 子 代 数 的 闲 包 . 

定义 ” 设 忆 是 有 单位 元 的 所 Banach 代数 , 4CR, 记 4 一 A4U 
{fe}， 又 记 ds= {Ae 一 2 "|z 人 E44，AEPz}， 如 果 41U As 张 成 的 
Banach 子 代数 等 于 总 则 称 4 是 吾 的 母 元 组 ， 如 果 {zj 古 吾 的 母 
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元 组 , 则 称 是 请 的 母 元 . 

在 有 的 妆 上 ,以 4U 1e} 此 上 成 的 Banach 子 代数 答 于 民 作 为 4 
是 靶 元 组 的 定义 ， 我 们 上 面 的 定义 要 求 比较 低 ， 

引 理 2 设 如 是 有 单位 元 的 Banach 代数 ，f ,foER， 则 {zj 
rER, f(z)=faz)} 是 展 的 含有 e 的 Banach 子 代数 ,县 它 对 于 求 

证 记 避 一 { 人 sgE FTZ) 一 人 7) ， 易 见 六 是 吾 的 子 代数 ， 
且 因 六, PER+， 即 知 Bo 是 轩 的 ， 当 ER 昌 衬 是 吾 中 正则 元 时 ， 
由 六 (2 一 帮 iD 可 千 六 (zz 二 让 (zy 因而 z 生 六 证 毕 . 

聚 ”如果 五 是 有 单位 元 的 复 Banach 代数 ,xS 闻 是 吓 的 怀 元 ， 
则 当 Fi, oS 使 了 (z= (2) 时 ,了 == 了 

同样 ， 如 果 妇 是 如 的 母 元 组 ， 则 当 了 ，foE， 7) 一 了 (#2) 
(2E4) 时 ,就 必定 下 = 二 天. 

定理 3 设 叫 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 民 数 , zs 请 ， 如 果 
当 了 ,Jo 在 使 (5)= 了 7) 时 必定 甩 二 fs， 则 志 到 cz 的 上 映射 : 
fH f(z) 是 度 >o;: 的 同 腹 . 

证 所作 的 映射 即 为 +。 由 定理 2 的 (iY)，2 是 -在 ->az 的 满 
射 ,2 是 连续 的 .在 假设 条 件 下 2 是 一 对 一 的 ,所 以 2 是 KK 王 oz 的 
连续 双 射 。 由于. 克 及 o0: 是 紧 Hausdorff 空间 ， 所 以 4 是 >0z 
的 同 脖 ， 证 毕 , 

么 1] 设 且 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 代数 ，z> 是 五 的 母 
元 ; 则 是 .在 >0; 的 同年 . 

系 2 设 五 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 代数 ，{z1，…, Xj 是 
总 的 母 元 组 ， 则 喘 射 : 了 FF 一 《8 门 po Sa 人) (JE. 丰 是 过 {4 
( 门 ，p (FE 的 同 肘 . 

证 i) |fE 和 0 是 CC" 的 子 集 .其 中 拓扑 是 CC" 
的 通常 拓扑 的 诱导 拓扑 . 由 假设 {1x1,…, zs} 是 屁 的 母 苑 组 ,所 以 这 
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卫 射 是 单 射 ， 足 它 显 然 是 连续 映射 ， 由 于 忆 " 是 Hausdorff 空 
间 , 所 到 上 里 射 了 > (4410 让 ,2,《 有 )) 是 同 县 ， 证 毕 , 


4.2.4 几 个 Banach 代数 上 线性 可 矢 泛 电 的 形式 

在 Banach 空间 中 ， 可 以 对 于 一 些 上 时 体 的 空间 求 出 它 的 共 声 
空间 即 线 性 连续 泛 函 的 一 般 形 式 ， 同 样 对 于 Banach 代数 ， 要 讨 
论 基 些 具 体 情 况 下 线性 可 乘 泛 函 的 - 般 形 式 ， 并 说 明 . 丰 的 天 扩 是 
怎样 的 ， 出 4. 2.3 定理 3 的 系 1， 当 吾 是 有 母 元 的 有 单位 元 的 复 
Banach 代数 时 , .在 的 情况 最 简单 . 

例 1 Wiener 代数 砂 ”这 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 代 
数 . 由 于 斑 是 函数 所 成 的 代数 ， 且 WW 中 的 代数 运算 是 通常 的 清 数 
运算 , 因此 对 任何 一 个 实数 1，#> Et 人 GE 琴 ) 是 下 上 的 线性 可 
乘 巷 晴 , 记 这 谤 郴 为 天 

设 2 是 函数 (2) 一 e 仿 易 风 加 EE 本 且 2 是 琴 中 正则 元 ,7 
是 函数 (1t)==e-“， 容 易 看 到 {21; 如 } 张 成 的 团子 代数 是 分, 因此 
zi 是 瑟 的 二 元 ， 下 面 讨论 c-,. 

由 于 fs 一 1， 所 以 os, 在 人 的 闭 革 位 加 内 ， 又 当 和 oo 时 ， 


有 JE.4 使 f(z) 二 4， 从 而 了 GD)= 宛 ， 所 以 元 Eau。， 同样 因为 


和 二 1 cy 在 的 闭 单位 加 内 可 殉 纺 的 开 单位 置 中 不 会 有 2 
的 谱 点 .由 此 , zc-, 中 数 都 在 忆 的 单位 圆周 工 上 , 即 r-,C 工 ， 但 
{rEER}= 人 下, 故 0 二 人. 由 此 , 坎 与 司 同 吓 的 ,因而 在 = 
{fel tE 民 }， 但 对 于 相差 为 2r 的 两 实数 ta 天, 一声。 所 以 .在 一 
{fi|iE[0,3z)}， 但 从 拓 才 来 说 ,> (5) =e 中 是 ->T 的 
局 许 . 

从 面 对 任 何 zxE 了 ,5c 一 {fE)|JE. 全 一 人 zt[EE[0) 2x)}. 

定理 1 (Wiener) 没 x( 由 是 绝对 收 斧 的 三 角 级 数 (有 即 宛 是 
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[0，2x] 下 以 2x 为 周期 的 连 然 项 数 ， ips i RE eindt [< 


= 一 各 


上 上 co， 周期 指 z(0) = 二 z{2z)D， 并 且 w(t) 产 0 (EL0,22]), 则 (ED 二 


5 也 丰 绝 对 收 伍 的 三 角 级 数 ， 


证 组 于 | EL0 2 一 re 所 以 g& 是 琴 中 
下 则 元 , * 显然 是 国 数 汇 切 一 2 ;图 #yE 古 即 得 ， 证 毕 . 


例 2 .I.4 中 的 例 人 ”wt 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 
代数 .同样 因为 .中 代数 运算 是 函数 的 通常 运算 ， 故 对 于 tC， 
1 入 (4) (zE.f) 是 .在 中 的 元 . 

设 ziE 是 国 数 (t=t(EC, ]!| 志 1)。 下 面 证 明 % 是 
的 压 泡 ， 

设 zc, 从 于 z 在 单位 开 贺 中 解析 , 所 以 在 展 开 式 

zt)=a0t ddt ot <， 
对 性 给 的 c 汪 0， 由 必 在 |fi 志 1 上 连续 ， 所 以 由 一 致 连续 性 ， 有 
5>0, 使 当 |t| 拟 1, |s| 所 1 是 |t 一 s| 亏 6 时 ,1x(t) 一 x208) | 二 ze. 记 
7T0 二 1 一 6, 于 是 当 ETOB|t)= DN 时, [z(t)— z(trot) |<e. 

又 自生 的 幕 级 数 展开 式 在 | 红 [和 安 m 范围 由 的 绝对 -一致 收 钙 性 ， 
对 所 给 的 。 半 0, 及, 使 得 

[x tO— Cat ot Tawt <e 【《 当 | 在 委 r 时 )， 
所 以 , 当 1ET 时 ， 
[zrod) — aot orot T gord tr t awrdt”) |<e, 
[zt 一 (ao 十 Go 十 十 GE <2e (teET), 
和 出 此 lz 一 (aoe 十 siroo 十 … 十 arrysY < 一 2e。 这 样 ,，{eyz 张 成 的 
亲子 代数 等 于 oz, 所 以 zf 是 ,过 的 及 元、 由 于 jz =1 并 因 人 区)| 
1 宝 二 等 于 人 的 妆 间 位置 ,所 以 or 等 于 心 的 团 单位 加 ， 由 此 ， 
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= 和 1} 且 ft 是 .用 到 0, 的 同 胚 映射 . 

例 3 Ci) ( 见 4.1.4 例 1， 总 是 紧 Hausdorff 空间 ) 辣 
样 ，Cf9) 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 代数 ， 对 于 纸 只 ， 令 
f(z) =r Ct ECCOY) , WM feEA. 

引 悍 工 设 亲 是 CCD) 的 理想 且 肛 了 CCQ0)， 则 有 tos 侣 使 得 
对 性 何 zxEN x(tp) 二 0. 

证 用 反 汪 法 ,如果 这 样 的 6 不 存在 , 则 对 每 个 研 品 ,有形 申 
元 xi 使 得 zt) 隆 0, 由 于 如 是 理想 ， 放 z.E.EM， 记 zB 为 如 则 
如 这 0，y(E)>0. 于 是 对 每 个 二 8， 有 并 中 非 负 消 数 总 使 
# (和 >0, 这 样 ,有 tt 的 边 域 VOE):;# 在 VC 上 旅 值 部 大 于 0， 因 
{V1tE 2} 覆 次 介 , 出 人 的 紧 性 ,有 有 限 个 介 中 元 51,… ,及 相 


应 的 y,，…,9,， 使 得 台 VD 一 如, 而 ,在 V(x) 上 大 干 0. 记 
=] 


9 一 这 9 则 8E 开 ,上 且 # 在 同上 点点 大 于 0, 于 是 是 CCQ) 中 正 
点 一 1 


则 元 ， 这 与 并 了 壮 C(tQ) 巴 盾 ， 所 以 有 tos 使 z(tf0) 一 0(rEM). 

定理 2 设 守 是 C (9) 中 的 极 大 理想 , 则 有 toE 吕 使 得 

M= {2| rEC(2), rt =0) 

证 由 引 理 1 有 zo€ 介 使 得 对 zsEMH， 都 有 z(t0) 一 0, 而 {zx1 
zfEOC) ,0) ~=0} 是 OQ(DQ) 中 理想 , 它 包 含 于 ,由 六 的 极 大 性 , 故 
成 立 等 式 ， 证 毕 ， 

对 于 旋 仙 , 记 {4|zECCO), 2(D)=0} 为 了 Ht, 有 H: 是 0C( 介 ) 的 极 大 
理想 (实际 上 ; MM; 就 是 fi 的 零 空间 )。 由 定理 2， 每 个 极 大 理想 都 
是 这 种 形式 的 ,所 以 如 fE. 志 , 了 的 零 空间 为 可 ,有 下 介 使 人 M== NM,， 
项 而 产 = 疡 因此 ,和 = 二 呈 ) ， 

当 #5sE0,t 了 5 轩 , 由 Yppcog 引 理 (3,1.3 定理 3)， 有 YE 
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CD) 便于 共和 天 gs 故 玉 天 六 由 此 但 看 的 贞 射 ;LF 王 > 下 是 双 
身 , 当 旭 中 网 {is} 及 元 二 全 1 二 >t( 按 如 的 拓 扩 ) 叶 ,对 于 5SC(0)， 
当然 zt 一 ZE 从 而 了 (2)>f(5), 也 即 是 了 一- 帮 ) (在 的 
折 扑 用 弱 * 拓 扑 ) ,所 以 上 一 天 是 只 一 .在 的 连续 映 身 ， 屿 于 .过 是 紧 
Hausdorff 空间 ， HH 一 开 | 是 品 一. 胡 的 同 胚 映 射 ， 因 而 赣 映 射 扩 
一 > 是 .一品 的 同 肽 . 

例 3 中 的 结论 对 于 实 的 Banach 代数 Cu) 仍然 成 立 . 

例 4 LCR) (4.1.4 例 3) 考虑 LC(R) 是 复 值 的 Lebesgue 
可 积 函 数 金 体 . 工 ( 民 ) 是 没有 单位 元 的 复 交 换 Banach 代数 , 工 (R) 
添加 形式 单位 元 后 的 Banach 代数 记 为 了 ( 民 ). F(R) 上 的 非 零 
线性 可 乘 沪 隔 限 制 在 (及) 上 是 LCR) 上 的 线性 可 乘 认 函 , 而 LCR) 
上 的 线 人 性 可 乘 玫 国 了 可 以 唯一 地 延 拓 成 了 节 ( 及 ) 上 的 非 零 线性 可 乘 
泛 国 (在 也 (及 ) 的 形式 单位 元 上 规定 取 值 为 1 即 可 ?、 由 子 延 拓 成 
的 工 ( 届 ) 上 非 堆 钱 性 可 犀 泛 蝴 记 为 六 对 开 ( 及 ) 上 的 零 证 蝴 旬 了 是 
了 (RR) 上 的 非 零 线 性 可 乘 泛 鸭 .大 (4,7) 一 > 1， 下 面 讨论 工 (R) 
上 非 零 线性 可 莱 泛 函 的 一 般 形 式 , 仍 记 这 种 泛 函 爹 体 为 . 寿 . 

对 于 xELCR) 及 rER, 记 zz 一 z(t 一 7) (ER)， 由 卷 积 的 
害 多 ,对 z,yEL(CR) 及 ?ER, 有 


(zx (Ct)= fs CY —s)am(s) 
= [gs Cs—7) y(t —s+r) dm(s) 


一 | > (a) yrtt— sydm(s) = (rrry_r) (ty, 


页 x 一 249 或 更 对 称 些 写 成 XY 一 2+ 
设 EW 如 果 下 70， 由 9 二 x-s， 可 见 了 (5) 天 OrE 
R) 。 如果 光 ， yt€L (R)EH. fy, 由 Fi 即 知 
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f(r) 了 Cr) 
f(x) 天 的 


任 取 xEL(R) 使 1(z) 关 0, 作 民 上 ( 复 值 ) 函数 Er) = 全 ,与 


¥ 的 取 法 无 甘 ( 内 要 从 4) 关 间 . 这 样 作出 的 荡 数 5 有 下 列 性 质 : (i) 
二 5) 二 7)E(8) (7 5ER); 0) 是 及 二 连续 困 数 ， (iii)&E(r) 
ETCrER). 的 这 三 个 性 质 还 明 如 下 : 


0) (7, Erts) = gs) Te) 


fOr)’ f(z) fT) 
了 (zt fn 
ey pe ; 即 知 tr 二 8) 二 Er)E(8). 
《ii 妆 了 一 re 阿 ， ler— zrol -一 0， 由 f 是 违 续 的 ， 名 鱼 各 是 连续 


示 数 ， 
《iii) 到 定 EGR)《KXZD) 天 的 后 , 国 |z 一 和 IE 有 R) ,由 1 


lo 1 所 凡是 有 骨 i 
么 1 故 避 站 1 科 [ 赤 [一 T4277 所 以 寺 是 有 和 恰 畏 数 ， 由 划 可 知 


J&tr) 1 和 10rER)， 又 因 &00) 一 I， 故 此 一 他 一 


因而 15Cr)| 


产 1(7SR), 所 以 1 (r)1=1, 即 (7)ET. 
上 面 由 f€. 艳 作 出 了 函数 5; 而 你 完全 由 所 决定 , 设 a>0， 
考虑 了 在 Xio,al 上 的 值 。 对 自然 数 14, 把 区 闻 L50, qj] % 等 分 ， 记 6= 


下 ， 
me? 这 时 ， 


f (Xrosa) 一 了 (Xie 十 est 十 十 ren iyo) 
一 了 (Xp)L1T 十 上 (的 十 去 253 + +E (nm—1) 6] 


一 可 fCxtoe)[aCE(O) 十 … 上 EC 一 D6)7]， 


令 a->co, 这 时 6((O) 十 (0) 十 … 十 (Cn 一 D6)) 一 | &(r)a7, 又 因 


.2 Taxzrpann 表 示 , 交换 Banach 279 
"1 加 日 . 一 ， 
为 言 Aro， 二 一 a ¥iw21 是 近似 单位 元 ， 玖 5 (Xro0.a]) -人 所 过 


Fx) = Ed {Xtandm (a>0). 
易 知 对 于 任何 有 限 区 间 上 的 特征 函数 也 成 立 类 似 等 式 ， 再 由 了 是 
线性 连续 泛 函 ,得 
f(z) = | Razsdm (zeEL(R)). 
由 具有 前 而 的 性 质 (1) (ii), ii, 放 知 有 数 so 及 使 
£(r)=e'™r (rtER). 

而 对 于 soER, 

| zxCpDeeeamtt) (ELR)) 
是 工 ( 下 ) 上 ( 非 零 ) 线 性 可 先 泛 郊 ， 记 这 泛 苞 为 fo, 并 记 (R) 上 
零 汉 函 为 fo, 于 是 ,(R) 上 的 非 零 线性 可 乘 泛 苞 全 体 邮 为 {f,| 5€ 
尺 U {oo}}. 记 民 =RRU {co}, 又 记 L(R) 上 非 零 线性 可 生 活 函 爹 
休 为 到, 这 时 sF_> 也 是 下 ->. 丰 的 双 射 ， 在 及 中 用 及 的 单 点 紧 
化 拓扑 ， 宝 是 个 紧 Hausdorff 空间 ,而 及 > 的 映射 <1-> 了 是 
连续 的 , 在 3 三 co 处 的 连续 性 就 是 Riemann-Lebesgue 引 理 . 从 
而 ,这 是 及 ->. 丰 的 同 肪 映射， 


4,2.5 半音 的 Banach 代数 

定义 设 召 是 有 单 全 元 的 代数 ， 如 果 吾 没有 非 平凡 的 观 侧 理 
想 ， 峙 称 吾 是 单 锦 的 或 音 的 ， 划 果 吾 的 -~ 切 极 大 双全 理想 的 交集 
为 10}， 则 称 吾 是 半 单 纯 的 或 半 单 的 . 

如 果 辟 没有 非 平 凡 的 双 侧 理想 ，{0} 是 召 的 崔 一 的 极 大 双 伍 
理想 , 因而 单 的 代数 是 半音 的 ， 
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引 理 1 设 吾 是 有 单位 元 的 复 奖 换 Banach 代数 , 出 五 的 一 切 
极 大 理 下 的 突 集 是 {zlrER,r(I) 一 0}. 

证 如果 % 属于 每 个 极 大 理想 ， 则 每 个 FE 有 在 2 上 的 值 
天 ) 二 0; 即 2 二 0, 所 以 = 如 上 友 过 来 ,如 时 ms 一 10)， 则 分 -0， 
即 对 于 任何 在 如, jz 一 0， 故 z 在 每 个 极 头 理想 中 ， 所 以 召 的 一 
切 极 大 理想 的 交 就 是 {zl1xER，o: 二 10}}， 也 等 于 是 {+|x&R， 
x) 二 0}. 证 年 . 

定理 1 设 (8,1:1) 是 有 单位 元 的 复 交 换 Banach 代数 ， 区 
和 和 赴 忆 上 的 范 数 , CR, 上 和) 是 赋 范 代数 ,如 果 (CR, 上 :11) 的 完备 化 
RE; 是 半 单 的 , 则 有 数 e 使 得 对 任何 xER, zx] ,所 c zl. 

证 对 z5B, 令 js]: 一 max 中 zi,14z1)， 则 1 :1 是 五 上 的 范 数 
且 (8,1: 1 是 赋 范 代数 ， 下 面 证 明 C8, 上 1 是 Banach 代数 . 

设 {xs} 是 CRB; 上 上) 中 的 基本 点 列 ， 则 在 上 -上 及 1 下, {x} 枚 
是 基本 点 列 ， 因 而 有 xzER 及 gER, 合 z=>x Cl: 人 D, z=>y(1:1,). 
对 于 吾 上 的 非 零 线性 可 乘 汉 了 范 f(z,) 下 (办, 由 于 BCRi, 所 以 
fla 是 召 上 的 韭 零 线性 可 磁 兴 明 ， 国 而 对 有 f(x 一 f(z)， 由 此 
Hz) 二 了 (四 ， 因 为 Bi 是 半 单 的 , 由 并 7) 二 了 (D 对 RR 上 任何 非 零 
线性 可 彝 泛 范 了 成 立 , 即 知 z 二 # ,从 而 得 *>20] 2s) ,有 (RR, 112》 
是 完备 的 . 

因为 1z1 志 有 zlztzsER), 由 双 范 数 定理 , 有数 6 使 得 对 任何 zE 
下 |z| 上 :所 clzxl, 政 严 有 Tz 所 cixl tzxSR)， 证 毕 . 

系 没 五 是 有 单位 元 的 复 交 换 的 半音 代数 ， 邵 果 1 -上 和 全 
是 RE 土 的 两 个 范 数 , 且 (B11)，(B, 上 12 都 是 Banach 代数 , 则 
二 和 | “ | :是 拓 盾 等 价 的 . 

这 说 明 对 于 有 单位 元 的 复 交 换 的 半 单 代数 ， 如 果 在 在 使 它 成 
为 Banach 代数 的 范 数 , 那么 这 样 的 范 籽 实质 上 只 有 一 个 , 
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834.3 群 代 数 


这 节 中 讨论 局 部 紧 空 间 上 的 积分 ， 证 明 在 局 部 紧 群 上 有 一 种 
有 具有 平移 不 变性 的 积分 ， 相 应 地 有 具有 平移 不 变性 的 测度 ， 可 程 
胃 数 全 体 是 个 Banach 空间 ,并 可 以 规定 乘 话 . 


4.3.1 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 的 积分 


在 本 节 中 ， 设 (oz 是 Hausdorff 的 拓扑 空间 ， 而 且 对 任何 
二 人 有 的 强 域 PV 使 PF 中 是 (如 ， 让 中 的 紧 集 ,， 即 ( 欠 ,是 局 部 
紧 Hausdorff 空间 ， 简 称 人 是 局 部 紧 空 间 ， 吕 的 拓扑 > 不 一 定 
标 出 . 

对 于 局 部 紧 空 间 吕 的 紧 集 4， 必 有 包含 4 的 开 集 了 使 让 为 紧 
集 ， 由 ypercoa 引 理 有 马上 的 实 值 连续 函数 z, x 在 4 上 取 值 为 
1 在 Fe 上 取 值 为 0 且 0<z(bS1CGED)， 记 {zjz 是 只 上 实 值 连 
纺 消 数 , 且 x 在 某 个 紧 集 外 为 00 为 (DD), 又 CDQ) 中 非 负 函数 全 
体 记 为 C9)，I*CQ), (9) 简 记 为 L! 及 工 . 

下 面 要 考 虚 一 RR U{ 十 oo， 一 ce]} 的 映射 ， 称 为 名 上 的 函数 ， 
女 上 的 隔 数 个 体 记 为 N(B), 而 如 王 [0,; 一 00) U{+eo} 的 上 映射 全 
体 记 为 N*(0), 同样 NCOQ) 与 N*() 也 简 记 为 访 及 NT. 

先 把 拓 丰 空间 上 下 半 连 续 函 数 的 概念 推广 到 取 值 可 以 是 十 吕 
{但 不 考虑 取 值 有 一 吕 的 了 消 数 ) 的 情况 . 

定 尽 设 C02, 让 是 拓扑 空间 ,人 -> 民 RU {二 0}, 如果 对 任何 
4 有 ，{ 让 2 人 E<@ 是 (如 ，z 中 闭 集 ， 则 称 2 是 号 上 的 下 半 连 续 
函数 . 

定义 中 的 人 条件 也 可 以 改 成 为 :对 qeE 民 , {Eu( 四 汪 q) 是 开 集 . 

引 理 1 人 2 上 任何 一 族 下 半 连 续 函 数 的 上 确 界 函数 是 下 半 连 
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线 的 ,又 糊 个 下 半 过 续 范 数 的 年 让 站 下 半 连 续 的 . 
证 设 {%,} 是 一 族 下 尘 连续 函数 ， 记 #-= supt,. 对 aeR, 


{T(t 过 q} = 门 {wl5)<o}. 而 对 于 两 个 下 举 连 续 函 数 如 ,uy 记 


w=min(w, wa), 则 对 aER, 
{hte} = {tla Sa U {tut)<a), 

因而 这 些 部 是 闭 集 . 所 以 supws, min Cx wz) 都 下 半途 续 . 证 毕 ， 

引 理 2 设 %>RU{+co)， 则 % 是 下 半 连 续 的 完 分 必要 
条 件 是 :对 aER 及 tocO, 当 a<u(t 时 有 加 的 邻 域 了 使 对 LEV， 
成 并 8g<a(t)， 从 而 当 49 下 半 过 续 时 ,wx 了 2 下 半 连 续 . 

证 “ 引 理 的 条 件 , 即 对 于 aE 民 ，{t1a<u(t)} 中 点 都 是 内 点 ， 
也 即 这 种 集 都 是 开 集 ， 故 引 理 的 前 半 部 分 结论 成 立 . 

设 wv 部 是 下 半 连 续 的 对 于 cE 民 ，toEQ， 有 不 等 式 ao< 
Go p00) .如果 #(i0) ,00to) 都 是 实数 , 记 e= 地 (u(t0) v(t0) 


一 村， 并 念 下 = 人 2 人 一 二 门人 pin 一 e。 如果 
8 人 to) 枉 oo 中 有 一 个 (例如 to 是 十 ce， 取 小 于 zw 人 中 的 实数 
五 并 仿 了 三 {| 攻 在 8 一 下 站 让 | 号 贡 关 丰 ， 在 这 两 种 情况 下 的 了 
都 是 加 的 邻 感 是 在 站 上 成 立 4 十 2>>4a， 因 而 4b 是 下 尘 连 续 的 ， 
证 毕 . 

规定 下 半 连 续 函 数 不 取 值 一 名 蚌 为 了 使 得 加 著 可 以 进行 。 记 
{uj 是 如 上 的 下 半 连 续 函 数 且 有 *E 使 x 所 为 型 (名 7)， 并 记 
半 (O) 门 ?为 及 * (09), 这 两 个 集 也 简 记 为 肝 及 寻 +。 易 见 LC 
LCM*, 

定 忱 如果 吾 人 六 ， 且 对 于 吾 中 任何 两 个 元 妈 as 有 如 中 的 
妃 使 如 演 功 EX as 则 称 吾 是 向 王 定 向 集 ， 

引 理 3 . 设 8C 和 H+ 且 如 向 上 定 癌 ;i 5 一 sup tw[us}, 则 对 于 
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任何 yEL 上 7 和 9 态 2 计 0, 有 有 4EB 使 和 # 十 8. 

证 首先 由 引 理 1,vEN', 当 9EL!,y<v 时 ,对 于 每 个 i100， 
有 加 中 的 元 六 使 得 闪 让 二 (5+e。 国 为 是 下 半 过 续 的 , {81 
y¥(3) 二 u(t8) 十 2} 是 开 集 , 记 为 VC5), 即 对 于 每 个 tf 介 ， 有 如 中 元 
qe 及 t 芋 的 铝 域 下 有 拉 , 在 PE) 上 之 ww 二 ee 出 于 {CE 人 } 的 和 
集 是 名 ，# 在 某 紧 集 44 外 为 0, 从 而 有 有 有限 个 品 中 的 ,tas fs， 


使 得 | Fe DA. 相应 地 前 数 为 Hy Wn 由 其 向 上 定向 ， 有 
Pe 


WE max 于 是 -ee， 证 毕 . 

定义 ” 设 (, ?是 户 部 紧 空 间 , 了 是 上 线性 泛 葬 是 7) 详 
0 人 zz) 别称 了 是 三 上 的 积分 . 

工 上 的 积分 也 称 为 名 上 的 积分 ;这 里 积分 值 为 实数 ， 由 定 光 ， 
工 上 的 积分 也 就 是 工 上 关于 锥 五 * 的 线性 正 证 本. 积分 一 般 是 指 关 
于 测 座 的 积分 , 这 里 只 作为 一 个 名 称 . 而 这 地 中 ,主要 的 目的 是 证 
明 ; 局 部 紧 空 间 只 上 的 和 分 上 必定 相应 有 个 测度 w， 使 得 对 任何 
+EL, (+) 等 了 于 2 关于 zz 的 积分 ， 证 明 的 过 程 是 从 了 出 发 , 逐步 地 
延 拓 到 更 类 的 图 数 类 上 , 并 我 到 所 要 的 测 庭 ， 

下 面 总 设 了 是 局 部 紧 空 间 吕 上 的 积分 延 拓 过 程 中 的 泛 菌 当 
然 是 与 有 美的 . 

对 于 形 中 的 本 令 8GD =sap{fTz)1zETzs<S 时 。 

定理 1 9: 形 一 人 Uf 十 把) 有 下 列 性 质 : 

(i) glz=f; 

《ii 当 ve v9) {单调 性 ); 

riii) 当 wEMH 且 a 是非 负 实 数 时 ,gCaw) ==ag (2D ( 正 齐 次 性 )， 

证 由 于 是 工 上 关于 锥 也 + 的 线性 让 证 苗 , 所 以 了 有 划 调 性 . 
定理 1 中 的 三 个 性 质 是 直接 可 得 的 .证 毕 . | 

引 理 4 设 CL* 且 如 是 向 上 定向 的 ， 则 记 w=sup {x1zEB} 
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时 , 9 (2D) -=sup{f (zr | res}. 

证 9(D 之 suPpL(Z)|xSB} 是 显然 的 , 设 yEL?*, yt 由 于 
在 紧 全 4 外 为 0, 取 yoSLt 使 yj% 在 4. 上 取 值 1. 由 引 理 3, 对 >>0， 
有 2eEB 使 9% 十 e, 从 而 ysTego 所 以 

ff) ef (yo) Esup{f (z) IzEB} .Hef (g0), 
因 。 是 任意 正 数 , 故 了 (9) 和 sup{f (2) jsE 吾 |, 再 因 3 是 5L' 中 使 y 所 
的 任 一 克 数 , 胡 9(D 二 sup{f(z)|zEB8}. 证 毕 , 
定理 2 对 于 M* 中 任何 阔 数 族 {x}，g(sups) 一 supg (wo)， 


dE S79 Cu). 
证 当 #EMH' 时 ,#4 一 sup'iz|zeLt， x 各 Ww}j， 当 人 {ws} 是 对 + 中 隔 
数 挨 时 , 记 避 一 {z|xEL+,z<<wo}; 召 是 | 5。 中 有 限 个 函数 的 max 


人 全体， 又 记 了 是 在 有 限 个 中 各 到 一 个 记 必 的 和 消 数 全 体 ， 易 
见 sup{zlzEE| =sup{u.},sup{y|yEF}= 人 ao 有 生 召 ;天 都 向 上 定 


向 ;因而 由 引 i 理 4， 
supus) =sup{f(z)ixeEB} = supy (Hoa), 


dE 广 sup{f (DD ,89EB = D9 (0), 


起 中 4 如 及 忱 gC 部 表示 有 限 和 的 上 确 办 证 毕 . 
系 对 于 和 ?中 一 列 (tnj, 如果 nso<cus< wy 则 gliman) 一 
limg (Cun). 


再 作 六 一 民 U {十 00, 一 9} 的 上 映射 下 如 下 : 对 由 EN, 令 
Fw) =inf (gC [ueENM, uw}. 


84.3 和 群 代数 285 
定理 3 YY 一 及 UT{tTeoy 一 00} 的 映射 了 有 下 到 性 质 : 
{i) Fly=8, 8 wi WweN 司 ww bh, FF 0) ER (00); 
(i 对 zs 及 非 仙 实数 a PCawm) 二 gqF(w); 
Gii) 对 wy WEN', FO wa) EEF) TF {ws); 
(iy) 如 果 加 * 中 函数 列 (we} 使 wwewas<…, 则 (limw) 
=limF (Cw,). 


证 (i) 由 5 的 单调 性 即 得 。( 认 由 8 的 正章 次 性 则 得 。 邦 
及 证 后 面 琴 个 性 成， 

ii) 如 盯 户 C260); 证 (ww9) 中 有 一 个 是 十 co, 而 然 结 论 成 站 ， 所 
以 设 户 (w) 亏 十 co FQ0s) 之 十 coO， 这 时， 对 0 有 aaoS 弄 *， 
使 得 辐 委 区 wa 和 Wa 且 8 二 不 ( 翅 ) E902) < 了 (v9) 十 es 于 是 
折 1 十 嫌 2 十 妇 29 入 | 十 半 和 寻 ,9 十 2) 一 1) 十 9CU3)， 由 五 的 定 
艾 ; 即 知 

Flint wo) Eu 二 Wa) 
一 多 人 1) 8) LF ODO) + wa) + 22, 
因 z 是 仔 意 正 数 , 囊 PCw 十 as) 和 RC) 十 下 (as - 
(iv) 由 了 的 单调 性， 可 知 了 (imwr) 守 limF (ww)， 和 如果 lim 


Fs) = 00; 竺 式 当 然 成 立 , 所 以 可 没 limF(ws) << 十 00- 对 sg 


由 FPF 的 定 疼 ， 可 取 4 人民 * 悟 Wn En 且 yun) TF) + 未 (% 一 1 


30) 仿 vm 二 ax (Wap) CR 二 1 ,2,3 一 )y 易 册 Vm4! 一 max 
(Dm Dm) y 
Wnt mt 一 AX Cons Unmets) + Tin (Cones Hm 1) 
一 2 十 Inintemny Unt1)s 
由 9 的 可 加 性 ， 
gvm) Fumi) = Vm) + min tv mr1)), 
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因 inssminfaws ar， 者 有 9 站 十 本 fy En) Tg 1) 
于 是 


8 (pm SI vm) Pnr) T sirr— Fwn), 


glomt) —P lemt) Evm) —F (wn) + For 
(m=1,2,3,*:"), 
而 w 一 on,9(o0 一 Pen 二 9 Go) 一 FCw1) << 必 ， 堵 对 于 任何 自然 数 


ng Cvs) 一 下 (en ee, 
记 = limapw 则 25 于” 9] 一 limg (ton) 《 因 msszas…， 出 定 
Tn 及 


理 2 的 系 ), limw。<iv, 所 以 
Pllimw) <g (0) = limg (vn) limh (wa) + e. 
由 是 任意 正教 ， 即 得 (imwo) 迄 limP (ww)。 由 此 ,Pim 
to 一 im 有 (ao) 、 证 毕 . 


定义 设 了 是 局 部 紧 空 间 人 上 的 积分 ,如果 wEN 使 得 
(wD) =0, 则 称 久 是 天 零 函 数 . 如 果 4 己 介 使 得 XX,(4 上 的 特征 
消 数 ) 是 广 零 函数 , 则 称 和 4 是 了 - 竹 集 . 设 吕 是 关于 只 中 点 的 命题 ， 
如 果 使 卫 不 成 立 的 点 是 f 零 集 ， 则 称 命题 卫 在 名 上 -几乎 处 处 
成 立 , 

在 不 致 港 湛 时 ，f- 零 丽 数 , 广 零 集 , 太 几乎 处 处 成 立 分 别 简称 
为 堆 图 数 , 零 集 及 几乎 处 处 成 立 . 

引 理 5 设 了 是 局 部 紧 室 间 台 上 的 积分 ， 则 

(i) 零 集 的 村 集 是 零 集 ， 有 限 个 或 可 列 个 零 集 的 和 和 集 是 
零 集 . 

(Ci) 如 果 wEN， 则 名 是 等 国 数 的 充分 必要 条 件 是 ; w 几乎 处 
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处 等 于 0， 

证 (i 由 下 的 单调 性 ， 易 知 零 集 的 村 集 是 零 集 ， 设 {4.} 是 
一 列 零 集 , 记 4, 的 特征 函数 为 um， 内 邓 的 单 消 性 及 次 可 如 性 ,0 三 
Fimaxtw 9 Wn) ) ERO 0 二) F000) 二 nn) 


一 0， 并 因 max 《wi, tws,…，wm) 是 |] 4 的 特征 函数 , 所 以 【4， 
是 零 集 ,由 定理 3 的 Gv), [Lj 4, 的 特征 函数 ww 仍 使 了 (w) =0, 所 以 
UU 4 也 是 雪 集 ， 由 此 , 有 限 个 或 可 列 个 零 集 的 和 集 是 零 集 . 

nsel 


(ii) 设 wEN, 记 4 一 二 mt 二 | 并 记 4 二 {t|w(t) 


0). 
如 果 下 (ww 二 0， 则 五 (nlw1》=0， 由 于 4; 的 特征 函数 二 
fb| ,因而 由 五 的 单调 性 可 知 4 是 零 集 所 一 1 2 改 由 人 4 一 


UU 4。 是 零 集 , 即 好 几乎 处 处 等 于 0. 


友之， 让 中 几乎 处 处 等 于 0, 由 4 是 零 集 ， 寻 ] RX) 一 0， 由 此 ， 
(nxX4) 二 0, 且 由 定理 3 的 (iv》， Flim (nx a)) =0， 由 于 |w| 志 


lim(nX/), 页 亚 人 fo 一生 即 妇 是 零 国 数 ， 证 毕 . 


聚 刘 果 WE 不 使 丈 人 站 < 十 ce， 则 faft = 十 col 是 
零 集 . 

证 志 斌 | jw(t)|= 十 2} 为 4, 则 4 和 夸 |ww|， 由 此 nF(X,) 
EPC]) (tn =1,2,…), 故 F(X) 二 0, 即 4 是 零 集 ， 证 毕 . 

引 理 6 设 上 是 局 部 紧 空 间 马 上 的 积分 ， 妇 ，tnE 克 且 节 与 
zz 几乎 处 处 相等 , 则 吾 人 1 站 一 下 (as|)， 

证 记 证 zi 的 关 zs 人 让 为 4， 则 4 是 零 集 ， 令 如 是 在 4 上 
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名 于 十 9, 在 A 上 等 于 0 的 兰 数 , 由 于 纪 儿 乎 处 处 等 于 0, 由 引 理 5 
(iD ， 包 是 零 国 数 , 所 以 下 (oo) =0.。 因为 
| 委 |?zos| 十 芭 ， | as| 委 | oo mp， 
由 五 的 次 可 加 性 及 了 (tw) =0, 即 得 Chto001) 一 天 (|wz|)， 证 于 . 

记 工 =-{wjw:2>R 有 FOw|)< 之 十 0}， 由 五 的 次 可 加 性 及 
单调 性 ,FC 二 wD 和 Fw [十 |ws 耻 才 FC|0|)+(| iw). 对 
于 wer, lwl =F(| wD). 

在 二 中 只 考虑 实 值 阔 数 是 为 使 加 法 、 数 乘 都 能 进行 ， 如 上 时 世 
宛 许 加 中 函数 ， 就 把 几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 相 辣 ， 因 为 使 
《2 十 避 的 妈 电 定 几 季 处 处 是 有 限 值 的 ， 这样, 线性 运算 仍 能 
进行 . 易 见 (也 , 斤 用 是 赋 范 线性 空间 , 如 取 上 面 的 三 ( 即 仅 是 吧 一 下 
的 函数 )， 志 不 把 几乎 处 处 和 等 国 数 看 成 相同 ， 则 和 ] 赴 邓 中 拟 
范 数 ， 

定理 4 (, | 中 是 完备 的 . 

证 显然 ， 只 要 证 并 点 列 完备 ， 设 {ws} 是 C 工 ,上 :站 中 基本 点 
剂 ， 并 设 [ws 一 wn |<< 吉 ， 记 下 = [wi | 荆 jia 一 | -上 十 [wr +1 O— 
wr, 由 定 理 3 的 (iv) ,PKlimjo) =lim (io 所 lo 十 1 所 以 limj。 
几乎 处 处 是 有 限 值 的 ， 从 而 {ws} 几乎 处 处 有 有 限 航 限 ， 记 limhs 
汶 十 吕 的 集 为 刀 {是 零 集 ), 令 包 在 二 上 为 0, 竹 4 上 为 limw,, 
划 


lw—wl< 5 pz 一 2 - 
再 由 万 的 单调 性 及 定理 3 的 《iv，lw 一 mi< 王 lw-ml< 


坟 故 wu 人 | 上、 对 于 一 般 的 (Z 二 上 D 中 基本 点 到 faoj， 可 
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取 子 全 fo} 使 os。 woosj 志 让 ,于 是 有 ww 使 1s。 一 wj >0. 而 


对 s>>0， 有 不 使 当 mr wm> 入 时 ， 1ww 一 wl 一 了 ， 再 取 一 个 使 


之 且 ons 一 wj<< 坟 ;于 是 对 a 宕 入 14 一 ww| <z， 故 [ws 一 1-> 


0. 获 (Z,]* 有 上) 是 完备 的 ， 汪 上 毕 ， 

定 久 记 荆 = 称 荆 ! 中 函数 妇 为 -可 积 漳 数 ， 如 果 习 
的 子 集 4 使 X 是 关 可 积 的 , 则 称 44 是 扰 可 积 集 . 

同样 ,了 -可 积 函 数 ,了 -可 积 集 简称 为 可 积 函 数 , 可 积 集 ， 

引 理 7 如 果 wEL', 则 w'EL!. 

证 当 wsL! 了 时 ,有 {7s} 是 工 中 点 列 合 124 一 思 |>0, 由 

[zi—w' < 大 | zw 一 切 | ， 

及 盏 的 单调 性 ，12# 一 2 委 |2, 一 妇 一 0， 由 于 zi 天 * 记 天， 所 以 
ao+EE1。 证 华 . 

和 1 当 zEE1 有 ww 守 0 财 ，wELTOD. 

系 2 当 weL’ 时 ,ww!'EL1, 失 而 |wiED!. 

系 3 当 ws weEL! BI, maxtw, wae), Min (tw we) ELI. 

证 max 人 to wp) 一 也 (ww 二 二 十 wp: 一 wa]) EL!，min 类 似 . 
证 毕 . 

系 4 如 果 wy WED!, 认 20， 各 ; 守 0, Rw tl = wt 
wal. 

证 当 wy 加 ED 有 加 宇 0，w 守 0 时 ， 有 工 ' 中 {人 ,}， fg 使 
和 —w 0 1 一 10a] >0, 所 以 1znj 一 上 5 上 1yrl 一 上 wl， 又 同样 
有 jz 十 包 一 oz， 但 je 十 区 和 一 丈 (e 十 加 7 一 (zy Cys) 
二 [zl 4 [ys1, 因此 Nw 十 wa[ = 十 la， 证 毕 ， 

定理 5 设 weM*H FTG)< 二 00, 则 ED 
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证 因为 了 po 一 8 由 了 的 定义 ， 对 e>0， 有 zwEE* 使 得 
rg 有 9(D fF)+e. 因 9g 有 可 加 性 ,98 一 2) 904) 二 9( 划 ,所 
以 gtu 一 2 必 2; 好 上 一 2 于, 因 : 是 任意 正 数 , 故 怒 LL'， 证 毕 . 
注 当 # 是 有 限 导 的 非 负 下 半 连 续 国 数 时 , 只 要 了 (的 二 Tco， 就 
有 ueEL!， 如 果 4 取 植 可 为 +ec, 而 了 及 研 : 中 国 数 按 前 面 定 交 只 
是 对 有 限 值 函数 的 ,那么 有 严 (|4 一 2DD<e， 记 { 引 号 碳 一 十 oo 为 
,4 是 零 集 ,并 会 思 =#( 在 4 上) 且 名 在 4. 上 为 0， 于 是 F(| 妈 一 
了 用 二 (lg 一 +|) 之 e， 这 时 wEZD'， 得 这 个 名 可 能 已 不 再 是 下 半 达 
续 的 了 ， 下 面 的 系 1 也 类 似 . 

系 】 如 果 引 EE 对 和 且 6 鸣 之 十 09, 加 we 

证 由 4 二 术 ， 有 EL，# 和 4， 这 时 一 于 ?7 且 9 一 护 之 
二 ;国名 一 EL 即 得 xE5'， 证 毕 , 

又 2 如 果 『 是 马 中 开 集 卫 『 是 紧 集 , 则 了 是 可 积 集 . 

证 取 Y*Sz* zz 在 了 上 到 值 1, 于 是 0 委 Yvs 委 2 但 因 广 是 开 
集 ，Xr 是 下 半 连 续 的 , 是 纹 光 ps 多 2) 一 大 2 之 十 oo 所 以 区 GE 
工 ', 所 以 下 是 可 积 集 ， 证 毕 , 

系 3 台中 紧 集 4 是 可 积 集 . 

证 到 开 集 了 使 Z 志 4 且 耻 是 紧 集 ,于 是 下 与 4 都 是 可 积 
集 , 但 因 X 4 是 XY 与 ys 之 差 ,因而 YEz 所 以 4 是 可 积 集 . 
证 毕 ， 

对 于 可 积 集 4, 记 2z04) = XA 上 =X . 

定理 6 可 积 集 全 体 是 环 , ”是 这 环 上 的 有 限 测度 ， 

证 ZL! 是 个 线性 空间 , 六 由 引 理 7?7 系 3; 如 对 于 max 及 了 Hin 都 
封闭 ， 当 41, 4s 是 可 积 集 了 时; 4; YaoSD' 由 于 max(Xi,y Ma 一 
Xjdgs min(x A419 42) = 区 inaw 珊 4 UA, A 站 4 都 是 可 积 集 . 又 
Ai\As = AN\tdAi NN A), dds 的 特征 函数 等 于 Na 可 见 
div4s 是 可 积 集 , 所 以 可 积 集 全 体 起 环 ，» 显然 是 有 中 值 的 ， 由 引 
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理 ? 系 4，» 有 可 加 性 ， 当 {4,} 是 一 列 可 积 集 共 两 两 不 交 时 ， 记 


4= 山 4。 由 定理 3 的 (TV)， 


办 村 1 


加 


POX) limFoa tan Zr(As), 


下 = 1 


由 此 ,如 果 4 也 是 可 积 集 ,就 有 (4) = S75(44)， 证 毕 . 


引 理 8 设 A4 是 可 积 集 且 4 是 紧 集 , 则 对 任何 2 汪 、0， 有 开 集 
F 使 得 PF 二 4, 了 是 紧 集 HvCF)<v(4) 十 2. 
证 由 4 是 可 舱 集 旦 二 是 紧 集 ,对 ze>0， 可取 xEH 使 得 


Xu FOX 十 本 >909D. 出 互 紧 ， 有 zs2+，zr 在 亏 上 取 值 
了 , 令 v=minGw, 2), 则 X45g(9)<1Xd|+ 攻 上 且 v 在 某 紧 集 为 


0. 取 6E(0,1) 使 68(1 X42) 一 了 ; 令 V= 侍 1o(t)>>1 一 里 ,因为 
?是 下 半 连 续 的 ,7 是 开 集 ， 显 然 4CV 且 了 是 某 紧 集 的 子 集 ， 由 
作法 , (1 一 6) Xv<<o, 规 (1 一 B)[X 呈 之 HX 让 二 也， 从 而 


FXrl EX Xe) Xt 


即 $ (六 过 vz C4) 十 z， 证 球 . 

定义 ” 设 ( 避 ,中 是 局 部 紫 空间 ;由 名 中 紧 集 全 体 张 成 的 c- 环 
记 为 牵 ， 称 为 (2, 丰 的 Borel 集 类 ， 孝 中 的 元 称 为 8 的 Borel 
集 . 如 果 上 是 绩 上 的 测度 习 对 下 如 的 紧 集 4,4C4) 过 十 eo, 则 称 
上 是 如 的 Borel 测度 ， 如果 上 是 介 的 Borel 测 讼 且 对 于 任何 
BE 4u(B) 一 inf{ptW) 1V 是 开 集 ，VE 响 有 是 FD} 则 称 扣 是 丰 
的 正则 测度 . 
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定理 7(Riesz) 没 ( 介 ,让 是 局 部 紧 室 间 , 是 (CQ) 下 关于 
工人) 的 线性 正 泛 霄 , 则 有 如 的 正 出 度 ”使 得 
fz)= rdy EL)). {1y 
证 在 六 可 积 集 全 体 这 个 环 上 , 令 v(4)= 二 X41 一 FCX4), 这 是 
环 上 的 有 限 测 度 ,; 把 它 延 拓 成 go- 环 上 的 调 谋 .和 直 于 紧 集 都 是 了 -可 
积 集 , 故 所 得 的 测度 的 定义 域 是 包 售 鲍 的 把 它 限 制 在 且 上 , 仍 
记 为 zw， 下 面 证 有 x 满足 一 切 要 求 . 
先 证 > 是正 由 测度 : 当 4 是 只 中 紧 集 时 ， 4 的 可 积 子 集 全 体 
显然 是 环 ， 而 且 对 于 一 列 两 两 不 变 的 4 的 可 列子 集 {4j， 由 于 


的 特征 阴 数 的 [ -| ene 因而 4 的 可 积 子 和 集 全 体 是 o- 环 .而 又 因 


{4 站 B1BE 绍 } 等 于 和 4 的 紧 子 集 全 体 张 成 的 o- 环 , 所 以 4 的 Borel 
子 集 是 可 积 集 ， 由 此 ， 当 4€ 洛 且 4 是 紧 僻 时， 有 4 尽 可 积 集 , 再 
因 当 下 是 开 集 日 下 紧 时 ,FF，FAY 都 紧 , 故 -Fe 泌 , 由 引 理 8 可 知 ， 
当 A 拭 策 ，4 紧 时 (这 时 44 是 可 积 集 )， 就 成 立 
v04) 二 inf{y(V) VA,VE 萎 ,六 开 集 }. 

因为 殉 基 紧 集 张 或 的 o- 环 ， 故 对 于 BE 殉 ， 必 有 一 列 紧 集 


{4 使 BC [|] 4s， 记 B=B 门 4;, 于 是 对 e>0， 有 开 集 PDB， 
n—1 
且 Ps 是 紧 集 ,>(Ve) <v(Ba) 后记 了 一 [J Fs， 易 见 六 是 开 集 ， 


7 一 B, YE 党, 且 由 NSC CVABn), 所 以 
n=1 


oo 


pv) —rB ET (TV,) —r(B)) < De 
下 一 了 如 =1 


3 
邮 2 之 pCB) Fe, 因 而 20B) 一 infiy (VIPT 祖 B,VE 乱 ,VY 开 集 }， 
即 » 是 正则 袖 度 . 

其 后 青 证 明 积 分 的 等 式 (I). 由 ”的 作法 , 当 4 是 可 积 的 Borel 
集 时 ,>(4) 一 下 (YX ， 因 而 当 岂 是 这 种 国 数 的 正 系数 的 线性 组 合 
时 ， (Cw) 二 Jwdv，( 因 为 有 焉 齐 次 性 及 对 工 ' 中 非 负 函数 的 可 
加 性, 而 关 丁 测 旗 的 积分 点 是 线性 的 )， 当 国 数 ze2 时 ， 记 max 
{zf) 1iE8} 为 4a。 对 于 自然 数 w， 把 (0，4j] 区 间 纪 等 分 ， 记 
6 一 总 所 并 记 V。= {tt [rE CRG, R10], KF=1, 2 一 


的 特征 范 数 记 为 Xi 念 tr 一 6X1F26Xs 十 十 [2931 出 于 
Ve= {Ext ELE (二 1)61}\{t z(t)==k6}， 是 两 个 紫 集 之 差 ， 
Vx 是 Borel 集 有 昌 是 可 积 集 ,因而 六 (www) 二 wrdv, 出 作法 风 ! 志 ws 所 
ws >， 由 定理 3 的 人 及 关于 测度 积分 的 定理 (Levi 引 
理 或 Lebesgue 控制 收 雍 定理 )， 有 Xz)=Jxav. 但 因 x)= 


f(z), 故 f(z) 一 |zdv(zEL*+)， 由 于 下 是 线性 的 , 而 关于 测度 + 的 


积分 也 是 线性 的 , 故人 1) 式 对 xEL 成 立 ， 证 毕 . 

引 理 9 设 (D, 相 是 局 部 紧 空 间 , wz 是 (0 和 8) 上 的 正则 Borel 
测度 , 则 对 于 任何 BE 劣 , 4(B) 二 sup{4(4) 14C 8,4 是 紧 集 }. 

证 先 设 BE 名 且 B 是 紧 集 , 记 Bi B\B, 由 4 是 二 上 正则 
测度 ,对 e>0, 有 开 集 了 8 使 4(P)<pa(CB) Ts， 于 是 4= BF 
是 紧 集 ,4CB， 国 为 1B 让 之 ytB1) se， 所 以 Ad4)=A( 及 一 
HCHNDD)>A( 转 一 4(B) 一 e=…p(B)--e, 内 比 有 
utB) =sup{iC4)|ACB, 4 紧 }. 

由 二 婉 是 介 的 紧 售 全体 张 成 的 o- 环 , 而 可 以 被 一 询 紧 集 所 
种 盖 的 集 爹 体 是 o- 环 ， 所 以 对 BE 绍 ， 有 一 列 吕 的 紧 集 {4,} 使 


B 所 [4， 贞 此 互 可 以 号 成 一 列 两 随 不 相交 的 Borel 集 {Bs} 的 


Ll 
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和 集 , 自 Bi 己 A， 对 了 于 #0, 有 B; 的 闭 子 集 芒 使 (0B,) >p(B,) 


一 训 . 如果 P(B) = 十 co， 由 了 (Bo = 十 co 即 知 2JkB 当 1: 
nl 政 一 ] 


增 大 时 , 可 以 任意 地 天， 如 果 &B) 二 上 co 则 先 取 使 立 到 


(Bi) <e, nm U > (BY—2e. 旺 U 瓦 是 紧 集 ,总 之 , 都 
有 A(5)-=supfafd)14CB 4 是 紧 集 }， 证 经 

系 设 / 旦 局 部 紧 空 间 (9,ry 上 的 积分 ,> 是 定理 7 中 所 作 的 
油 许 ， 如 果 4E 哆 使 >(4) 扫 十 o, 则 4 是 六 可 积 集 . 

证 由 > 是 正则 测度 ,村 >0, 有 开 集 及 紧 集 BB 使 得 FF 二 4 
二 8B, 且 FF 是 Borel 集 , p(B)<yCA) 十 2,vCA)<y(B) 十 2, 由 二 Xi 
是 下 半 连 续 的 , XvyEL', 日 XsEL', 而 IX 一 X= 了 (OX 一 Xp) < 
F(Xy 一 庆 8), 由于 Xp 一 多 5 二 Xp、s 是 开 玉 的 特征 函数 ,所 议 是 下 
半 连 续 , 且 FCXpB) 所 FCXp) 十 9 所 以 yaSEL!l，| Xpal 二 
Exal 二 1Xzl， 因而 Xs 一 Xa 一 1 Xsl<22， 由 XpEL' 
即 知 saE5', 即 4 是 了 -可 各 集 ， 证 毕 , 

定义 ” 设 (2，r) 是 局 部 紧 空 间 ， 洛 是 (如 ,7) 的 Borel 集 类 ， 
凡 ;: 人 一 民 , 如果 对 任何 拒 纪 ,名 在 4 上 路 可 测 ， 则 称 纪 是 (2, 中 
上 的 Borel 可 测 函 数 , 简称 为 可 调 国 数 ， 对 如 果 有 是 咬 上 的 Borel 
测 座 ,是 怠 上 上 的 可 测 国 数 , 且 有 4E 现 使 站 在 4 外 为 册 并 百 在 


4 上 w 关 于 4 可 积 , 则 称 w( 在 9 上) 关于 灵 可 积 ， 并 称 | ap 为 


oo( 在 9 上 ) 关于 的 积分 , 记 作为 | 9uaz 或 | wan。 


这 是 通常 的 关于 测度 的 积分 的 定义 ， 
定理 8 设 了 是 局 部 紧 空 间 (9,r) 上 的 积分, 则 使 得 有 (7)= 
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[zdytreD) 的 落 上 相 则 Borel 测度 ?是 叭 -的 . 


证 “前 而 已 经 作出 了 一 个 王 则 测度 ， 使 得 f(z)== |zarcs 


了 如果 1 也 大 腕 上 的 正则 出 总 且 也 使 此 式 成 立 , 就 是 要 证 明 只 = 刀 

设 了 是 { 绍 ,z) 中 开 集 旦 下 是 紧 集 ， 于 是 可 取 一 列 {zajS ar 
XX 且 了 (zn) 一 g 《Xv)，, 并 可 使 + 所 zs 和 ta， 记 4 二 limzn( 点 
点 收 化 的 极限 )， 由 关于 测度 积分 的 极限 定理 (Levi 引 理 或 


Lebesgue 控 制 收敛 定理 )，| wdp = lim | adp= limf(z) =g(X1) 
-2(P) 而 因 uy， 履 >(P) 委 |Xvau=a(P). 


当 4E 密 且 4 是 紧 集 时 ,由 于 ”Am 都 是 止 则 测度 ,>(42，2(40 
分 别 是 inffy(P) iT7 书 47 是 紧 集 } 及 inEtatP) | 二 4 PF 紧 }, 因 
此 ?4) 委 上 Cd， 

特别 对 于 (2, 避 的 紧 集 4 作 zEL*? 且 x 在 4 上 取 值 1， 则 


|c- Xa) ao<| Ce 一 XDEu， |xady <| PR 得 |zav=|zan， 由 


此 , 琴 个 不 等 式 都 成 为 等 式 , 从 而 ?CD) 二 上 (四. 

由 引 理 8 , 从 4&4, + 在 紧 汪 上 取 值 相等 即 知 在 任何 Borel 集 上 
都 相等 ,所 以 上 = 证 毕 . 

于 是 ， 局 部 紧 空 间 (CQ,r) 上 的 积分 f， 就 相应 于 (如 , 久 ) 上 的 
《唯一 的 ) 一 个 正则 Borel 宰 座 YY， 这 时 , 可 以 讨论 吕 上 美 于» 可 
舱 的 函数 ,实际 上 这 与 前 面 的 六 可 积 差 不 多 是 一 样 的 ， 只 是 仅 限 
于 Beorecl 可 名 国 数 . 

定理 9 设 了 是 局 部 紧 空 间 ( 吕 ,二 上 的 积分 , > 是 相应 于 了 的 
关上 正则 调 庆 , 名 :人 ->R 民 且 如 在 Borel 集 4 外 为 0， 则 出 关于 + 
可 积 的 充分 必要 条 和 件 是 : 由 是 Borel 可 测 范 数 且 wEL'. 

证 只 要 对 于 非 负 函数 双 来 证 明 . 
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必 训 性 ”提包 甘于? 可 积 , 即 | aa 二 cc， 只 要 证 明 weEL! 


即 可 ， 首 先 , 如 果 岂 十 Borel 华 吾 的 特征 蝴 数 , ww 关于 + 可 积 也 即 
v(B) 志 400, 由 引 理 9 的 杀 ，B 是 可 积 集 , 也 即 wS5!， 且 112 一 


(有 =]wlv， 进 一 步 , 如果 如 是 Borel 集 的 特征 的 数 的 正 系数 线 
以 组 合 (这 种 函数 也 即 是 到 信 只 有 有 限 的 数 的 Borel 可 测 耳 数 )， 
例如 加 一 Pars, 这 时 ,如 美 于 可 积 时 ，Xa 关于» 可 积 ,从 
而 区 ED 所 以 wsEL!， 面 所 由 引 理 ?了 系 4， 

lol- De zol= [war 


=1 


对 于 关于 sz 可 积 的 ww， 由 关于 测度 的 积分 的 定 尖 ， 有 一 列 
fa 每 个 如 大 Borel 集 的 特征 明 数 的 正 系 数 线 性 组 合 ， 且 wi! 扎 
Ww | wav 一 tim [wady, | (ww 一 :jdy>90， 对 于 自然 
数 上 {ws 一 D4) (一 下 十 1) 使 to 一 is->22 一 2 由 定理 3 的 (iv)， 
和 ao 一 ze =lim ja 一 zx =lim| Gun wr ) y= {Cw—w) ey. 
由 于 wwEL', 1 上 w 一 wl 一 0Ct>00), 天 weEL' 并 是 hwl 一 limlewsl 
一 hm| wuzy 一 | oz。 《上 面 ws 一 ws 在 w>k 时 是 特征 函数 的 正 系 数 


线性 组 合 , 所 以 ja 一 al 一 | (en 一 pe) dy. 

充分 性 ”由 如 是 Borel 可 测 且 weEL! 时 , 有 一 列 {zs} 是 L* 中 
元 ,使 上 一 ss] ->0, 而 Ia 一 zn]>0Cmsn>o0), 即 [zm 一 znldp 一 
0， 而 {zs} 有 子 列 (不 妨 设 即 为 {zo)) 使 # 是 f- 几 平 处 处 牧 钱 于 名 
的 ， 同 样 由 美 于 » 可 积 函数 的 完备 性 ， 有 关于» 可 积 的 名 使 | | 
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ay -0, 而 名 与 划 是 ?- 几 乎 处 处 相等 的 .证 毕 . 
对 局 部 紧 空 间 吕 , 邻 zl =max [z(t). (zEZL)， 这 时 上 上 -1 是 工 


的 范 数 . (二 ,| .1 是 赋 范 线性 空间 , 在 三 中 用 项 数 的 通常 乘法 ， 就 
是 个 赋 范 代数 。 如 果 把 作 单 点 紧 化 扩张 生 ，( 工 ,| 门 是 Cr(9) 
的 子 代数 . 

引 理 10 设 台 ,， 马 ,是 两 个 局 部 紧 室 间 , 作 乘积 拓扑 空间 吕 = 吕 ， 
x 3 则 马 也 是 局 部 紧 空 间 , 有 昌 {xy zeLC 他 1),，yEL(Q2)} 所 张 成 
的 线性 子 空间 在 LC) 中 稠密 . 

证 直接 可 知 只 是 局 部 紧 空 间 ，{zgy|zE7(D)，9EEKCPa ) 
张 成 的 线性 子 空间 是 个 LCQ) 移 子 代 数 ， 当 (81), (t2s 52) 是 品 
中 不 同 的 点 时 ,有 {42¥|xELCOD#EL5C92)} 中 函数 zx, 使 得 

(zx) (ts 8.) =—=1, (xy) (tes 82) 0, 
因而 对 于 CQ) 中 的 z 及 如 中 两 个 不 同 的 点 ,总 有 {zg81rELCQ1)， 
yEL(Q2)} 的 线性 组 合 在 这 两 点 处 的 值 与 相等， 由 Stone- 
Weierstrass 定理 , 即 知 由 {zy|xsSLCQ0) ,YEL(22)} 张 成 的 线性 子 
空间 在 5(Q) 中 狗 窗 ， 证 毕 

定义 ”、 设 名 ,, D4 是 两 个 局 部 紧 空 间 ; 玫 ,fz 分 别 是 Qu 9 的 
融 分 , 昌 是 如 9 的 乘积 拓 扯 空间 , 使 得 

ffz 所 一 PKz)fa() (rzED(OD EECDa) 
的 吕 上 积分 称 为 f) 与 f; 的 乘积 积分 . 

这 里 可 以 利用 定理 7 及 定理 8 , 当 访 ， 产 分 别 是 号， 2 上 的 
积分 时 ,相应 有 Di, Da 的 正则 Borel 测度 my， 再 作 入 与 思 的 
乘积 测度 ?= 六 X3a 人 可; 的 Borel 集 全 体 更 | 与 密 , 作出 的 乘 
积 可 测 空间 (Q1x ss 胸 | Xx 瑟 ) 就 是 (只 次) 而 > 是 如 的 正则 测 
度 , 对 于 zEZ( 吕 ), 售 


f(z) 一 |za， 
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了 总 是 个 只 上 的 积分 , 当 xELCO1), gEL(05) 且 zs 一 zy 时。 易 见 
fC2) 二 了 (Tfo(C), 由 于 这 种 消 数 的 线 柱 组 合 在 (9) 中 珊 密 ， 所 
以 使 (2) 一 fCEL(1) BE 人 5=38 的 上 是 唯 
一 的 ， 


4.3.2 局 部 紧 群 上 的 Haar 积分 

定 久 设 避 是 个 群 ， 又 +r 是 G 的 拓扑 , 如果 

(iD 乘法 ，GxG->0: (1,s) 上 -> 55 是 连续 的 ; 

(ii) 求 道 ， 0G->G: ft > 1-! 是 连续 的 , 
则 称 (G, z) 是 拓扑 群 . 

如 果 (G, 切 是 拓扑 群 ,有 (2, r) 是 局 部 紧 空 间 , 册 称 (G, 六) 是 局 
部 紧 群 . 

作为 拓扑 群 的 定义 , 并 不 要求 (GQ, 是 Hausdorff 空间 ， 但 
为 简单 起 见 ， 下面 设 讨 论 的 拓扑 群 是 Hausdorff 空间 ， 群 好 中 的 
元 以 把 s 等 表示 , 群 的 单位 元 记 为 e 。 对 于 如 的 子 集 4, B, 记 48 
二 {is| LE4, 8€B), Ad = TiEE4]， 和 如 在 拭 扑 线性 空间 的 人 情况 一 
样 ， 通 带 在 4，B 是 非 空 集 的 情况 下 用 这 些 记 号 的 ， 否 则 也 认为 
48( 及 4- 站 是 空 集 ， 

线性 空间 (用 加 法 作为 乘法 ?是 群 ,拓扑 线性 空间 是 拓 豁 群 , 但 
只 有 有 限 维 的 CHausdorff 的 ) 拓 扑 线 性 空间 才 是 局 部 紧 的 ， 在 拓 
朴 群 中 没有 数 乘 运算 ,所 以 更 一 般 些 ， 及， 工整 数 集 (用 离散 拓 
扑 》， 防区 秩 阵 全 体 等 都 是 拓 失 群 ( 且 都 是 局 部 紧 群 ). 

引 理 1 设 (G, ?+) 是 拓 利 群 ; 则 

fi 对 于 5 映射 G->G trztto 及 i tot 是 同 耳 ; 

(ii) G->0 的 映射 4F-> :是 同 昨 ; 

Kiii) 对 于 e 的 邻 域 记 ,有 的 邻 域 玉 使 得 五 = 玉 -， 且 凡人 印 己 
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证 出 拓扑 群 的 定 交 , CD, (i 起 显然 和 的, 玖 权 证 明 iii). 

{iii) 由 乘法 在 (e,e) 处 的 连续 性 ,对 于 e 的 邻 域 『, 右 e 的 山 
个 邻 域 六 ，Fs 使 FFeCrF， 记 区 = 世人 有 Fr， 则 是 的 邻 域 且 
ZTCP, 令 全 =TnmB-5 这 时 下 是 e 的 名 域 , 环 二 全-! 且 镀 玉 CV， 
琴 就 满 是 diii) 的 要求 。 证 毕 ， 

理 引 2 设 (G,7) 是 拓扑 群 ，z 是 (G, ry 上 的 ( 实 或 复 值 ) 连 续 
艾 数 , 且 在 紧 集 4 外 xz 到 值 0, 则 对 0， 有 e 的 邻 域 F， 使 得 当 
ts SEC 使 18sEF 有 时 成 阐 |zCt 一 CS) | < 

证 上 由 z 的 连续 性 ,对 每 个 iEG， 有 的 分 域 V(t)， 使 得 当 


EVCD) 了 时 ,|z5(4) 一 eA(E)1 忆 3， 于 是 对 于 这 V(t#) 中 任何 两 个 元 
ts tz 都 威 立 [x 一 X(t0) |e 
在 对 取出 这 样 的 Vt) 后 ， 因 为 47'V(E) 是 。 的 邻 域 ， 由 引 
理 1, 有 。 的 邻 域 印 (), 使 得 ( 印 ()) 一 W(t)， WCW(EDCET 
V(t) 而 iWV (Ct) 是 二 的 邻 域 ， 因 为 {iW(#)1iS 吕 } 斤 盖 4, 4 是 紧 集 ， 
故 有 有 限 个 zy tz, "ry tn 使 得 AC U (Ee (C4)). 记 玉 = 门 Ww 
KE=1 


此 三 1 

(te)， 下 面 证 明 这 57 满足 要 求 ; 设 1,sE8 且 t'sEF， 即 要 证 有 明 
1z 人 Et 一 z(s1<e， 如 纪 8 都 不 在 4 中 ,当然 这 不 每 式 成 立 ， 不 妨 
设 ze4, 于 是 有 12,… 和 5 中 的 站 使 三友 至 作 四 但 由 于 二 
(8 ;所 以 8EE5WCED (2) CCV) 因而 ts 在 同一 个 V(t) 中 ， 
记忆 |z0D 一 #08) 1 之 e， 证 毕 , 

系 在 引 理 条 件 中 , 17'sE8 可 以 改 成 fs !EV. 

证 妆 z 是 G 上 连续 国 熬 且 在 紧 集 44 外 为 0 时 ， 令 六) 二 
zt 人， 因为 FE 是 同 旺 ,所 以 zy 是 连续 的 且 也 在 紧 集 外 为 0， 
因而 对 ”用 引 理 2 ,有 e 的 邻 域 ,满足 引 理 2 要 求 ， 当 1 SEC 
ft8-1EF | 时, C1) (8 EF, 从 而 Jy (小 一 yg (3 es， 如 
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jx 2) 一 x(s) | 二 se， 证 毕 , 

和 由 此 , 对 于 在 某 紧 集 外 为 0 的 好 上 连续 图 数 > ,对 于 em>0 有 
e 的 郭 域 广 ， 使 得当 ，sEG 且 ts-1IEV 或 15EV 时， 
[z(t)— rt8) < 

下 面 对 十 局 部 紧 群 来 讨论 , 仍 如 前 一 小 节 中 那样 , 记 在 蘑 一 紧 
集 外 为 4 的 GG 上 实 值 表 数 全 体 为 (四 ,相应 地 ， 非 负 的 (9 中 
函数 记 为 上? (GD)， 简 记 为 上 及 工 *. 

TL, seEr, 记 Ye 一 (St 人 人 st)=r ts!) (tE 
中 易 见 xz; 及 x 仍 是 工 中 元 ， 当 zxEL 时 ，zs; ”在 L* 中 ， 并 
Has CXa) es TH CY, (Fa) CF) . 


引 理 3 设 (G, 7) 是 局 部 紧 群 ,zySL* 且 4 隆 0,¥ 取 0， 则 有 有 
限 个 元 tires tn 及 正 数 Cys On 使 得 cpzi, 守 六. 
Rl 


证 设 4 古 (8; 中 的 紧 集 ,由 于 zx 了 关 0, 有 SG， 使 w(t) 二 0， 
咸丰 e 的 邻 域 全 使 + 在 io 上 取 值 大 于 0. 

于 是 对 sEG, zs 在 st: 且 上 取 值 大 于 0 ， 而 因 为 1st5 全 } 当 
3 如 中 了 到 一切 元 时 , 是 覆盖 和 4 的 , 故 有 有 限 个 9，sa…，sw， 使 得 


又 


出 (38st01 印 ) 汪 有 44, 从 而 EF 在 4 上 点 点 太 于 0. 因 而 之 ， Ts 
k=1 EE=1 


天 =1 
在 4 上 的 最 小 信也 大 于 0, 记 为 4. 
由 于 EL ，# 在 某 紧 集 4 外 为 0， 而 记 1 中 一 zaax|g()] 为 
b, 干 是 ， 如 上 所 证 有 有 限 个 好 中 元 ts ts 使 得 六!z,， 在 4 上 的 
点 二 1 
最 小 值 >0, 取 cb …， oa= 卫 , 则 Yessu 在 4 上 的 值 都 至 少 为 
下 一半 


5 所 以 Dycezo 这 y， 证 毕 ， 
kt 


44.3 群 代 数 $01 
对 于 局 部 紧 倒台 上 的 五 * 中 两 个 非 零 削 数 x，y， 记 使 得 y 径 


Deer 的 21 cx 的 下 确 界 为 (和 外， 这 是 与 z， zy 这 一 对 随 数 有 
而 一 1 


此 一 1 
定理 1 设 (6, 避 是 局 部 紧 烙 , 则 C352) (ED rz 入 0 3 天 DO 
共有 下列 性 质 : | 


Cy (4) = (Ye TY} 

Ci) Cy Fast) WE (27 0)} 
(iiiy Mos (Hr) (2 
iv] (oy; 2) =a (ye); 

(VY) CT) SY 2) (2) 的 和 


(viy (9;2)> ll, 
xf 
其 中 2 的 =E 0 8 3 天 0 40>0, sC CO. 


证 由 (5 人 的 定妆 ,性 质 人 DG 让 是 显然 的 , 如 果 z 3 是 天 中 


函数 ,8 所 人 oszio 那 么 gas ez 由 此 (ge DS (0) (5ED, 
=l k=1 
又 因 9 二 (80) 一. 即 知 (ys 科 二 (从 ,同样 由 所 祖 ) S24 坷 实 
k=1 


Dacrr,, 可 (83 2 Gy Ee 7) 并 
着 一 工 1 


令 二 a 即 得 g( 下 元 和 (a 让， 所 以 (站) 二 gl#)。， 这 就 证 
明了 全 及 (ivy 下面 证 明 最 后 两 个 不 等 式 , 


和 1 
(ww 对 e 汪 0, 有 ey…Cs 以 ts…'st 使 得 yA orge, 且 


k=l 


> cr< (好 术士 8 同样 有 人 pa 及 ss 使 ZA > dyTs, 
中 一 于 了 一 了 


$02 第 四 诅 Banach 代数 


且 g<<(z,z) +e， 由 此 得 到 


J=1 
ye > C2 人 Dood 
下 一 18= 
DD EF Tod (yg; z) +e)((z; x) -Hz)， 由 2 是 性 党 


F-11141=1 


正 数 , 所 以 (gy; 2) 攻 (9; 2) (23 2), 
(viy 如 果 $< orm 设 在 加 处 yo 一 所， 于 是 1 外 反 


Doerr,, {t 0 Sa) oj 所 以 Zoo> 4 。 后 而 (Ee > 加 


t=l 
定理 2 没 (Q, 人 是 局 部 紧 群 ,xoSL*,zo 考 0， 对 于 x，gEL"， 


zs#¥0,.970, 记 中 (级 = 那 末 , 对 于 工 + 中 任何 非 零 元 #2 


及 e 沁 0, 有 有 e 的 分 域 下, 使 得 当 x#EL" 且 双 在 FF 外 为 0 时 , 成 六 
DAY H PA ED 2) te, 

证 设 xz0,z 是 了 上 ”中 三 个 非 零 国 数 ,e 盖 0， 自 于 yzEL'， 
y 十 在 雪上 紧 集 4 外 为 0, 取 同和 企 4 上 为 1 ,gnEL*， 取 正 数 5 及 i 


(这 梧 个 数 胸 要求 风 后面), 记 zo 一 多 十 2 十 6yo 并 令 9 一 二 ,一 之， 在 


zo 取 值 为 如 的 点 上 ， 凶 及 有 也 规定 为 0， 出 作 闪 可 知 芒 过 都 是 连 
续 的 ， 由 引 理 2 ,有 & 的 分 域 F, 使 得 当 fsEG, 1 'sEF 时 ， 
18) (C8) 一 el [BC(E)—g(3) | <a 

现 设 xzEL' ,2z0 且 儿 在 了 外 为 0, 如 果 数 core 及 元 下 :和 


Ca 3 Ca 0, bE 和合 crei,y 二 是 ， 当 ES 使 
上 一] 


zt, WP etd) A EF, 从 而 IF(25) — Y(t) | <er, 1% 


$4.3 群 代数 3n3 
(一 <e， 志 此 ， 


CE zt BE ED ort) LB) es 
wt) = zo t(D crt) [LE (Fi) + eel, 


所 以 ，Y 十 z 所 这 jz《1 十 2E0)74,， 由 这 个 不 锋 式 即 得 测 
二 1 


PAV) FPS) ED (20) (422) SLD (yo + 6D,{y0)] 
"(1-F2e,). 

对 于 给 定 的 z0,8，zEL' (都 是 非 零 消 数 ) 及 cz 汪 0， 沉 取 和 加 如 
上 ,由 定理 1 的 (六, 多 认 搬 40) 十 ( 四 三 (27X0)) 再 取 6 及 a 
使 得 3 全 十 220) (yo; 20) 十 (8 十 2120)28r< 于 是 如 上 取 『， 

GD, (y0) (+28) Dy 2 De, Le 

对 于 在 了 外 为 0 的 rzrEz 1z 天 0) 都 成 立 ， 证 毕 ， 

定义 ” 设 (G, 是 局 部 紧 群 ，f 是 如 上 的 积分 ， 如 时 对 插 何 
z+EL 及 3EG 成 立 j(z0)=f(7), 则 称 了 是 万 上 的 在 不 塞 积 分 ， 类 
相好 定妆 人 上 的 右 不 变 积 分 ( 即 是 使 fiz = 5) 对 任何 xEL 及 
5EQ 成立 的 马上 积分 ) ， 

定理 3 在 局 部 紧 群 好 上 存在 非 零 的 左 不 变 积 分 . 

证 取 定 上 * 中 的 非 零 硼 数 x0, 对 于 工 + 中 非 零 函 数 y, 记 Kk， 


- [dy £0) | 五 ， 是 闲 区 间 , 是 个 紧 空 间 . 把 y 作为 是 标 ， 作 
) 


滋 积 空间 x K,。 对 于 + 中 非 夫 函数 2 作 Ds(y) = 区 (CE 
5",y 四 零 ) 于 是 四: 是 x Ks 中 的 点 ， 

对 于 < 的 邻 戌 了 , 取 在 了 外 为 0 的 荆 * 中 非 零 兄 获 =， 并 把 这 
样 的 D9 全 体 记 为 pv， 易 见 {pr|y 是 。 的 邻 域 } 是 xKs 中 的 联 详 ， 
过 而 有 Ex Ks 是 {pv} 的 公共 接触 点 . 


20 捉 四 章 Banach 代数 

于 是 在 9 的 任何 缉 域 中 ,对 任何 8 的 邻 域 F, 部 有 9 的 元 在 8 的 
这 邻 域 中 ， 由 x Ky 的 匀 积 括 直 的 定 艾 ， 即 和 对 于 了 ”中 的 有 恨 个 
0, 以 及 e 的 分 域 让, 必 有 攻 * 中 在 下 
外 为 0 的 非 零 的 * ,使 得 

pC) -一 区 (ge ee R=1,2,., 2). 

由 了 多 .有 性 质 中 (ga = 儿 ( 员 . 叶 aD 三 4 有 (的 (173 是 天 中 
非 零 函数 , sEG)， 因 而 % 也 有 这 两 个 性 质 ， 下 面 证 明 多 有 可 加 性 : 
设 yzEL',Y 关 0,2z 关 0, 对 20, 由 定理 2 可取 e 的 领域 六 使 定理 
2 中 的 结论 成 江 ， 久 对 这 个 下 ， 有 在 玉 外 为 0 的 5* 中 非 零 销 数 
,使 得 

IP oD AD | <e, 02) — 人 Det) [<es 

[p(yt+2)— Dy tz) | 
而 定理 2 说明 | 中, 十 加 02) 一 久 , (十 和 | < 因此 ， 
[oc + oe) —py +a) |< 4e, 
因为 是 任意 正 数 ;所 以 Pp( 拉 十 (2) 二 罗 习 十 区 

对 于 零 印 数 , 规定 PF 的 值 为 0, 于 是 , PP 是 工 * 上 的 泛 鞋 , .有 

可 加 性 ,正章 次 性 及 Ply) 一 of 的 (YEL', 3E0D., 
对 于 工 中 的 * ,Y 可 写成 两 个 了 "中 的 元 之 着 。 当 zEL 且 #= 六 一 
ER 5 5 三 时 ， 因 护 二 za 一 2 十 多 ay 六 人 扩 )》 十 厚 (22 
=p{2) 二 各 (go 念 FEI= PP (=) Pz) 易 
见 了 是 七 上 的 积分 , 且 (xo) =f(7)(zED,8E0)， 而 且 当 yg 是 上 * 
中 非 零 国 数 时 ,7 一 0 的 0 了 是 @ 上 的 非 零 的 堪 不 变 积分 . 
证 毕 . 

定理 4 局 部 紧 群 上 非 零 的 左 不 变 积分 在 相差 常数 倍 的 意义 
下 是 唯一 的 . 

证 ”前面 已 经 作出 了 一 个 如 上 的 左 不 变 积 分 上 ， 设 和 也 是 如 
上 的 去 不 变 积 分 ,要 证 明 9 是 了 的 倍 效 ， 
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点 要 对 十 上 中 的 非 零 函 数 来 讨论 。 设 zEL', xz 考 0。 在 紧 
集 J4 外 六 0; 上 由 环 是 包含 所 的 开 集 且 WW 是 紧 集 ， 骨 取 EEL" 使 
在 放下 为 1， 对 王 s>0 取 *# 的 邻 域 广 满 足下 列 性 质 ; 个 广 -一 
人 对 任何 58182EV ,4EG 成 并 |zs (一 x 让 [2 CIDYCFW 
且 AVYCW. 出 引 理 2 ,并 因 4 是 紧 集 , 这 样 的 六 是 可 以 请 的 .于 
第 ， 当 3EF 状 ， 
Tt) = (te) EI) (8) ri) ER, 
证 且 由 此 可 知 |x(26) 一 ztet)] <ez(f)CEEOD， 取 在 WW 外 为 0 的 
工 ” 中 国 著 z 合 zt) 一 ztCE2)， 由 于 了 9 都 是 关于 测 府 的 积 
分 ,由 Fubini 定理 ,如 果 反 相应 于 天 9 的 测度 记 为 4,»， 


f(z}g(2)= ja |>a= | za {#8) [2C2)a7t) 


= [zs au cs) JCst)avCt), 


zt OTA 


gtz) f(r) ) 下 ee (38) 
=|z(- 18) dvCt) {2Cs) dr Cs) 
-| 


|: (a)artta) da (sdy(E), 


所 以 fz) 967)— gC) F067)= ||aC8) Es (st) —sCts) Ja (8) dr(E), 
因而 
HGDo(z)- ga) | | als)an Cs) JesCi avs) 


=flz) g(t)e. 
癌 样 ,对 于 又 一 个 于 中 的 非 支 国 数 多 也 可 作 耶 并 对 于 “>0， 
又 可 了 到 相 应 的 。 的 邻 域 吕 , 而 可 以 取 3 是 在 VT 外 为 8 的 菏 数 ， 
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也 即 z 同时 可 以 使 得 不 等 式 
fia) gz) gf Ef (2) g (3), 
If a) gD) — gf (0) | ef (z) 9 (8), 
间 时 或 立 ， 因 此 ,对 于 任何 5* 中 两 个 非 零 函 数 +,8, 取 定 名 多 后 ， 
对 于 和 企 一 个 e>0 总 有 工 * 中 z 使 上 两 式 成 立 ; 只 要 # 取得 粮 小 }， 
从 而 


gy) se 


了) 了 (9) Fry FWP 
由 于 。 是 任意 正 数 ,所 以 
{7)_ 9 + 
fC) fg EL FO, 0), 


因而 8 是 了 的 倍数 ， 证 毕 . 

在 上 面 已 证 明 过 , 对 于 z€5+，zx 关 0，f(z)>>0， 所 以 除法 可 
以 做 . 

定义 ”局 部 暴 群 8 上 的 非 零 左 不 变 积 分 称 为 G 上 的 左 Haar 
积分 .相应 的 的 左 不 忒 {正则 ) 宽度 上 称 为 在 HHaar 测度 . 

引 理 4 局 部 紧 群 8 是 紧 的 充分 必要 条 件 是 : G 的 左 不 变 测 
度 & 使 得 (过 十 00， 

证 必要 性 由 时 是 紧 的 , 故 上 (国志 十 ce 

充分 性 ”用 反 证 靶 , 如 果 各 不 是 紧 的 , 取 e 的 邻 域 邢 使 太 是 
紧 集 ， 因 为 有 限 仿 紧 集 的 和 和 集 是 紧 集 ,所 以 对 于 @G 中 任何 有 限 个 


元 站 有， 上 iW 不 会 竺 于 GQ， 所 雇 必 有 8 中 元 1a11 了 
此 一 1 1 


tIW, 所 以 有 一 列 中 元 {4 使得 tariE [jisW (a=1, 2, 3. 
此 =1 


再 取 e 的 邻 域 了 使 FFC 本 ,P=V"'， 于 是 it 了 是 一 列 两 两 不 交 
的 开 集 ， 但 对 于 e 的 邻 域 ,#07) >0, 从 而 由 上 的 左 不 变性 ，4 
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( U er UP)= 十 co, 耶 盾 ， 证 毕 . 
上 上 二} 鼎 三 1 


类 似 地 ,局 部 紧 群 G 上 在 在 右 不 变 的 非 零 积分 , 相应 地 有 可 不 
变 的 正则 油 度 ,在 相差 常数 信 的 意义 下 是 唯一 的 ， 它 们 称 为 @ 的 
右 Haar 积 分 及 右 Haar 测度 . 

下 面 就 用 了 ,上 分 别 表 示 Q 上 的 左 不 变 积 分 及 相应 的 左 不 变 
测度 ， 当 G 是 紧 群 时 ,通常 取 左 不 变 测度 / 使 A(G) =1, 一 般 说 来 ， 
左 不 变 测度 不 是 右 不 变 的 . 

对 于 G 中 元 s ， 令 MKz)=f(zo (xEL)， 上 显然 是 上 上 的 积 
分 ， 又 对 于 xEL 及 tEG, hr) =f(zD)D=FlGc9D)=FGzD)= 
MKz》 所 以 严 是 G 的 在 不 变 积分 、 踢 左 不 变 积分 的 唯一 性 , 因而 有 
数 oC>0) 使 6=cf, 这 数 是 与 8 有 关 的 ,但 对 于 scGyj(ze = cf(z) 
是 对 任何 xz 成 立 的 .由 此 可 知 ， 当 zE 工 使 1(z)=0 时 , f(x) 
一 和 (SEO 

定义 设 f 是 局 部 紧 群 9 的 左 Haar 积分 , 称 A:G->(0,co): 


se 一作 为 G 的 权 函 数 . 如 果 和 (8) =1(3E0)， 就 称 G 是 单 并 


(unimodular group). 

由 上 所 述 , 模 函 数 A 的 定 立 中 , 2 可 取 任 何 工 - 中 非 零 元 , 或 
者 取 成 是 使 AY) 隆 0 的 任何 工 中 元 ,而 A 与 元 * 的 取 纺 是 无 基 的. 
而 局部 紧 群 昌 是 单 模 群 也 就 等 价 于 妃 的 左 Haar 积分 是 右 Faar 
积分 , 

引 理 5 如 果 局 部 紧 群 如 是 交换 屁 或 紧 群 , 则 和 是 单 模 群 . 

证 当 避 是 交换 群 时 ， 因 为 2 二 4.-1， 才 f(x 二 f(r-1) = 
f2), 从 而 六 (8) 一 TsEG)， 所 以 如 是 单 模 群 . 

如 果 如 是 紧 群 , 记 zY 是 G 上 重 等 于 工 的 函数 , 则 <EE” 而 = 
2 故 fz 人 二 人 7), 由 此 是 单 模 群 。 还 毕 . 


i ne 
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引 理 6 设 8 是 局 部 紫 样 ;, 则 如 的 异 图 数 A 是 >(0，00). 的 
连续 同 态 ! 这 里 同 态 古 指 铬 的 同 态 :(0,co) 是 关于 实数 乘法 的 群 )， 
证 取 互 ”中 的 非 零 国 数 守 ,由 于 侣 :一 (人生 所 以 得 


ACst) 一 = =ACtIAC) = A ACY, 


所 以 友 保 持 莱 法 ,如 太 是 群 的 同 态 .。 因 此 ,只 要 证 明太 在 e 点 的 连 
续 性 就 可 以 了 ， 取 紧 集 女 使 x 在 4 外 为 0, 再 取 开 集 印 使 全 二 
有 4 且 本 是 紧 集 , 作 5EFE 在 厚 上 为 1. 对 e>>0， 取 e 的 邻 域 
了 使 得 当 sEF 时 ,|g 信人 一 zt) | 之 e GLEOD， 并 使 Y=V1 且 TF 
CW 于 是 当 sEF 时 ,| 条 一 学 | er, |) fx) [< {F), 
也 屠 


[A(s) —1|f(2)Sef (2). 
由 于 f(z), f(z) 都 是 确定 的 数 ， 因 而 A 在 e 处 连续 (A(e) 二 了 )， 
证 毕 . 
定理 3 设 wEL,i, 34) 一 zw (6 DA 刚 了 于 ( 鸭 一 起 了 7 
证 对 于 zeEZL, 作 32 一 z(E AC DD) 后 , 记 和 CZ) 二 了 ()， 记 
是 工 上 的 积分 .对 于 xE 及 sEG, 考 唐 上 (xs) ;由 于 
(EN) CE = Et DAC DY) —2(et DACT') 
=r((8 DA(ta DY) ACs D)—A(ls ECs"!) 
=ACs 1) (£) (t), 
因而 下 za 二 ACs DF (OED) =AC) A) C=) =Ar), 所 
以 五 是 左 不 变 禹 分， 由 左 不 变 积 分 的 叭 一 性 ， 有 c>0 使 4= of， 
数 c 是 与 xEz 无 关 的 .下面 证 有 明 c= 二 1 
对 e>0， 由 4 是 连续 的 ， 故 有 e 的 邻 域 下 使 得 VF=V"'! 且 
1A(2) 一 1| <e( 当 #EV 时 ); 且 可 设 人 是 紧 集 . 再 取 民 ”中 非 零 国 数 
使 yg 在 F 外 为 0 有 是 9 (站 一 闪 (EEGQ)， 于 是 ， 
HOO= DAG DA YD), 
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| 一 引 委 2 

因而 [OD 一 让 | | 一 Def (及 由 RD 一 cf (9), 
即 各 1c 一 1| 近 ee。 因为 & 是 任意 下 数 , 歼 5 一 1, 凤 4=:f， 让 给, 

村 设 和 是 着 部 紧 群 ; 则 日 的 左 Haar 积分 是 求 道 椒 谈 的 {《 即 
对 zwE 荆 令 2 二 x (时 ,了 f(g) 二 AZ) 充分 必要 条 件 是 : 如 是 单 
模 群 . 

证 充分 性 由 定理 5 即 得 . 

必要 性 ”用 肥 征 法 , 如果 伺 不 是 单 模 群 , 则 有 #0EG 使 A(f0) 却 
1, 不 妨 设 AA(io) < 之 1， 王 是 有 的 邻 域 环 及 >0, 使 得 A(1)<<1 一 
5C 当 4E 玉 时 ). 取 荆 * 中 非 零 隧 数 x 使 4 在 印 1 外 为 0 ,于 是 

a DAMAGE DE (feED, 


记 xz 有 一 xz， 就 有 天 <) 雪人 一 号 fs 与 假设 矛盾 . 证 毕 ， 


4.3.3 群 作 数 


本 地 中 仍 设 上 9 是 局 部 紧 群 , 记 G 的 Borel 集 全 体 为 入 , 4 是 8 
的 堪 Haar 测度 ， 如 在 4.3.2 中 所 证 明 的 ，& 是 赣 上 的 正则 测 产 ， 
上 有 左 不 变性 , 邯 对 于 4E 逆 及 sEG, 成 立 (sd 一 Ad， 对 于 如 
中 紧 集 4, Ad 和 < 二 十 oo 而 对 于 @ 的 非 空 开 集 下 (E 且 )，ACF7 人 和 
在 相差 上 数 倍 的 意义 下 , 上 的 左 Haar 油 认 是 唯一 的 ， 

有 了 有 葛 及 驳 上 的 测 订 站 后 ， 可 以 定 广 关于 测 座 上 的 积分 . 首 
先 要 说 明 ( 关 于 才 ) 可 测 匡 数 的 概念 ， 对 于 她 上 的 实 值 困 数 tt， 如 
果 对 任何 4AE 乱 及 cE 4 {tw(t) 二 0} 都 是 Borel 集 ， 就 称 z@ 
在 GG 上 可 测 .对 于 9 一 C 的 映射, 当 实 部 及 虚 部 都 可 浏 时 , 称 它 是 可 
浏 的 . 

如 果 包 是 上 的 可 铀 请 数 ,又 名 在 某 个 Borel 集 4 外 为 0, 并 
且 了 如 在 4 上 基于 产 可 积 , 就 称 多 是 安 上 的 甘于 4 的 可 积 函 烧 , 并 称 
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{wan 汶 轨 在 G 上 关于 上 4 的 积分 ， 记 作为 [wdn、，“ 美 于 "常常 


略 去 不 写 ，G 上 可 积 函 数 金 体 记 为 L(G), 对 于 weED'(G)， 以 | i 


d4 作为 名 的 范 数 hwbw 则 C5, 上 10 是 个 Banach 空间 ， 在 五 
《@) 中 (基于 站 ) 开平 处 处 相等 的 函数 看 作 是 则 一 个 元 . 

对 于 > 如 果 如 是 好 上 可 测 国 数 上 且 |z|PED Ce)， 就 称 岂 是 
如 上 的 刀 次 可 积 国 数 , SG 上 了 次 可 积 函 数 全 体 记 为 业 (G9D)， 对 于 如 


ETIOD， 令 
lolb=(| ttre. 


(CI2(G) ,1 有 p) 也 是 个 Banach 空间 ,5?(G) 中, 几乎 处 处 相等 的 函 
数 也 看 作 是 同一 个 元 . 

如 果 了 ，g >>1， 地 二 = ; 当 wwEL?(G) ,tsEDe(G] 了 时， 
wzELG)， 且 | ww) 1<<1w 上 oj wals， 这 个 不 等 式 称 为 Holder 不 
等 式 . 


投 p>1， 又 方 十 十 = 也 对 于 y€17(0), 令 


f(z)= [ydn (ser (0)), (1) 


则 fECL?COD) ,lp 二 有 CL?CG), 有 15)* 中 的 每 个 于 都 
基 这 种 形式 的 , 即 (L? (CD, 有 -12* 与 EAD ,4 是 线性 保 范 同 构 
的 ， 由 (1) 式 所 作 的 (80GD，1 1 > 人 (0， 人 | 的 映射 
了 hHF-> zy 就 是 个 线 件 保 范 辐 构 ， 通 常 就 写成 (L?66)， 1) *= (Lx 
(G6), (1-1). 

特别 ,如 果 妈 是 人 上 可 测 戎 数 , 且 如 与 上 的 有 界 可 测 函 数 几 
平 处 处 相等 ， 就 称 纪 是 上 的 本 性 有 和 界 可 测 羡 数 ，G 上 本 性 有 界 
可 测 函 数 全 体 记 为 L*(), 对 于 wEL™(G), 令 
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wl-=inf {sup{|zCE)11iEG} | w 与 x 几乎 处 处 相等 }， 
这 时 , (L*(0D) 1.1) 也 是 个 Banach 空间 ， 

由 于 I?(0) 与 TL~(G) 的 情况 有 些 差别 ，p>1 足 指 pS[1， 
十 co),Z=(G) 的 情况 是 特别 指明 的 . 

因为 G 本 身 可 能 不 是 Borel 集 , 对 于 她 的 子 集 瑟 , 如果 对 任何 
JE 有 ，4 门 BE 机 ， 就 称 五 是 可 测 集 ， 加 果 互 是 可 测 集 县 2 人 4 
妃 一 0045 殷 )、 就 称 如 是 夫 集 ， 两 个 销 数 几乎 好 处 相等 是 指 这 两 
函数 不 相等 的 点 全 体 是 个 零 集 . 

引 理 1 设 G 是 局 部 紧 群 , 则 ICG) 在 工 'C0) 中 稠密 . 

证 这 里 , 当 五 (9 表示 复 值 的 可 积 靖 数 全 体 时 ，25(G) 就 表 
示 在 基 紧 集 外 为 0 的 复 值 连续 函数 全 体 ， 工 (的 和 Zr(G) 是 显然 
的 ， 由 于 济 座 有 限 的 集 的 特征 函数 的 线性 组 合 全 体 在 (CG) 中 稠 
密 ， 所 以 只 要 汪 明 C 的 4310 包含 了 Xa(4E 弛 且 4(4) 志 十 27). 

设 4E 锣 也 4( 相 之 co, 由 是 正则 测度 ,对 e 过 0, 有 4 的 紧 
子 集 4;, 使 上 (41) 汪 py( 信 一 e, 叉 可 取 开 集 P 使 PF 是 紧 业 ,上 且 FF 二 
A TD) 二 pC41) 十 es 这 和 群 有 2EL+(G) 使 得 z 在 FF 外 为 0, 昌 z 
在 4: 上 取 值 全 为 1, 易 见 | X44 志 | zau<c| xrap， 因而 12 一 
Xue， 县 因 [XX 一 守之 e， 所 以 12 一 区 过 2e。 可 见 
(00 包含 了 XX 所 以 工 (9 在 CE 的, 有) 中秋 密 ,证 毕 . 

定理 1 设 p>1， 则 工 (的 在 (ZL?(Q),1 .1p) 中 稠密 ， 

证 ”只 要 对 p>>1 的 情况 证 明 ， 由 于 L?CG) 中 函数 可 以 写成 
I2(0) 中 非 负 函数 的 线性 组 合 ， 只 要 证 明了 (OD 0 包含 了 了? 
《G) 中 非 负 函数 妈 可 ， 

设 wEL?(G) 且 w 尖 0, 对 8 沁 0, 设 ww 在 ACE 绍 ) 外 为 0 , 取 一 鸳 


紧 集 {Aj} 使 身 呈 4sC… 且 U As 4 Bw XX (其 中 Be 


n=l 
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三 世 ] 二 < 扫 肝 7 于 起 二 Was 月 风 产 如 (点点 收 训 D)， 由 积分 
1 
的 Levi 引 1 理 ， lw—wl=(| {0 一 由 nj?EKY?7->0 因 而 有 zo 使 | 光一 


wn pe. 
出 十 ww 是 在 紧 集 4.， 外 为 和 的 有 界 国 数 ， wo, 委 加， 所 以 有 


zELTCO) 使 zn6 是 1z 一 zs， <( 过 ) 因为 


Jz—wa | rs (280)? | 人 一 起 |， 


dz 一 oujp)? 一 | 一 wpa 
< 2n277 1 一 oans(2no7 (让 ) 
<eP， 
著 12- 一 ws 之 a; 出 此 hw 一 直 p 之 22; 荆 ( 人 在 (CL?)，1*1s》 中 乎 
引 理 2 设 G 是 局 部 紧 群 ,zx,ySL(GO), 则 对 于 EG xz(s)y(s 
38)( 作 为 8 的 函数 ) 仍 在 荆 ( 忠 中. 
证 由 6 是 拓扑 群 ; 即 知 zCs)y(Ca-! 直 是 如 上 的 迷 续 侈 数 ， 又 
因 x 在 某 个 紧 集 外 为 0 ,rz(s)y(s-18》 在 这 个 紧 集 外 为 0。 所 以 zx 
C99(8-18)EL(G)， 证 毕 . 
3 引 理 3 设 G 是 局 部 紧 群 ,zx,yEL(OD, 令 


z(t)= jE (Ce)yte tt)adnts), 


则 zELCO), lz < lh 

证 对 iEG, 因 为 z(s)y(s-1t) 是 了 L(G) 中 元 ,所 以 z(2) 有 确 
定 坊 义 ， 设 z 在 紧 集 4 外 为 0， 9 在 紧 集 加 外 为 90， 由 于 4B={ 
8|tEA, SEB}) 是 柴 集 , 当 i dB 时 ,由 sts -一 昌国 而 sE4 与 st 
B 不 会 都 成 立 , 所 以 zs)jy(s"'t) 醒 为 0 ， 可 见 民 t 一 0( 当 人 E43 
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时 ), 所 以 z 在 紧 集 4B 外 为 0. 

双 因 3%E 了 (的 ， 对 e>0， 有 e 的 邻 域 玉 ， 使 当 二 ,tf2EGH 1 
tsET 时， 1 一 91<e。 因 而 对 于 sEG， 也 有 |#(s 一 
y(ts ts|<e 并 因 z 是 有 界 二 数 ， 

|z(s238(8 "tb) rls) ys tlemax|s(s) | 次 4 人 #0 


taEF 了 时 )， 从 而 12081) 一 z(t2) 1 Semax|z(s)|p《(4)， 所 以 z 是 
连续 的 , 即 有 zEZE(G). | 

如 果 zyEL*(G), 这 时 1 一 ||s C5)y(s -Ddp(s) dp(t), 
由 Fubini 定理 ， 

] zl =|(|s(s)yCe') an G3) ) gut) 一 [zo)( Jycs'an 


Ct an (ts) = yl,, 
对 于 z,#EL(O), 由 Fubini 定理 ,1z|, 志 1zl,1y1,， 证 毕 . 
定理 2 设 G 是 局 部 紧 群 ,z,yEL'CG)， 则 对 于 几乎 所 有 的 
EG,z(s)y(s ! 可 关于 上 可 积 ， 且 当 使 z(s)y(s 和 关于 天 可 积 


时 ， 令 z(#)=|aC)yCsi)ap(s), MN EL OE 


I yl 
证 同样 由 Fubini 定理 ,由于 


OE OLOL EEE 
可 知 对 于 几乎 所 有 的 1EG，|z(s)y(s-!4)dp(s) 是 有 限 数 ，( 在 不 
可 积 的 二 上 规定 z(t) 为 0), 且 z(t) 也 是 关于 4 可 积 的 ,县 
J tarce) hah yh, 


这 里 对 于 zfks)g8fs-2) 的 二 元 可 测 性 (关于 乘积 油 度 AxF 的 可 济 
性 ?不 加 讨论 了 。 证 毕 . 
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定理 3 设 zEL1(G),yELP(G), (8 之 1)， 则 对 于 几乎 所 有 的 
1E0,z(s)g(s14) 关 于 4 可 各 ,和 且 记 z( 引 =| zl5)y(s-14) du(s) 
时 ,zEL?(G), 而 且 Hz1p<<al ys 
证 只 要 对 于 非 负 函数 < ，# 来 证 ， 令 9 使 和 + 广 =1, (p=1 
时 已 证 , 故 设 2 之 1) 任 取 zELrG), 由 Fubini 定理 
(es) ys dcs) ) a(t)an(t) 


= |sC)y cs) a tau aps) 
<lylohzls|aCe)encs) =1 otalsl sh, 
上 式 中 对 于 固定 s 而 对 于 {积分 时 ,由 9EL?, zEZw 使 用 了 于 61d- 
er 不 等 式 , 相 于 |z(s)y(s- 1 dp(s) 与 任 一 5 中 的 2 的 乘积 是 
(@) 中 函数 ,因而 对 儿 平 所 有 的 iG，|zCs)yCs-'t)dn(s). 是 有 限 


数 ， 且 作为 # 的 函数 ，| z(s) y(s-1t) an(s) EL?(G)， 而且 


| zs)g(e-1t)dpCs) 在 I7CG) 中 的 范 数 志 上 2 中级。 证 毕 . 
定义 ” 设 是 局 部 紧 群 ,x ,YE2Z (9G)， 称 


z(t)=|sCs) ys!) du(s) (EO) 


《 当 4EG 使 上 述 积 分 不 存在 上 时， 规定 zt 一 0 为 了 与 引 的 瞧 积 ， 
记 为 2xy， 当 2EL 上 LI，9ELP(p 疙 时， 也 称 上 式 定 义 的 为 # 与 8 
的 卷 积 并 记 为 z+y. 

由 定理 2、3, 当 zyELON, ryeEL CO) Hlesyl ,lal 
人 妆 xEL!, yeELr( p> DH, zsyEL? Blzsgl pl zh ,| yl]. 

引 理 4 如果 zED (G0), gEL*(0D, 则 zxyEL!'E Izy 
zl yl].. 
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证 出 # 是 本 性 有 界 消 数 ，|z(s) yls 318)| 寺 Ty ozts)1( 志 
表示 儿 乎 外 怒 志 ), 即 知 1zs3Ei 志 1 闻 =1z[1。 证 毕 ， 

定理 4 设 台 是 局 部 紧 群 ,在 Banach 空 间 2 中 规定 以 着 
积 为 怀 法 ; 则 五 (的 是 个 Banach 代数 . 

证 由 于 着 积 是 (x 一 (OD 的 双 线 性 映射 且 满 
是 范 数 的 不 等 式 [zxy 上 | 志 [zH411y1,， 只 要 证 明 莱 法 满 足 结合 律 ， 
上 且 由 于 卷 积 的 观 线性 ， 只 要 对 非 负 国 数 来 证 明 . 

由 于 积分 的 堪 不 变 手 ,在 着 积 的 定义 中 ， 

Gp) = sly) = sts) ys ap(s), 
由 些 ， 当 ,2SEL1( 的 时 , 由 Fubini 定理 ， 


(Cra) #2 Ct) -| (xx) (£8)2(8- dn(s) 
=||zCsw)y lo asd das) env) 
= aCev)y Co dz Dap aps) 


=|2ttv) Cy*z2) (wan (wv) 
=Lo+Cg+2) CE). 
式 中 ,由 的 左 不 变性 , 当 计 算 积分 时 ，jw(1)ax(t) 中 ,用 wut) 


代 圭 w(t), 积分 之 值 相同 ， 即 1 可 用 几 代 赫 (w 是 台中 任何 元 ). 
当 G 是 局 部 紧 群 时 ， 以 卷 积 为 乘法 的 Banach 代数 (GD 称 
为 群 代数 . 

定理 5 (0) 是 交换 的 充分 必要 条 件 为 :是 交换 群 . 

证 充分 性 当 0 是 交换 群 时 , G 是 单 模 群 , 所 以 积分 中 变 元 
可 换 成 逆 元 , 从 而 | 
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{a(s)yCs 1) dn Cs) =|aCs- dystyan (s) 


=|yC8)z(e- dap (8), 


即 {zg) CE) = ye) CE), PIL xray 一 区 了 
必要 性 ”如果 L(G) 是 交换 的 , 则 对 于 zyEL (9)， 


0=zxg—yss= [Cs)y Cs) ys) zs 1) drs) 


=|y(e)[z(ts-DA(s-D zs) dps), 


因为 对 于 任何 x,¥EL (GO) 成 立 上 式 , 所 以 对 xc 工 (G)， 
Ttte Mts) — rtst) =0, 

取 为 提 的 单位 元 8 时; #08)ACs) 一 X08) 一 0， 所 以 At8) 二 1{sE 
人 ,因而 z(st) 二 z(ts)， 由 于 工 ( 多 中国 数 分 离 避 中 的 点 ;所 以 对 
tsEG, ts=st; 妈 TG 是 交换 群 . 证 毕 . 

定理 8 Li 有 单位 元 的 充分 必要 条 件 是 僻 是 离散 的 , 

证 ”充分 性 ”如果 对 是 离散 的 ， 即 人 的 拓扑 是 离散 拓扑 这 
时 , G 的 Haar 测度 也 即 在 每 个 单 点 集 上 取 值 为 1 的 测度 ( 单 点 集 
是 开 集 又 是 紧 集 ，& 的 值 在 (0, 十 9) 中 ,不 妨 设 为 1)， 站 的 单 
位 元 上 取 慎 1 ,在 其 余 点 上 取 值 为 0 的 孙 数 记 为 6， 财 朴 瑟 (on)， 
18] 二 1，ILiG) 中 国 数 也 即 在 好 的 至 和 多 可 列 个 点 上 取 值 址 为 0 而 
且 之 ， zt | 之 十 0 的 函数 ,而 且 


Jz[=| llan(t)= Slat)1, 
二 
对 xEL'CG), 


(era)C2)= |a (See) dn (s) 一 xb， 


(er 人 一 | (s)r{s tadnte) =rtt), 
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所 以 是 LCD 中 单位 元 . 

必要 性 设 工 (D 有 单位 元 x ;对 于 。 的 分 成 7( 设 是 GQ 中 
紧 集 ), 下 面 用 皮 还 法 证 明 inf {pCV)17 是 。 的 锅 城 ，P 为 紧 集 } 是 
正 数 ， 如 果 下 确 界 为 0， 由 积分 的 全 连续 性 定理 ,对 。>0, 有 e 的 
邻 域 P 使 使 | |z1zk<e， 取 。 的 邻 域 历 使 得 夯 二 画 -钱包 
V, 并 令 y 是 下 的 特征 罗 数 ， 这 梯 ， 

Hsp) (2) | lec y (et) ldap<e (EW), 
这 与 zy 一 y 相 巴 盾 , 所 以 
inf {4(V)17 是 。 的 今 域 卫 紧 } 一 a>0. 

由 此 ,了 到。 的 邻 域 U 使 是 紧 集 且 40)<24 时 , 困 只 能 是 半点 集 


{e}。 由 {8} 是 开 集 ,因而 的 单 点 集 都 是 于 集 ， 所 以 是 离 歼 的 ， 
证 毕 ， 


§ 4.4 对称 Banach 代数 


本 节 讨 论 更 为 特殊 的 一 类 Banach 代数 ,， 即 有 对 合 的 Banach 
代数 及 对 称 Banach 代数 。 前面 毛 举 的 一 些 Banach 代数 中 , 大 都 
可 以 规定 对 合 使 之 成 为 对 称 Banach 代数 。 对 于 这 类 代数 ， 正 活 
随 是 主要 的 工具 , 这 节 中 讨论 了 正 蕉 图 与 表示 的 关系 ,并 讨论 了 不 
可 分 解 的 正 证 函 与 野 娩 表示 的 其 夭 。 


4.4.1 对 人 台 

定义 ” 设 瑟 是 代 孝 ， 如 果 肌 射 *: 五 一 下， zz->z 具有 下 列 
性 质 : 

《iD 《gz 一 2 

《ii (x = 
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ili) Ax) * -= Ar*; 

(Civ) (Cry) * gr, 
如 称 * 是 吾 中 的 对 合 ， 如 果 在 代数 下 中 舌 定 了 对 合 *, 就 称 瑟 是 带 
对 合 的 代数 ， 

引 理 1 设 召 是 有 单位 元 e 的 代数 ，* 是 五 中 的 对 合 ， 则 
e*—= 8. 

证 由 e*=e*e 及 对 合 的 性 技 (), (iV), 即 得 

e=(e*}*—(e*e)*—e*(e*)*—e*e—e*, 

证 毕 . 

篆 ” 设 吾 是 有 单位 元 的 代数 , * 是 灵 中 的 对 合 , 如果 x 是 情 中 
正则 元 , 则 x* 也 是 吾 中 正则 元 . 

证 ”因为 了 是 如 中 正则 元 ， 故 有 抵 吕 瑟 中 一 弛 一 e， 由 对 合 
的 性 质 {iv)? 及 引 理 1 ,可 知 

B 一 和 一 〔23) —y*r*— (yr)* = 2*y*, 

所 以 zx* 是 正则 元 县 (2*)7 一 (人 9， 证 毕 ， 

引 理 2 设 瑟 是 没有 单位 元 的 代数 , * 是 吾 中 的 对 全 ,在 吾 加 
人 形式 单位 元 所 成 的 代数 ER 中 , 令 (4,2)* 一 (xz*), 则 * 是 召 : 中 
的 对 合 ， 叉 如 果 五 是 没有 单位 元 的 Banach 代数，* 是 召 中 对 合 ， 
则 在 五 加 入 形式 单位 元 后 的 代数 Ri 中 ,再 令 上 (4,2 上 二 141 二 1x1， 
五 ; 是 有 对 合 的 Banach 代数 . 

证 ”由 作 法 直接 验证 即 知 ， 证 毕 . 

定理 1 设 召 是 有 单 估 元 e 的 交换 复 Banach 代数 , * 是 吾 中 
的 对 合 , 则 下 列 命题 等 价 

(i) 五 的 每 个 极 大 理想 于 都 对 于 对 合 * 封 站， 即 xG 形 尘 x* 
EM. 

Ci) fz’) 一 大 了 (EA, rER). 

(iii》 ee 十 x*x 是 正 旭 7E (2ER)， 
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证 中 地 (i 设 下 ,了 的 志 空 间 必 是 五 的 极 大 理想 ， 对 
rR i FY) 汶 A4, 则 fhe 一 2 二 4 一 fF)=0, 套 Ae 一 xEH, 由 假 
设 (Me 一 2)* 志 村 有 即 Ne 一 xz*EE, 故 了 ze*) 一 了 Xe) 二 多. 

《证 二 [iii) 对 于 三 .4 因 

fletrta)=f(e) tf f=1+ 1 1, 
因而 fe 十 x*w) 才 0, 得 geystz 二 {fte+x*z) | 了 EE 站 . 所 以 0 不 是 
e 十 28 的 谱 点 , 即 0 是 正则 点 ,e 十 ax 是 正则 元 ， 

《ii 和 一 人。 用 芭 证 法 ， 设 好 是 召 的 极 大 理想 ，zE 开 但 术 握 
型 ， 辟 以 型 为 零 宣 间 的 故 - 克 使 了 拉 一 0 而 了 xz 天 00， 不妨 设 上 
《2 一 记 # 二 2 十 wy 于 是 六 二 所 孝 e 十 #7 一 e 十 六 ,而 fe 十 六 
怨 一 了 (el 十 [==0， 因 而 0Eoerytyr eg 不 是 正则 的 ， 耶 
上 盾 ， 这 就 证 明了 豆 的 每 个 极 天 理想 都 关于 对 合 封 曾 ， 证 毕 . 

定理 2 设 召 是 有 单位 元 e 的 交换 上 复 Banach 代数 , * 是 吾 中 
的 对 合 , 且 对 任何 吃 召 ，e 十 23 都 是 五 中 正则 元 ， 则 也 的 Fene- 
中 aaz 表示 二 的 人 象 在 CC 和) 中 稠密 . 

证 至 的 Tene 中 az 表示 { 起 8->0(.W) 的 代数 同 坊 , 由 定理 1 
的 (ii 大 2 是 太 *z 的 共 印 通 数 ,又 内 六 e 是 什 等 于 1 的 炒 数 , 三 (8) 
显然 分 次 .而 的 点 ,由 Stone-Weierstrass 定理 , 站 (BB} 在 CH) 中 得 
密 . 证 毕 . 

5 引 理 3 设 瑟 是 有 单位 元 。 的 复 Banach 代数 ,* 是 吾 中 的 对 
合 , 则 对 xzEER, 2 与 嘻 的 谱 半 径 相 等 . 

证 设 xER, Po 则 4e 一 z 是 正则 元 ,由 引 理 1 的 系 。(he - 
28)* 是 正则 元 , 改 4he 一 正则 ,XPsx， 由 此 对 xER，Ps( 二 人 1 窟 
Px}) Cpz#， 辣 样 对 于 x** 有 Pzx 忆 Pzrs 所 以 pzx 二 Bz。 由 此 ,x* 与 
2 的 谱 六 径 相 等 证 毕 . 

定义 ” 设 刻 是 有 单位 元 的 复 Banach 代数 (单位 元 e 的 范 数 
为 1)* 且 * 是 召 中 的 对 合 ， 如 果 上 z*1 = 上 lz ， 则 称 瑟 是 对 称 
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Banach 人 代数， 如 果 玉 是 对 称 Banach 代数 ,日 对 于 任何 zER,e 十 
z*z 是 如 中 正则 元 , 则 称 忌 是 帘 全 对 称 Banach 代数 . 

上 面 对 于 有 单位 元 e( 且 164 一 1 的 复 Banach 代数 引进 了 对 
称 和 完全 对 称 的 概念 ， 当 五 征 有 单位 元 时 ， 可 以 利用 加 入 形式 单 
位 元 后 的 Banach 代数 是 对 称 或 完全 对 称 的 来 定义 ， 乌 下 面 所 衣 
的 对 称 或 完全 对 称 的 Banach 代数 这 些 概念 ， 都 包含 了 有 单位 元 
的 要 求 。 在 有 的 书 上 ， 把 上 面 的 对 称 Banach 代数 称 为 有 对 合 的 
Banach 代数 ， 而 把 上 面 的 完全 对 称 的 Banach 代数 称 为 对 称 Ba- 
nach 代数 . 

定理 3 设 召 是 交换 的 完全 对 称 的 Banach 代数 ， 甩 对 于 任 
何 xSR, [zl 等 于 * 的 谱 半 径 , 则 吾 的 Tenbhaaa 表示 六 保持 范 数 ， 
县 对 于 zB 了 Two* 是 Tz 的 共 罗 函数 . 

证 由 定理 1 ,f(x*) 二 了 (xz) (fEN, IER), 当 了 交换 上 时, 对 zE 
R, oo= {f(z) TEN, 由 于 (六 sr)f 门 = (Fz) (站), 所 以 z+ 是 站 # 的 
共 图 数 ,而 且 1Tz1=r (2) = 二 1z1, (xER), 即 六 是 保 范 的 . 证 毕 . 

又 设 召 是 交换 的 完全 对 称 的 Banach 代数 , 且 1z| 一 rz) (x 
ER), 则 的 Temp 中 az 表示 妨 是 了 >O.5) 的 满 射 ， 

证 由 定理 2 ,六 (下 在 CU) 中 稠密 , 系 因 六 是 保 范 的 ， 页 王 
的 值 域 等 于 C(.#7， 证 毕 . 

例 1 设 吕 是 紧 Hausdorff 空间 ，Cft5) 是 吕 上 复 值 连续 国 
数 全 性 所 成 的 Banach 代数 ,对 于 xzEOCQ)， 令 z+* 基 哨 数 

ot)=mt) (EQ), 

则 它 E22) 是 以 * 为 对 合 的 Banach 代数 ， 

例 2 在 Wiener 代数 到 中 ,对 于 zxE, 以 x 区 YCE[0, 2r]) 
作为 2*, 则 * 是 瑟 中 的 对 合 . 

例 3 ”在 Banach 代数 ,xf( 复 平面 的 单位 闭 团 上 连续 ,单位 开 
圆 内 解析 的 沙 数 全 体 ) 中 ,以 x (二 四 CECIE| 志 1) 作 为 xE.x 的 对 
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合 , 则 这 是 xt 中 的 对 会， 

例 4 在 ZCR) 中 ， 以 x() 为 z*,* 是 个 对 全 又 部 果 以 
z( 一 问 作 为 z*, 也 是 LC(R) 中 的 对 合 . 

例 5 设 瑟 是 党 Hilbert 空间 , (BCH->H8)，1 :中 是 Banach 
代数 ,4 一 > 4*( 和 4 的 共 轿 算 子 ) 是 8 (五 > 互 ) 的 对 合 . 

在 上 面 的 各 例 中 的 对 合 都 使 1z*| = 和 zx1， 直 楼 验证 可 知 ， 例 
1 的 CCQ) 及 例 2 的 全 在 对 合 下 是 完全 对 称 的 ， 俩 ? 的 .A 是 对 称 
的 Banach 代数 ,但 由 .的 线性 可 莱 泛 前 的 形成 及 定理 1 ， 央 为 条 
件 (iD 并 不 成 立 , 所 以 .不 是 完全 对 称 的 ， 例 4 的 上 ( 民 ) 没 有 单位 
元 ,在 加 和 人 形式 单位 元 后 的 Banach 代数 了 (及 ) 中 ， 所 给 的 两 个 对 
合 都 使 上 (R) 是 对 称 Banach 基数 ,而 由 五 (及 ) 上 非 鹤 线性 可 屁 证 
戎 的 一 般 形式 是 Fourier 变 软 , 由 定理 1 的 条 件 (ii)， 在 第 一 个 对 
合 s*(E) 一 x(1) 下 不 是 完全 对 称 的 ;但 在 对 合 x*(1) 二 z《( 一 起 下 
是 完全 对 称 的 ， 例 5 的 召 ( 吾 -> 吾 ) 是 完全 对 称 的 . 


本 


#4.4.2 正 泾 函 与 囊 示 


定 设 吾 是 对 称 Banach 代数 ,了 ER', 那么 

0) 如 果 六 zz) 一 (zfzE 开 )， 则 称 了 是 Hermite 泛 函 ; 

《ii 记 果 基于 204zE 如 )， 刚 称 了 是 正法 函 . 

引 理 1 设 召 是 对 称 Banach 代数 , feEBR', 于 么 

(i) 了 是 Hermite 泛 函 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 吾 中 使 得 
.2 一 的 元 x 了 (x)ER. 

《ii 如 果子 是 正 证 国 , 则 了 是 Hermnite 泛 的 . 

证 (i 的 必要 性 显然 ， 所 以 只 要 证 充分 性 ， 对 zER， 记 


1 1 
2 = ), To Ft"), 易 风 21 二 一 二 一 二 


za 页 2 一 (2 十 io 一 2 一 it 由 假设 ，Fz 和 一 FrzD 一 2Ffzs) 
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二 了 (x) 十 if (za) 二 了 (2), 所 以 是 Hermite 省 国 . 

(证 ) 设 了 是正 泛 阅 ;由 (只 要 证 明 如 果 zER,x*=z 且 4x) 过 1 
时 ,了 了 (x)ER， 这 时 , 令 
于 式 中 的 系数 是 函数 1 二 在 上 0 处 的 震级 数 屡 江 式 的 系数 , 由 
于 1zj<1, 上 面 级 数 的 8 项 的 部 分 和 zz 构成 CBR, 上 上) 中 基本 点 列 ， 
因而 级 数 收 敏 十 元 #9， 由 于 好 一 zw, 所 以 六 一 护 并 由 级 数 的 乘法 
可 知 玉 =e 一 x 由 了 是 正 泛 范 ， 了 0 二 了 的 实 0， 所 以 f(z)E 
及 ,从 调子 是 了 ertmite 泛 充 ， 证 毕 , 

引 理 2 设 召 是 对 称 Banach 代数 , 了 是 号 上 正 泛 函 , 则 

1 (zy frr fy) x, ER). (1) 

证 对 于 zyEB; 记 了 (9* 让 为 [zy 拉 ; 易 见 [";,*] 满足 内 积 的 
条 件 (但 由 [x，zj]==0 不 能 推 昌 4 二 站， 由 Schwarz 不 等 式 即 得 
《1)， 证 毕 . 

定理 1 设 了 是 对 称 Banach 代数 召 上 的 正 认 国 , 出 fER* 且 
上 一 了 Ce) 

证 由 引 理 信 的 证 明 , 当 zeER 合 xz* 一 z, 1z|<<l1 时 ，f(e 一 z) 
宇 0, 故 (2) 志 f (8) ,同样 (一 2) 志 fle), 因 而 | 一 了 f(z) | 所 fle). 又 
如 果 ER, 1y1<1, Ry iy* ly 且 (基准 “一 gg 因而 
fy)<f(e)， 由 引 理 2 ,有 

上 (的 = | (er | ?Cf Ce fF OD fe)’, 

困 此 , 当 gEB, 9 过 1 时, OD [所 fe),; 所 以 fER* 有 HFSf (Ce), 
又 显然 | 宇 (8), 因 此 1fi 二 f(e》。 十 毕 . 

定 党 ” 设 吾 是 对 称 Banach 代数 ， 如 果 五 是 复 Hilbert 空 
间 , 古 :站 一 旦 ( 瑟 一 吾 ) 是 保 圭 对 他 的 代数 同志 卫 史 (ee) 一 天 刚 称 呈 是 
及 在 吾 上 的 表示 .又 如 果 &EE 豆 使 (号 (zE1zEB 在 五 中 稠密 ,就 


y=8 
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奈 二 让 志 示 外 的 循环 向 县 , 有 循环 向 量 的 表示 称 为 循环 表示 . 如 果 
厅 的 际 子 们 癌 了 合力 Co HoC Ho(zER)， 就 称 吾 * 是 表示 中 的 不 
变 了 了 空间， 只 生殖 及 {0) 为 不 变 子 空间 的 表示 称 为 弃 约 表示 ， 

如 果 吧 是 对 称 Banach 代数 忆 在 复 Hilbert 空间 玖 上 的 表示 ， 
易 兄 对 于 EE 百 ， 令 fr) = (@ (所 5) (zwER)， 则 了 是 妨 上 的 正 
泛 函 . 

定理 2 ” 设 忆 是 对 称 Banach 代数 , f 是 琅 上 的 正 泛 函 , 则 有 
Hilbert 室 问 豆 及 五 在 召 上 的 循环 表示 外 使 得 

f(z) = (BE,E) (rER), (2) 


其 中 皇 是 表示 多 的 循环 疝 量 . 

证 了 是 雯 荆 国 的 情况 是 平凡 的 ,所 以 只 要 对 于 0 的 情况 
来 证 ， 不 妨 设 jf1=1, 下 醒 其 体 作出 满 是 定理 要 求 的 表示 . 

对 于 ,YER, 记 [z, 的 一 了 的， 除了 [zz 一 0 不 能 够 保证 
zf 一 0 之 外 ,[… ] 计 足 内 积 的 其 它 条 件 ， 记 Bo 二 {x|rER,[zx, x] 二 
0}， 由 Schwarz 不 等 式 , 当 zERBo 时 ,对 托 玉 上 Liz， 打 | 下 < 大 [zz，zj 
[有 好 一 0, 所 所 部 一 {zl[z 昌 一 0 对 yEBR 成 立 }. 

易 见 是 召 的 线性 子 空间 , 又 当 xzE 员 no，3yE 足 时， 由 了 (0827 
yz) 二 一 [zg*gz] 一 0 所 以 zzERo 因而 Ro 是 是 的 左 

作 商 空间 其 一 下/RRo, 况 中 元 zx 十 部 以 吝 表 示 , 杀 一 攻 等 价 于 zx 一 
yERo、， 对 于 总 中 元 名 入 令 信 ,办 二 [x, 妆 ].《*"，"》 的 意义 是 确定 
的 ,并 且 (-，) 是 真 的 内 秋 . | 

对 于 zER, 作 4.: 冲 -> 并 :二 > zx; 由 于 Bo 是 书 的 左 理想 ， 当 


让 一 名 时 ,xz 一 9E 忆 ， 页 Z2— YE Ro. 钱 2 2 所 以 4 的 定义 是 确 
定 的 ， 显然 4. 是 豆 -> 吕 的 线性 算 子 . 
现 证 4; 是 R= 有 的 线性 有 界 算 子 ; 由 于 了 是 正 诈 国 ， 对 于 企 
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a 


一 辕 定 的 xER, 易 风 981- 一 > 了 (xr*y2) 是 有 上 的 正 花 转 , 由 定理 1， 
hgl 王 gCe), 由 毗 


j 4 = zz] 一 了 (erz*zz) — gztz) <<g(e) |z*2l 
一 (zxz) 1zsz] < lzh? zh?, 
和 [431 和 扩 以 4. 是 肌 一 总 的 有 界 算 子 , 旦 | 41 二 1 31 在 
上 面 式 子 中 , 如 的 花 数 及 总 中 的 范 数 都 用 1 来 表示 的 。 

记 内 积 空 间 主 的 完备 化 为 是 ,由 于 4.EB (EE-= 角 ,因而 4, 可 
唯一 地 延寿 成 百 -> 妃 的 线性 有 界 算 子 ， 记 作为 罗 ( 办 ， 于 是 对 zE 
R, 作 出 了 外 (2) EB 一 入 ,而 罗 是 五 B( 如 一 厅 ) 的 映射 . 

由 4 的 作法 , 易 见 zx-> 4 是 >B(E-> 有 的 代数 同 态 ,4。 
是 总 > 证 的 恒 等 算 子 , 及 对 于 ,9 zBR， 

(43, = (7,8) =f 9° 48) =f (2) + 7) = (的 2*9) 

= {B, ds 的) ， 
由 于 色 在 吾 中 称 密 而 中 (2) 是 4 的 连续 延 拓 , 因此 ;RR->8( 有 一 
到 ) 是 代数 同 态 ,中 (e) =1 且 (z+) 二 中 (2)*(zER), 所 以 四 是 忆 在 
互 上 的 内 东 . 

记 8 为 各 由 于 四 (2)5=#(zER)， 因 而 {DD (2)&1zE 有 二 折 ,从 

而 四 是 循环 表示 , 上 是 轨 的 循环 向 量 ， 对 zEB， 

(DAE =A, = (5, 8) =f(2), 
放 (2) 式 成 立 ， 综 上 所 述 ,所 作 的 互 及 忆 在 瑟 上 的 表示 中 满足 定理 
的 全 部 要 求 ， 证 毕 . 

定义 设 呈 是 对 称 anach 代 数 ， 邓 ji， 四 ?分 别 是 吾 在 复 HiL- 
bert 空间 玉 ,, 至。 上 的 表示 ,如果 有 互 |~> 吾 。 的 丁 算 子 刀 使 得 对 任 
何 rER， 

Dr) 一 到- DD, 
则 称 表 示 四 1 与 四 是 本 等 价 . 
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定理 3 设 鼠 是 对 称 Banach 代 数 ,多 |, 中 分别 是 且 在 Hilpe- 
仁 空 间 五 :下 上 的 循环 表示 面 上 分 别 是 表示 争 / 包 ;的 循环 向 
量 , 如 果 ( 富 06 一 《四 区 2 和) (5EBR), 则 表示 画 : 与 史 是 
本 等 价 的 . 

证 员 假 运 , 对 于 x,yER， 

(BPTIEL DUPE = CD IRIE 6) = (Da (Ir) 2, £1) 

= (BAT) Es Dell) E2), 
因而 对 任何 xER, B51=1Bx)#21，| 疝 当下 使 得 多， 
《ZE 一定 人 (的 二 时 ,因为 耳 (2 一 和 二 90, 所 以 罗 2(2 一 2 二 0 有 即 
PDT) Es D2 és. 

对 于 玉 ! 中 形 为 号 (FEtrE 如 的 元 , 令 ViD (ZS D(z》 
sa 由 上 所 述 , FY 的 意义 是 确定 的 、P 了 是 {D7)51]zEB} 到 {D(z)》 
£4]zER} 上 的 线性 保 范 算 子 ， 由 假设 ,és 分别 是 号 1, 耳 ; 的 循环 
向量 , 因而 下 的 定 交 域 和 值 域 分 别 在 吾 ,, 地 ;中 稠密 ， 所 以 可 以 
瞧 一 地 延 证 成 五 :一 瑟 :的 酉 算 子 忌 . 

由 作法 ,对 2,yER, UD (D5 二 VD DE = Dr Em= PD, 
(PA EFIUDL NW 

UPATIP DE = LEATIVD DE (x, ER), 
由 此 ,对 25B,UPA(T) 与 多 2OD 在 {加 1( 纺 51yER} 上 取 值 相同 ， 
义 轩 为 这 是 五, 中 称 密 集 ,所 以 UDI) 一 BTU (rE , 即 
PBT PAT (rER), 

因而 多 : 与 字 : 是 西 锻 价 的 ， 证 毕 , 


4.4.3 不 可 分 解 的 正 泛 户 与 朗 约 表示 

引 理 1 幸 下 是 对 称 Banach 代数 , 吊 吓 及 在 Hilbert 空间 殖 
上 的 表示 , 则 有 是 婚约 表示 的 充分 必要 条 件 是 ; 与 每 个 生 (z)CzE 
到 都 可 安 换 的 全 EB{( 百 -> 五 ) 必 是 恒 径 算 子 的 常数 倍 ， 
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证 充分 性 ”和 如果 娟 。 是 菇 的 亲子 空间 且 (x)HoC Ho(xe 
如, 记 Ho 上 的 投影 算 子 为 P, 所 以 POD(Y)P=@B(x)P(2ER)， 
此 了 D(x*)P 二 PB (Ce*)， 而 由 P 字 (P= 中 (x*)P, 六 即 有 

POE(s*) 一 四 (ze)P (ER), 
因此 对 任何 xE8, 卫 与 D(z) 可 交换 ， 由 假设 了 了 是 了 的 悄 数 ,因而 
卫 是 了 或 0 , 即 互 o= 五 或 {9， 革 以 中 是 既 约 表示 

必要 性 几 反 证 法 : 若 有 了 E( 吾 一 已 ) 使 得 了 有 (7)? 一 印 ( 人 2 和 


(zcB) 且 9 则 到 一 二 (2 十 信 ，9a 一 起 亿 一 ?9 中 总 有 


一 个 不 是 了 的 常数 倍 ， 不 妨 设 了 荆 隆 47， 由 于 各 仍 后 了 ,BD(2) 二 
DCT)IT (TER) HH 2 一 个， 由 自 走 统 算 子 的 庶 分 解 定理 ， 在 2 的 
谱系 中 必 有 不 短 于 0 政工 的 投影 算 子 已 ， 有 旦 PB(7)=D(z)P. P 
的 值 域 Hs 不 等 于 {0 .五 ,但 中 (x) 吾 GC 己 吾 ,这 与 四 是 既 约 表示 相 
矛盾 , 这 就 说 明了 必要 性 成 立 ， 证 毕 . 

在 引 理 的 江 明 中 用 了 自 共 罗 算 子 的 庶 分 解 定理 ， 丰 下面 一 节 
中 将 给 出 庶 分 解 定 理 的 一 个 证 明 . 

未 设 记 是 对 称 Banach 代数 ,号 是 吓 在 是 上 的 既 约 表示 ,1 
#2EH, 和 如果 (PCEIEL ED) = (PF)E 2) (ERB) ,有 AEC, 14| = 
1 使 与 一 和， 

证 不 妨 设 £1 六 0 关 纪 .由 于 四 是 既 约 表示 ,如 中 非 零 元 都 是 
更 的 循 坏 向 量 , 由 4. 4.2 的 定理 3， 有 五 -> 五 的 西 筑 子 己 使 画 (z) 
=U PUR HVES £31l1, 因 VGC) = DT UER), 
志 是 工 的 常数 倍 ， 由 己 是 丁 算 子 ， 这 数 的 横 长 为 1 可 见 有 4EC， 
141 = 使 志 一 4 证 毕 . 

定义 设立 是 对 称 Banach 代数 ,f,g 是 召 上 的 正 证 范 , 如 果 
有 4>0 使 得 好 一 9 是 五 上 正 泛 函 , 则 称 9 被 了 所 控制 ， 如 果 f 是 
五 上 正 泛 蝴 , 且 被 了 所 控制 的 正 证 国 必 是 了 的 非 员 倍数 ， 则 称 了 是 
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玉 上 不 可 分 解 的 正 泛 函 ， 
定理 2 设 己 是 对 称 Banach 代数 ,了 是 下 上 正 泛 函 , 媚 及 中 
分 别 是 按 4 4.2 定理 2 所 作 的 Hilbert 空间 及 五 在 百 上 的 表示 ， 
是 使 1(z) 一 (四 ()&,6) (xs 天 的 钙 的 循环 向 量 . 如 果 9 是 被 了 控 
制 的 正 泛 函 , 则 有 五 -~> 殖 的 正 算 子 区 使 得 
gr) = (PD) EE (2ER), 
且 
有 下定 ( 拉 一 宙 ( 鸭 于 (ER). 
证 仍 不 妨 设 | 月 1 二 即 为 到 见 4 和.2 定 理 3， 
由 9 被 了 所 控制 , 故 有 4>>0 使 4f 一 g 是 正 证 函 , 不 妨 设 4=1 
(否则 对 于 元 9 来 证 明 ). 因为 f-9 是 正 泛 函 , 故 
gr) (ER, (3) 
由 于 ?基站 上 正和 还 冰 , 由 Schwarz 不 等 式 , 有 
17 (892 lg gr) Sf yD rr) (eyER), (4) 
因而 当 xERo(== {zwSER, 了 te*z) 一 0)) 或 yE Ro 有时, gt8*2) 二 0 
邻 pi 和 二 gy*z) (2,YER=R/Ro)，9 的 定义 是 确定 的 ， 
所 作 的 是 内 积 空间 鱼 上 的 一 个 半 线 性 泛 函 , 比 因 为 (3), (4), 有 
[otz, 扩 [三 1311 狂 ,ww 是 有 界 的 ， 由 9 是正 泛 芋 , 人 友之 0 
q 可 以 延 拓 成 了 上 的 有 界 的 一 个 半 线 性 泛 函 ， 从 而 有 
BCH 一 二 ) 中 的 正 算 子 到 使 得 
PE,F) 一 (22 9) (人 ER), 
对 于 2, 9,ZER, 
(PE (2)8,D = (7 Zr,F) =—p(rr,D =g(y"*2), 
(PE,D (2 8) = (TE, 548) = P(E, ZY) = 9 ("47), 
由 此 ，( 利 (zy7, 的 一 (GCCz)3 的 -因为 下 在 吾 中 筒 密 ,所 以 
TBs)=BIT (2ER), 
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gz) gle*r) = P(E, 6)= (TE, 6)— (TDI),6) (ER), 

所 作 的 下 符合 定理 的 要 求 . 证 毕 . 

定理 3 设 请 习 对 称 Banach 代数 ,ff 是 下 上 正 泛 哺 ， 又 邹 ， 
是 忌 在 Hilbert 空 闻 肆 上 的 循环 表示 ，5; 是 多 1 的 循环 向量 , HH 
J07) 一 (BA(z)5 上 4) (zxERY， 则 了 是 不 可 分 解 的 充 分 必要 条 件 
是 :中 是 既 约 走 示 . 

证 只 要 对 f 关 0 的 情况 来 证 , 

充分 性 ” 设 多 ;是 既 约 表示 , 由 4. 4.2 定理 3， 对 于 按 4.4.2 
定理 2 所 作 的 五 及 呈 及 二 急 与 外; 西 等 价 ,但 与 既 约 表 东 西 等 价 
的 表示 , 易 见 是 解约 的 , 所 以 多 是 既 约 的 ， 由 定理 2, 如 果 9 是 被 f 
控制 的 正 泛 函 ， 则 有 BB(H 王 和 ) 的 正 算 季 7， TB(7)= 吕 (TT 
(zER), yz) 一 (TB (x) E85) (rER)， 由 引 理 1,T 是 了 的 倍数 ,由 
于 是 正 算 子 , 帮 了 = 二 A7C4 兰 0) ,所 以 

9(2)= APIE, = ABE EE = Ar) (rED, 
可 见 9= 704 六 六， 即 了 是 不 可 分 解 的 . 

必要 性 ” 表 反 证 法 ， 设 中: 不 是 既 约 表示 , 于是 有 辟 , 的 亲子 
空间 有 oCHo 到 0} ,可 o 关 月 小 使 B1(x)HoCIh, 记 Ho 上 的 投影 算 
子 为 P,PAK0, PTT PBX)—DrT)P (ER, 令 

y(t) PDT ED) (reB), 


于 是 ， 
gerr) = (PP rra) by, £0) -= (PD ES, PilT)E) 
一 | PKz)E (rER, 
甫 getw) iB (2z)61 7 二 了 x*x) (zc 天 这样， 9 是 被 了 控制 
的 正 泛 国 ;所 以 有 韭 负 实数 和 使 9== 4 即 得 
PBIE = VAIDE) (xER), 
由 于 {多 12)51 |zER} 在 二! 中 称 密 ,所 以 对 27) 中 任何 元 所 
1 PE = ~ A 
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但 央 P 冯 0,P 关 1 不 会 有 一 个 4 使 得 这 式 成 立 ， 这 就 得 出 了 韦 盾 ， 
证 毕 , 


$4.5 0C* 代 数 


本 节 讨 论 的 0* 代数 是 更 为 特殊 的 一 种 Banach 代数 , 它 是 完 
全 对 称 的 Banach 代数 ， 渤 明了 交换 0* 代数 的 表示 定理 ,讨论 了 
正常 元 的 函数 演算 , 正 泛 函 以 及 态 与 纯 访 等 概念 ; 结 术 与 可 滋 性 的 
关系 ， 并 证 明了 没有 交换 条 件 的 表示 定理 .作为 一 个 应 用 还 给 出 
了 有 界 自 共 蜀 算 子 谱 分 解 定理 的 证 明 . 


4.5.1 C 〇 * 代数 的 基本 性 后 
定义 ” 设 瑟 是 Banach 代数 ,* 是 五 中 的 邓 合 , 且 
fx 让 一 1z| (xeER), 

则 称 忌 是 性 * 代 歼 . 

在 0* 民 数 主 中 ;如 果 元 * 使 z*=zx, 就 称 * 是 自 伴 元 部 黑 
元 xz 使 x*x 一 zx*， 就 称 4? 是 正常 元 又 如 果 有 ER 是 有 单位 元 6 的 
O* 代数 ,中 中 元 了 使 z*x= 二 x7* 二 8 时 ,就 称 工 是 西元， 

引 理 1 设 B 是 0C* 代 获 , 则 [zs 一 [zl xSER), 又 如 果 下 有 
单位 元 e, 则 | e| = 1 

证 对 zxE 台 ,由 于 jzszi see rizl, 帮 1xl* 寺 hx*1 1, 因而 
xz 和 sz?1， 同 杰 ,1z 汪 ze 一 | 所 以 zx 让 一 和 受 涯 吾 
有 单位 元 时 ,1el = 二 le*el 一 1el*, 所 以 1efl 一 1， 证 毕 , 

定理 I 设 * 是 Cr 代数 忆 中 的 正常 元 ,; 则 limXlz"] =1zl. 

证 由 于 J (z*a) 对 = 上 (2*2)* (rt) 1 一 1x*zx1*, 又 

br*a) = 一式 
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中 用 到 了 z 是 下 党 元 的 条 件 )， 所 全 人 2 二 站 汪 一 xh。 

当 开 是 正常 元 时 ,六 仍 是 正当 元 ,所 以 有 二 一 和 和 一 和 2 一 
般 地 二 如 [ xz" i | 公 | 机 ( 一 1 3， 人 

击 于 limWiz 存在 及 等 于 in 下 又 当 盖 2， 下 一 1 2， 
上 时， 可 = zj 由 此 即 知 HimX zc 一 证 毕 . 

系 ”如 果 Y 是 2 代数 互 中 正常 元 ， 则 1z 了 = 和 zl (一 1，2， 
3,.). 

定理 2 设 员 是 有 单位 元 e 的 复 CO* 代数 ,x 是 中 中 自 伴 元 , 旭 
OC 迟 民 . 

证 设 3E 丽 ,xz*=2 先 证 明 1Ecs， 用 反 证 范 ， 如 果 i 是 z 的 
庶 点 , 则 (人 -17 是 wie 十 zx 的 谦 点 ,所 以 

nd 1 lniet+rl (n=1,2,3,..), 


只 而 
Cranie+rl:= |(—nigei+2 (nietz)|= |1ne+z’] 
Ene), 
即 23 二 112 (4 二 1,2,…), 蔬 盾 . 


如 果 AEcs 和 A=atbi (a,bER, bx0), 于 是 元 (z 一 ae) 是 


中 自 伴 元 ， 且 i 让 是 二 (x 一 6) 的 谱 点 ,与 上 面 所 证 的 巴 质 ， 因 此 


不 RR, 凤 9:CRR， 证 毕 , 

定理 3 提 B 是 有 单位 元 的 复 0* 代数 ，Ro 是 五 的 0 子 代 
数 ( 即 Bs 是 呈 的 Banach 子 代数 且 当 2zERo 财 2*ERo), 自 eSB 
WF zeE Roy oe Ro) = oR). 

证 如 果 gERo 且 六 = 包 出 于 Ro 本身 也 是 个 0* 代数 ,由 定 
理 2,0y(RoO)CR， 由 4.1.3 定理 1 的 系 , oy(fo0) 一 oyCR). 

现 设 xERo, 因为 osCB0) Dox(R)， 因 而 只 要 证 明 当 AE p(B) 
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时 ,AEPpsCRo); 即 当 Ae-x 在 昆 中 可 道上 时 , (Ae-2) "EB 就 可 以 了 ， 
设 4e-z 是 再 中 正则 元 , 记 z 一 4e-zy 因 丙 太 是 闻 中 正则 元 ,从 而 
z*z, 22* 痢 是 让 则 元 。 因 为 2*2,2z* 是 自 伴 元 ,由 上 所 证 ,sr*z) ， 
《355x] ERo, 二 由 (2*2) 12tz 二 zz* (zz2*) 1 一 Be 有 即 2 在 部 中 有 在 
遵 元 及 右 道 元 六 所 以 < 在 馈 中 是 正则 的 因而 2 ERo， 所 以 
gs(Ro) 一 vs(R)。 证 圭 ， 

在 前 面 举 过 的 例子 中 , 当 恕 是 里 Hansdorff 空间 时 , OC(D) 以 
2 英作 为 2* 时 ,是 个 有 单位 元 的 交换 的 复 C* 代数 . 

六 如 果 吾 是 复 Hilbert 空间 ,在 B( 囊 如 中 用 人 *(T 的 共 野 
算 子 ) 作 为 下 的 对 合 时 , 吾 ( 豆 一 吾 ) 是 有 单位 元 的 复 0* 代数 , 当 羡 
的 维 数 大 于 1 时, B( 玉 玉 耳 ) 不 是 交换 的 ， 

上 面 所 举 的 例子 是 有 单位 元 的 复 (代数 ,i 亩 且 莽 不 多 是 有 单 
位 元 的 复 0* 代数 的 全 部 例子 了 ，4.5 中 的 两 条 定理 (Tenp 中 aH1I- 
HaiiMapx 定理 ) 说 明了 这 一 事实 . 

2) 以 及 对 于 实 Hilbert 空 间 五 的 吾 ( 五 -> 五 是 实 Ce 代 
数 的 例子 ， 这 两 个 实 0* 代数 都 有 单位 元 ， 而 当 98, 是 局 部 紧 的 
flausdorff 空间 {但 设 名 ,不 是 蚂 的 ) 时 ， 久 1 可 以 作 单 点 紧 化 扩张 
为 紧 ausdorff 空间 ， 或 者 在 紧 Hausdorff 空间 介 中 ， 取 一 个 
点 二 而 且 {fo: 不 是 日 中 开 集 ,这 时 ,全 \{ 如 } 在 人 2 的 诱导 拓扑 下 是 
局 部 紧 但 不 颇 的 空间 .0(9) 中 在 大 处 为 0 的 清 数 全 体 记 为 
O(N ti0}), (或 者 记 CC90) 为 在 “无 益 远 点 "处 为 0 的 人 名， 上 复 仿 
连续 函数 全 体 )， 这 冬 的 空间 是 没有 单位 元 的 交换 复习 代数 ， 又 
五 ( 刀 一 五 ) 中 的 紧 算 子 ( 即 金 连续 算 子 ) 全 体 是 没有 单位 元 的 复 Cs* 
代数 的 例 (H 是 无 限 维 的 复 HiIbert 空间 ), 

下 面具 讨论 有 单位 元 的 复 C* 代数 ， 即 “CQ* 代数 "就 是 指 * 有 有 
单位 元 6 的 复 C* 代数 ”. 

定义 设 孔 ,Ri 是 0* 代数 ,号 :> 
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() 和 如果 于 是 品 一 避 的 代数 间 坟 ,上 且 四 保持 对 合 , 即 儿 (z 当 一 
(DCD)* 人 2EP 并 有 人 P(e) 一 e( 式 电 琴 个。 分 别 是 BR 及 Bs 的 
单位 元 ?, 则 称 中 是 BL 习 Rs 的 *- 辐 恋 . 

(i 如果 中 是 BR.> 遍 的 *- 辣 态 , 而 且 ( 史 六 ) 一 RE, NPC(2)1=1z1 
CxERD), 则 称 中 是 Ri 一 BR 的 完全 同 构 . 

完 爹 同 构 的 两 个 C* 代数 可 以 认为 实质 上 是 相同 的 . 

定理 4(Terp 中 atx-IHagwapf) 设 亚 是 交 换 的 C* 代数 , 则 五 
的 Ten 中 an 表示 工 是 了 一 C( 们 的 完全 同 构 . 

证 呈 是 交换 的 C* 我 数 ， 由 定理 2 ， 当 zxER， 六 一 时， 
oyC 民 ,所 以 对 于 Ef, fzIER, 和 由 4.4.2 引 理 1, 是 Hermite 
斌 冰 ,由 4.4,1 定 地 1, 吾 是 完全 对 称 的 .又 因 玉 是 交换 的 , 所 以 如 
中 元 都 是 正常 元 , 由 定理 1 ,zj 一 1imM ie =7(z) (z&R)， 由 
4.2.3 定理 2,17zh= rcz) 二 上 zj Cx&ER)， 即 站 是 保 范 的 ， 而 由 
4, 4.1 的 定理 3 及 系 ; 凤 和 矿 是 BR->0C0) 的 完全 间 构 ， 还 毕 . 

由 定理 4， 可知 交 换 的 有 单位 元 的 复 0* 代数 实质 上 只 有 一 
种 : 紧 Hausdorff 空间 上 的 复 值 连续 浮 数 全 体 , 

系 设 站 是 Ce 代数 ,zE 日 z 是 正常 元 , 那 未 ， 

{i 如果 gs 己 民 , 则 zx 是 自 伴 元 ; 

Qi) 如 果 oCIC= 信 14EC, [141 二 4}), 则 2 是 西元 . 

证 由 十 x 是 正常 元 ,由 te, ty2 洁 张 成 的 呈 的 Banach 子 代 
数 记 为 Bo, 易 见 Bo 是 


| GrrTtr*t | 各 是 自然 数 ， GE 人 
Ei=0 


的 闲 包 , Bs 是 五 的 0C* 子 慌 数 且 BR 是 交换 的 ， 由 定理 3， 作为 色 
中 的 元 来 看 ,auf 所 及 或 oCRo) CI 依然 成 立 . 
记 上 的 非 堆 线性 可 清江 了 明 爹 体 为 No， Rs 的 Tenr6 中 ata 表 
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和 示 为 丰 则 本 是 Ro 一 CCW0) 的 完全 同 构 . 

当 osCR 时 ,7x* 二 1 了, 出 荆 是 保 范 的 ， 鼓 一 对 一 ， 因 而 
z* 二 x; 即 z 是 自 伴 元 . 

当 gsCI 时 , 站 (x*z) 与 六 (zw*) 都 是 .有 W 上 人 恒 等 于 1 的 嫩 数 ， 
所 这 (zx 中 一 (fr) 一 ey 从 而 zx: 二 x*tr--e， 有 % 是 靖 元. 
35l 理 2 设 人 名 ， 人 2; 是 两 个 上 紧 Hausdorff 空间 , “丰台 一 人 
的 司 耳 , 则 CCQD 一 O092) 的 映射 szF>x#o87!， 是 完全 同 构 . 

证 ”直接 验证 即 得 ， 证 毕 . 

由 3 引 理 2， 从 两 个 紧 Hausdorff 空 疝 之 问 的 间 腹 = 可 以 作出 
CN)>0C(Q» 的 完全 同 构 ， 记 C2)->C(09) 的 映射 zh>so 
为 号,. 

定理 5 设 丸 是 交换 C* 代数 ,zoER， 如 果 {e,xo，# 引 张 成 的 
Banach 子 代 数 等 于 BR, 则 卫 与 C(ozo) 完 金 同 构 . 

证 ”由 定理 4 如 的 Tezrpdaar 表示 入 是 BR->C(A 拉 的 完 全 同 
构 ， 而 妾 大 E.g 使 六 (co 一 六 (zo 有 时 ， 由 于 (x06) 二 了 (25)， 
所 以 放 =f， 从 而 如 大 goo 了 (xo) 是 司 胚 由 此 人 钙 : 是 
CD)->0(gw0) 的 完 爹 同 构 ， 因 而 中 个 是 忆 到 Cos,) 的 完全 同 

系 ”在 定理 5 中 所 作 的 完全 辐 构 中 。 六 下 ，2 的 象 是 wx 上 
的 恒 等 国 数 以 即 对 于 4Eoss es( 人 一 旋 ， 

证 直接 计算 (号, 站 (x0) 四 于 上 是. 稼 -> 的 辣 肽 ， 对 于 
MoEoww 有 EA 使 Jotzo) 二 Ao， 而 E(tfo) 一 Ao 6 (4d0) = fo 
(Be) C0) = 四 To) = (Ts) o5 所 以 

COT 0) oT DCAD) = Tro) (ET A) = Ta) (Fo) = btfo) 

= folz0) = dt, 
即 对 芷 何 4oEozo ( 盏 7 站 (zj 这 是 Ce 中 元 , 即 是 在 cx 上 的 
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连续 彰 数 ) 在 4 上 的 值 即 为 ln 故 ( 多 ce 卫 ) txo) 和 计 gs,， 上 的 恒 等 铺 
数 ， 证 毕 . 1 | 

下 面 以 上 表示 恒生 前 数 , 即 后 二 一 上 :4F> 4 在 具 休 情况 下 ， 
只 把 。 的 定义 域 限于 C 的 某 一 子 集 上 . 

定理 6 设 品 ,2s* 是 紧 Hausqorff 空间 ,于是 OC( 人 一 0(02) 
的 完全 问 构 , 则 有 只 > 号 : 前 癌 胚 使 旬 (Z 一 wo (FE0(01)， 

证 对 于 碟 介 ,, 记 于,={z|xECC0O1) ,z(t) =0}， 同 样 对 于 
sEDy 记 We 二 {| EC yt) =0}.， 由 于 人 号 是 代数 同 态 , 且 镍 
是 观 租 ， 祭 维 数 为 1 的 线性 了 空间 的 象 是 余 维 数 为 1 的 线性 子 空 
间 , 者 想 的 象 仍 为 理想 ,和 而 极 大 理想 的 象 仍 为 楼 大 理想 ,因而 瑟 (M ,} 
是 005 的 极 类 理 臣 ;从 而 有 sE 吕 使 盏 (0) 三 克 。 这 样 ,对 于 
21 中 元 二 以 四 CD) 二 入 所 得 的 日; 中 元 $s 记 为 5&1) ,就 作 古 了 
如 , 王 引 2 的 映射 s。， 固 为 对 任何 一 个 昌 ; 中 gs， 罗 "1CN) 是 OCG) 
中 极 大 理 租 ,有 好 有 使 名 CN,) = 有 可 见 是 到 .上 的 ,显然 5 是 
各->492 的 双 射 . 

”由 于 CC2,) 中 单位 元 。e 的 象 史 (e) 是 CCBs) 中 单位 元 e, 对 于 
OCC) 中 的 x 及 侣 ;中 的 记 针 (5)=9 (办) 二 5; 并 记 z( 介 为 儿 
由 于 x 一 AsEWH,， 由 芋 的 作法 , 儿 (x 一 Ae)EN,， 所 以 一 AeEN,, 
#8) 一 二 0, 凯 y(s) 二 4, 由 此 

t= PT EAD) (EOD 和 由 
也 有 即 (E71(5)) = (PP(z)) (8)) (EC(QD) ,8sS9)， 所 以 
DrY=7rotl. 

下面 证 明寺 是 间 县 . 设 吾 是 口中 采集 ， 记 4=6 "(BB)， 要 
证 妇 是 台中 闭 集 。 对 ioEA, 于 是 s0 一 Et EB, 故 有 3ECIOa 
使 gs 一 1 在 召 上 济 0 记 z= 丁 -1 殷 ， 则 2 一 久 so 二 1 同 
样 z 在 4 上 为 0 由 xzECKBD， 昂 见 tof 本 因而 A 是 闭 集 .由 此 
6 是 连续 的 , 因而 是 只 49。 的 同 腑 ， 诉 毕 . 
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4.5.2 正常 元 的 次 数 演 算 

定理 1 设 品 是 C 代数 ，xo 是 吾 中 的 正章 元 ， 则 有 唯一 的 
Ceczn) 一 五 的 保持 范 数 的 *- 间 态 请 足 (D1 二 > ef it 20， 共 
中 1 是 在 oz。 上 人 恒 竺 于 1 的 阔 数 , :是 恒 竺 函数， 

证 记 {feyzoszt} 张 成 的 Banach 子 代数 为 Bo Bo 本 身 是 个 0* 
代数 ”由 4.5.1 定理 5 及 系 ; 以 io 记 Ro 上 的 非 零 线性 可 药 活 了 区 
金 体 ,三 为 Eo 的 FemE 中 aa 表示 ,E> :> (2 :出 守信 
是 Bo 习 Clozo) 的 完全 同 构 ,因而 (Pe 了 1! 二 荆 1 他 站 是 Caz0) -> 
Ro 的 完全 同 构 ， 它 把 1 映射 为 ee, 把 二 映射 为 yzo 作 为 如 (ceo) 一 吾 
的 上 映射, 六 * 凶 :是 避 范 的 *- 同 态 且 满足 人 ，(iib， 这 就 说 明了 定 
理 所 妆 求 的 上 映射 的 存在 性 . 

如 果 中 是 Cox 一 吾 的 保持 范 数 的 *- 同 态 且 四 (人 一 外 
P= A= {pl yeEOG), DEP) = CDN (0 则 4 是 
Clqzo) 的 关于 对 合 封 闭 的 闭 子 代数 且 1，stE4， 由 此 可 知 4= 
Coxn)， 因 而 定 埋 所 要 求 的 映射 是 唯一 的 ， 证 毕 ， 

妆 吾 中 代数 ,zo 是 情 中 正常 元 时 ,pCECCozo)) 在 定理 1 的 
映射 下 的 象 记 为 9(zo), 因 而 ,9 (zo) 可 以 看 成 是 二 元 映射 ,一 个 变 
元 是 证 中 的 正常 元 wo 男 一 个 变 元 是 在 oo。 上 的 复 值 连续 国 数 六 ， 
当 国定 mo 时 ,史上 -> 9 (zo) 称 为 元 ze 的 一 种 函数 演算 . 

系 . 设 已 是 代数 ,出 … 

( 访 当 zo 是 电 中 正常 元 时 , {x0) | PECCo,,} 等 于 {e, T0253} 
蒜 成 的 Banach 子 代数 ， 

(ii) 当 ww 是 五 中 正 带 元 ,PEDCo50) 村 ,O50 二 (O06) 

证 由 于 > p(xo) 是 Clow) 一 > Bo( 一 {8, xo,23} 张 成 的 
Banach 子 代数 ) 的 完全 间 构 , 即 估 i) (二 ) 上 成立， 证 毕 . 

定理 2 设 是 代数， 芷 五 中 正当 元 ，YECIooJ，NEC 
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(PLE), PPIEY = BP EY, 

证 记 y 二 g(x), 由 定理 1 的 又,oy 一 PCos), 均 当 JECOCY (ox)) 
时 , 即 #ECtoc ,所 以 ly) 有 意义 .到 oPECCG2), ep) 也 
是 有 意 艾 的 ， 

任意 取 定 PpECtow), 记 PT) 为 护 考 碟 

{BBEOtP (OD), Pp Cz) = $Y, 

记 这 集 为 4， 易 见 工 在 p(caJ=aw 上 恒 铭 于 1 的 函数 ) 及， 使 得 
1 多 = 工 式 中 右面 的 1 是 在 os 上 恒 等 于 1 的 天 数 )5o9=”， 因 而 
1 CA 及 和 由 Bop= (op) (i = BoP pp 
CPi) oP = (BP) Paop) P,P PECCPLo)) ,中 的 * 表 
示 共 挛 荫 数 , 节 ,Vs 则 表示 哺 数 的 逐 点 相 冬 )， 二 而 4 是 Clp(os)) 
中 基于 对 合 封 闭 的 子 代数 , 又 当 一 区 (在 CCp(oz)) 中 收效 ;了 肥 在 
和 (ca 上 一 臻 收 误 ?时 ， 风 so 旬 一 人 so 在 wx 上 上 一致 收 敦 ), 并 因 固 定 
元 时 , 图 数 注 算是 保 范 的 ,所 以 4 是 (eteca)， 有 人 中 闵 集 ， 由 
Stone- Weierstrass 定理 ，4=Cfp(o-))， 所 以 对 于 PEC(ac) 及 
PEOCPO)), CP PF) = (Pr. HE 盾 , 


4.5.3 谱 分 解 定理 


这 一 小 节 中 设 互 是 复 Hilbert 空间 , 妃 ( 互 一 五) 是 (六 代数 . 

引 理 1 设 忆 是 瑟 ( 瑟 一 区 的 *- 子 代数 ( 即 关于 对 合 封 闭 的 
子 找 数 ) 且 7ER, 则 如 0" 是 瑟 ( 互 一 吾 ) 的 * - 子 代 数 。 又 如 果 忆 是 
交换 的 , 则 到 27) 是 交换 的 . 

证 记 刀 一 WY， 显然 部 是 吾 ( 五 一 五 ) 的 线性 子 空 癌 . 当 
SR 时; 有 五 中 网 他 小 使 了 一 人 CO) 从 而 Tt 二 > 人 TT*CWOTY, 
因为 TsER, 故 了 *ER， 所 以 到 关于 对 合 封 闭 , 又 由 3,4. 5 引 理 3， 
周 定 TEB( 如 二 有 时 ,Sx> ST 肪 一 > TS8 是 全 OT 连续 的 ， 四 
而 当 SER,TERi 有 时 ,有 甩 中 交 和 这 使 T.->T 了 (WOT), 所 以 二 T-> 
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STCOWOT), 出 5T,ER, 即 得 STER,， 再 一 次 用 这 方法 即 知 当 态 ， 
TER 时 , STEBR ,因而 Ri 是 *- 子 代数 . 

又 如 果 B 是 交换 的 ,由 于 固定 TEB(CH->H) 时 , S 1 一 > T8 -ST 
是 全 OT 连续 的 ， 因 而 对 于 TER, {S|SEB(H->H), TS8_—ST=0} 
是 包含 旦 的 印 0T 了 闭 集 ， 所 以 它 包 含有 由 此 当 TEBR, 时 ， 
{S18EB(H>H), TS 一 ST=0} 是 包含 的 WOT 闭 代 ， 它 仍 包 
含 有， 这 就 说 明 对 于 态 ， 夏 ER,， 信 SS 一 ST 一 0， 即 Bi 是 交 换 的 . 
证 毕 . 

定义 ”BCH>H) 的 包 信 I 的 WOT 闭 的 *- 子 代数 称 为 
(BC 一 如) 中 和 的 )Yon Neumann 代数 , 

由 于 全 27 比 范 数 丘 扑 1 上 弱 ， 所 以 Yon Neumann 代数 是 
cr* 代数 ， | 

引 理 2 设 TEB(HH)， 则 了 是正 算 子 { 即 对 #5EBH, (TE&， 
引 实 0) 的 完 分 必要 条 件 是 :T= 一 T* 有 vz CC[0, oo)， 

证 充分 性 记 (= 仁之 及, 故 pEC(or)， 记 卫 == 
Pp) ,由 于 二 5s， 所 以 了 = 4(T) = 人 T, 又 是 自 共 轿 的 ， 所 以 
对 SEH, (TE,£)= (TEE, 8) = 1T,é 2©0. 

必要 性 设 了 是 正 算 子 ， 在 复 Hilbert 空间 中 , 如果 算 子 使 
(TE,5)ER(EEH), 人 T 是 自 共 轿 的 ， 因 此 ,由 or 忆 R, 只 要 证 明 负 数 
都 是 了 的 正则 点 。， 设 0, 下 面 证 明 守 +47 是 正则 算 子 : 

对 EEH, ‘(T+ADE, SD = CT5,6) +A(E, 8) AE, 4) i 以 
+ A7DE| 守 Al#E|， 由 此 易 见于 十 47 是 一 对 一 的 ， 申 于 了 十 AI 
是 自 共 思 算 子 ，(T 二 4B 的 正 交 补 是 工 二 47 的 零 空间 ， 因 而 
( 呈 一 4D HH 的 正 诡 补 是 伯 }, 即 了 了 十 杂 的 箱 域 在 互 中 稠密 ， 再 因为 
(417) 7， 是 有 办 的 ， 所 以 了 十 47 的 值 城 欠 于 五, 而 (TT 十 4D -TE 
瑟 ( 吾 > 后 )， 愉 而 了 二 4 是 正则 的 ,一 4EPpr。 从 而 orC[0,cc). 


338 第 四 童 ” ”Banach 代数 


定理 1 设 E 是 B{H> 日 ) 的 交换 Yon Neumann 代数 ， 划 
R 上 非 零 线性 可 筠 泛 函 全体 - 秦 ( 用 弱 * 拓扑 ) 是 极度 不 连通 的 . 

证 环 的 Tenbgasn 表示 人 是 呈 CC 和 的 完 金 同 构 ， 对 于 
TER, 记 荆 (PT) 为 全， 由 于 全 的 值 域 每 于 or; 由 4.5.1 定理 4 的 系 
趟 及 引 王 2， 可 知 吾 中 利 共 箔 算 子 全 体 在 忆 下 的 象 就 是 口 ()， 
而 电 中 上 正 算 子 的 象 是 0.CU) 中 韭 负 沟 数 . 

在 CD) 中 ,以 委 作 为 半 序 ,对 于 pp，%EC( RD)，9< 魏 约 是 指 
更 (及 所 贡 (站 eA. 

设 {,} 蚌 一 族 C (中 范 数 有 界 的 函 教 .对 于 足 标 集 的 有 
限 子 集 下, 记 gr 二 maxtpa), 而 以 所 作为 足 标 集 的 有 限 子 集 之 间 
的 序 , {gr} 是 CC2) 中 的 网 , 而 且 {9r 是 单调 上 升 的 . 记 关 (or) 
为 了 pr, 妤 多 一 pr 二 是 {r 是 吾 中 更 数 有 办 的 ,由 自 共 示 算 子 记 
成 的 网 , 日 !7r} 是 单调 上 升 的 . 

由 3.4.5 定 理 7, {全 yp} 研 OT 收 训 于 了 因为 如 是 他 07 闭 前 ， 
所 以 了 TER, 县 了 Ts 近 人 PT 是 满 是 全 写 Ty 的 最 小 算 子 .所 以 个 是 比 
每 个 py 大 的 最 小 函数 ,由 此 个 =sup {go) 

因为 C.(.h) 中 范 数 有 界 的 函数 浇 都 有 上 和 确 界 ， 由 3.4.4 定 理 
6, A 是 报 度 不 连通 的 。 证 举 ， 

定义 设 P(D GER) 是 B08 一 了 的 投影 算 子 ;各 果 

(1) PAOPC)=PO) (ts); 

《i 了 () 夺 连续 (WOT 连续 )3 

GD 当 8> 寺 oo 了 PO->ICOROT)Y, 当 t > co P(t) ->0 
(WOT)，。 则 称 PC) 是 BCB-> 卫 ) 中 的 谱系 如果 有 4，5ER 使 
Po =0, PP(8) 一 了 则 称 PC 是 有 办 谱系 . 

定理 2 有 和 界 自 共 轿 算 子 的 谱 分 解 定理 ) 设 下 EB( 瑟 一 已) 是 
自 共 罗 算 子 , 则 有 B( 吾 > 日) 中 详 系 PC) 使 得 ; 


8 4.5 0* 代 数 4 的 
人 当 t>max(AlAeon) 时 PDL 
当 t<miniAlAtor} PH) = 
(ii) T= | tdp(t). 
( 记 中 积分 的 意义 是 : 积分 在 [e， 旭 上 取 ，r<imnin1alaEer} 


656 之 max{414Eozr}) ,而且 对 任何 2 守 0, 有 >0, 使 得 当 
Gob 


使 “四 ax (ts 一 ty) <6 时 ,| DdsiP (ts) 一 Pt )—T| < 
ml KE-l 


(ss 是 [tt ti 中 数 ) 

证 山 了 及 了 张 成 的 BCH> 互 ) 的 子 代数 再 取 琴 O2 闭 包 , 记 
询 及 电 岂 瑟 是 个 诡 换 的 Von Neumann 代数 月 人 TER. 

BB 的 Tens 中 ana 表示 三 是 BC 人 (的 完全 同 枸 ， 记 六 (四 
为 中 ,小 是 .而 上 的 连续 实 值 函数 , 且 全 的 值 域 为 or. 

对 于 #ER, 记 408) 二 全 |e 全 ( 朱 之 让 ， 因 为 个 连续, 4 人 
是 .在 中 闲人 此 ， 记 4(8) 的 开 楼 即 4 的 内 点 金 体 为 B(t), 由 于 -下 是 
极度 不 连 遂 的 , B (1) 是 . 痢 中 虹 开 又 闭 的 集 . 

B( 台 的 特征 函数 是 .KW 上 连续 函数 , 六 -1(Ysto) 是 如 四 元 , 记 为 
P(t)， 这 样 ,对 每 个 iE 民 ,作出 了 吾 中 算 子 PCG). 
”因为 Xoww 是 特征 函数 ,XEw) 二 Xpcw; 直 此 ,从 古 是 完全 同 构 ， 
P(t) 是 军 和 的 ,P(E) 是 自 共 思 的 ,所 以 卫 ( 引 是 扣 影 算 子 ， 当 刀 志 
?时 ,CC 所 以 吾 ( 人 GD) 蕊 五 (ta)， 因 而 

NEVIABUD) NOL 

即 得 PCED P(to) 二 Prt). 

由 于 人 当 的 值 域 为 or, 当 tf 汪 max{41 闪 gy} 时 , 40) == 收 ， 内 
丽 B== 碎 ， 而 Xatw 二 1， 所 以 PC) 二 1 类似 地 当 t<min{4l 
Eo} 肝 , 4(8) 二 久 YB() 一 名 ,Xs 愉 为 0,P(E) 是 零 算 子 . 
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下 面 证 明 PL) 是 右 WOT 连续 的 ， 设 ioER, 当 tf 一 to+08， 

{PC 和 )} 是 范 数 有 界 的 单调 下 降 的 网 ,所 以 PJ>P(WOT)， 而 且 这 
时 是 SO7 的 极限 、P 仍 是 个 投影 算 于 且 PER， 所 以 了 是 个 特征 


聊 数 ，P<P( 信 =Xso (1>to), 并 县 户 是 使 这 不 等 式 成 立 的 最 
大 国 数 , 邯 站 =inf{fXhacolt>to， 设 疡 是 吾 的 特征 函数 ， 吾 是 . 克 
中 的 既 开 又 朵 的 集 , 四 此 , 互 是 
NB i> to) 

移 最 大 的 既 开 及 闭 的 子 集 .由 AG) 二 站 {A 和 DD) 上 守 1o}, B(i0) 是 
贡 {E0) 的 最 大 升 于 集 , 即 知 B(f0) 是 站 {8tt) |1 访 宙 } 的 最 大 开 子 集 ， 
所 以 如 = BO ,好 P=Plto)， 因而 POD 一 PGD) COHNODD (i> 
to -0 有 时) 和 央 PL) 是 右 连 续 的 ， 

最 后 证 明 (i 六 式 成 立 ， 对 e 守 0, 就 令 = e， 人 尾 取 一 个 分 点 组 
bof ts (fo<minft4laErr}， fnaxX{A|AEge})， 和 使 得 
maxtts—ts- 1) 达 2 宜人 竹 取 Eft te, 记 


六 一 全， 二 Plip}— Plty.))s 
pen 


易 见 站 (8) =S= Dé Xacovaus.0" 因为 BC 一 .ABD = 
此 二 1 


由 BBC) 的 作 社 , 可知 访 一 全 在 ,在 的 每 个 点 的 值 谋 ( 一 ,8) 中 , 由 兹 
15 一 全 i-<e, 由 六 的 保 范 性 ,15 一 T|= 失 一 宇 | 过 se。 所 以 积分 (i) 
成 立 , 因 而 所 作 的 PC) 请 足 一 切 要 求 。 证 毕 . 

定理 2 中 所 作 的 PC) 称 为 自 共 弛 算 子 了 了 的 谱系 . 

系 设 TEBCH>H),T 一 T+, P(:) 是 了 的 谱系 , 那 末 ， 

QD 如 果 TT.EB (HD TPT=TT,, 则 TPP) =P() TR 
(ERY); 

人 DtoER, 则 toEps 的 充分 必要 条 件 是 : 在 to 的 某 一 邻 域 中 
Pi) 是 常 算 子 ， 
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证 个 易 见 {S|1SEBCH-> 有 ,ST 一 TT,5S 二 0} 是 钱 OF 闭 的 ， 
由 作法 可 知 这 集 包 含 了 BR 得 P(ER GER)， 所 以 PC) 了 T= 
TP() {ERY. 

{ 诊 必 要 性 ”如果 #6Epr; 由 于 pr 是 开 集 ， 所 以 有 ze 半 0， 使 
《有 一 et 二 BeCpry 对 于 二 ,tsE(to 一 2,0 十 8) 因为 全 的 什 域 等 
于 or 所 忆 A408) 二 AC)， 直 而 BCt1) = 二 BC)， 并 由 此 P(81) = 
P02) ;如 在 Co 一 ey to 十 2) 中 ,PC-) 是 常 算 子 . 

克 分 性 ”用 反 证 法 ,如 果 如 是 下 的 谱 点 ,于 是 有 fE. 克 使 全 (用 ) 
二 6 当 机 之 二 之 本 了 时 ,f 是 有 (的 内 点 而 且 fEA4080), 所 以 BC#s) 
夺 B(E) ,并 由 此 Pl(#2) 夺 P(#)。 证 毕 , 

定理 3 设 TEB(H >H) 有 HL T=T*, gq<min{i| 作 or) Bb 


max{4124eor]j, 则 使 二 |+2PCt) 的 [a,5] 上 谱系 P(-) 是 唯一 的 ， 


证 如 果 QC") 是 谱系 ,9(®) =0,@(5) 一 T, 且 7 一 [ta@(s). 
由 于 积分 是 按 Riemann 党 义 的 和 式 并 按 算 子 范 数 收 敛 ， 易 知 
"一 |i"d@ (2), 对 于 多 项 式 pCp(t) 一 lart*), 有 


Diarr* = {pC 200). 
k=0 " 


对 于 前 面 所 作 的 P(.) 也 同样 如 此 ， 于 是 ,对 SE 五， 
jr)acgens, © =|p( dé, 名 是 多 项 式 )， 


式 中 的 积分 可 作为 Riemann-Stieltjes 积分 或 Lebesgue-stieltjes 
积分 理解 .对 于 任何 sE(a, 6， 可 取 一 列 实 系 数 多 项 式 {p1} 使 得 
在 [a4，5j 上 各 守 祷 Ps 富 且 481} 虚 点 收 钱 于 XIawmJ。 和 由 积分 的 
Levi 引 理 , 由 (ci) 5, 和 及 LPC)E, 熙 所 作出 的 Lebesgue-Stielt- 
jes 测度 在 La，sJj 上 的 测度 值 相 每. 而 这 两 个 都 是 右 连 续 的 函数 ， 
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所 以 
(Qe)E EE) = (PINEE) tectla,bl, EH), 
从 而 昌 (8) 二 Pls) {tsEFg, 5)， 即 马 与 8 是 问 一 个 谱系 ， 证 毕 . 
对 于 Bl 了 中西 算 子 , 也 可 证 明 类 似 的 庶 分 解 定 理 , 对 于 
正常 算 子 , 赂 为 麻烦 一 些 。 


-4.5.& 正 先 


定义 设 五 是 0* 代 数 ,xEB, 如 果 x=x* 且 oS[0, 十 09); 则 
称 > 是 总 中 的 正 元 ， 吾 中 正 元 全 体 记 为 站 

引 理 1 设 有 是 0* 代 数 , 如果 xzER， 则 有 唯一 的 ER* 使 得 
所 一 也 

证 记 g 为 函数 pg( 引 一 Vt, 易 见闻 一 5; 所 以 p(z)*== 愉 x) 
二 x, 而 Pp(z) 是 正常 元 且 ovewSS00, 十 50)， 所 以 ptz) 是 自任 元 并 
是 正 元 , 记 8 二 pt2), 则 8EBR' 且 六 = 

又 如 于 zEB81 目 . Za 二 了 zf 茵 网 3 一 435y 记 (ezy2ly 旨 成 的 Banach 
子 代 数 为 Reo，En 是 个 交换 的 C* 代 数 ， 的 Tenpgqaun 表示 了 是 
Ro->C (Ao) 的 完全 同 构 ，Ty, 了 2z 都 是 .Wo 上 非 负 值 的 隙 数 且 (了 让” 
二 Jr 一 (2) ?所 以 = 全 5 从 而 = 二 sz， 证 毕 . 

定义 ”对 于 请 中 正 元 x, 使 六 =z 的 ysR' 称 为 < 的 正平 方 根 ， 
记 为 zt 

引 理 2 设 吾 是 Cr 代数 ,zEF 且 x 一 x*; 则 xER' 的 充分 必要 
条 件 是 : 有 数 a>0 使 |ae 一 +i<<a. 

证 必要 性 设 xzER', 职 a 之 Hzl, 则 os 忆 [0,a], 因此 ge 一 x 
的 谱 在 [0, qj 中 .由 于 ge 一 z 是 自 伴 元 ,ae 一 2 的 范 数 等 于 谱 半 径 ， 
Plae—zl<a. 

充分 性 如果 有 数 4 汪 0 使 lae 一 x] 所 4， 因 为 ae 一 + 是 自 伴 
元 , 0ae-z 忆 [一 G49] 所 以 0: 福 [0,24],zER+. 证 些 ， 
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系 设 卫 是 C0* 代 数 ,x, 9ER', 则 z 十 ygEBR', 

证 由 于 xz, 都 是 自 伴 元 ,所 以 x 十 # 是 自 伴 元 . 

记 a=max (jzj,]yi)， 由 引 理 2,lae 一 *|<a, Jee 一 yg 才 a， 
所 以 ;J2we 一 (4 十 扫 ] 志 26, 由 引 理 2,x 十 # 是 正 元 ,证 毕 . 

定理 1 设 忆 是 Cr* 代 数 ,z 是 吾 中 自 伴 元 , 则 有 了 唯一 的 瑟 " 中 
一 对 元 护 2 使 得 z 一 # 一 4 且 yz 二 0. 

证 记 (=maxt0, 2), vet)=—minto, 1D(tER), 又 
记 二 P10) ,2 二 a(2), 由 于 1s ps 是 非 负 函 数 , yzER* ,又 因 PP， 
9 是 恒 等 于 8 的 国 数 , Pi 一 Pa 二 所 以 382 二 0 且 8 一 2 二 ww。 3,z 符 
合 要 求 ， 

| 

Ean tft 

同样 上 面 的 所 zz 使 二 《9 二 2z)*， 由 于 zz, 如 十 2 都 在 BR'! 中 , 且 
这 两 元 的 平方 相等 ,由 正 元 的 正平 方 根 瞧 --， 所 以 乡 上 z 一 扩 十 20 
于 是 结合 # 一 z 三 纺 一 5 即 知 Y 一 护 ， 2 三 思 ， 证 毕 ， 

当 z 是 如 中 自 伴 元 时 ， 定 理 1 中 的 二 个 正 元 yz 分 别称 为 x 
的 正 部 和 负 部 , 记 为 +* 及 x， 

引 理 3 设 R 是 0* 代 数 ，xER， 邵 果 os*s 己 (一 00，0]， 则 
和 一 
证 对 于 >xERarzy 显然 是 自 伴 元 。 
记 和 一 计 (z 二 4*),z4 一 讽 (9 一 2*), 于 是 
. 了 一 省 
直接 计算 可 知 , x*w xz* 一 2079 十 2) 

由 于 zzs 是 自 伴 元 ,x1,x3 也 是 自 伴 元 , 且 

or = {| ME 

所 以 xi 是 正 元 ， 同 样 x 是正 元 ， 由 引 理 2 的 系 ， 可 知 #1 十 x3E 
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吾 +， 即 z*z 十 zzxE 博 +， 由 根 设 rc-C( 一 2,0， 班 此 一 z*z 是 正 
元 ; 再 由 引 理 2, zz*ER+, 

由 4.1.1 的 定理 1, oorsU{O0+ 一 aoeyi{fOl ,而 CoxeCt 一 cc， 
0]; 0 zz*C[0,， 00) ,可见 arws 三 Gezr 一 10}， 从 而 1z*zl 关 0 所 以 
jj 一 0， 即 * 一 0， 证 毕 . 

定理 2 访 吾 是 2 代数 , 则 对 任何 zxER,z*2ER+. 

证 ， 用 反 证 著 ,如果 z*zER*， 则 xz*z 有 负 的 谱 点 ， 设 如 < 
且 toEosxre。 作 2 是 及 上 连续 乓 数 , 使 思 在 加 处 不 等 于 0 但 9 在 
[0, 十 ce) 上 为 0， 这样 的 实 值 连续 函数 显然 存在 ， 记 $= 1p" 

由 于 多 的 函数 值 都 在 (一品 ;0 中 ,z+2) 的 谱 在 (一 0; 们 中 . 
由 函数 演算 是 代数 同 态 ， 

Be = pr) Pr) Pr) rT). 
记 g=9(r*w)， 由 于 是 实 值 的 ,y= 二 J*， 因 为 办 (x*4) 一 gz 二 
(zx)* (2 所 。 由 引 理 3 28 一 0, 即 zz 2 一 0 所 风 37 和 (好 二 
0， 人 Cp) te*2w) 二 0， 由 于 tp 在 机 处 不 为 0， 并 国 (C9) (os#y) 一 
gee ts+z) 目 得 了 矛盾， 证 毕 ， 

系 1 设 下 是 Cy 代 数 ,对 zER,yER!, zr*yrERt+, 

证 zegz 一 or 和 "一 (的 co*( 闻 soE8+。 证 毕 . 

系 2 描 五 是 Cr 代数 , 出 

R={r*z|rER}= {2 |xER, t= = {2 | rER*}. 

引 理 4 设 五 是 0* 代 数 , 则 BR' 是 (8,1 上) 中 闲 集 , 

证 设 {fzej 是 玫 : 中 点 列 且 zz 人。 由 于 [za--2[ ->0, 所 
以 lz; 一 2 上 >0, 因 一 zy 期 知 2 一 区 

王 面 用 反 证 流 证 明 os 忆 [0, 十 C0)， 如 果 toE0z, 4 二 0, 记 # = 
suplzs[, 由 引 理 2,1ae 一 zwl 二 9; 且 按 1+ ,ae 一 zn->ae--x(n->00) 


所 以 lae 一 zg, 但 ae 一 + 有 详 点 4 一 >>&, 亨 盾 .因而 x 是正 元 . 
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即 BR* 是 (BR,| .1) 中 闭 集 ， 证 毕 . 

在 0? 代数 中 ,如 果 z, 9 起 自 伴 元 且 y 一 xER'， 就 记 为 2<<Y. 
三 是 五 的 自 伴 元 多 你 中 的 半 序 ， 而 8* ={z10<z)， 

定理 3 设 忆 是 C* 代 数 ， 如 果 zx，3ER 使 0<z< 扩 则 

yd, 

证 先 设 2,9 都 是 正则 元 (其 实 由 zy 当 z 是 正则 元 时 9 就 
一 定 是 正则 帮 站 ,这 时 ,2 9! 仍 在 站 中 

由 定理 2 的 系 因 zy yy 一 Dy ER', 即 fzy! <e 
这 说 明 yy 刁 的 谱 在 [0, 1 中 ,所 以 1 zy 1， 由 此 Hay 
<1， 由 4 和 1 1 的 定理 1， 因为 式 y1y4 的 谱 半 径 <<1, 所 以 六 
y 的 详 半 答 志 1， 但 这 个 元 是 在 R* 中 的 ,由 此 六 tzty 革 的 说 在 
[0, 世 中 ,于 是 

了 

再 从 定理 2 的 系 1， ie yteR', ten, si 
于 

在 上 面 证 明 中 的 o 二 3 二 称 ， 可 以 理解 为 ( 动 )# 及 (91 而 
Cy) 地 可 作 (H)"! 理解 ， 或 者 作 国 数 Ct) 一 本 或 VY 了 《和 > 
0) ,作为 (来 理解 也 可 ， 由 于 0Epy, WECCoy) ， 函 数 演算 可 以 
进行. 

现 对 一 般 傅 况 来 证 ， 令 p(t) 二 /二 +t(t>0,4=1,2,…)， 


于 是 gs (2) =(Te 12) 9 =(3e + 由 上 所 证 ， 
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Pn PIEPn Y=1 3"), 
叉 令 . 
p= (20), p20) =2s, pO) = 
因为 ps 王 P (在 [0,4] 上 一 收 牧 效 , 9 守 max 中 zx, 上 9) 因而 
| pr) — Et [0, TED PDI 0. 
内 于 gn C9) 一 Pntz)EBR ,并 按 [上] pn CD 一 PC) 一 (的 一 


9(z) (n>c0) ,由 引 理 4,9(9) 一 p(2) ER', 即 下 才 妨 ， 证 毕 . 

这 里 ,并 不 要 求 x,8 的 变换 性 。 当 ,8 可 交换 时 , 以 及 引 理 3 
与 定理 2 中 如 果 > 与 zx 交换 时 ， 只 要 对 由 {2,Y,e} 或 {x,z*,e} 张 
成 的 Banach 子 代数 局 这 个 交换 的 C* 代 数 中 ， 用 Tenb 中 aHx 表 
示 变 成 函数 , 而 正 元 即 为 相应 的 函数 ,是 非 负 的 。 这些 结论 就 立即 
可 以 得 到 了 . 


4.5.5 正 活 汞 , 六 与 名 态 

定义 ” 设 且 是 CO* 代 数 ， Ro 筷 R， 如 果 Pi 是 吾 的 线性 子 空间 ， 
eERo 下 Ro 甘于 对 含 封闭 , 则 称 Ro 是 五 的 自 伴 子 空间 在 自 伴 子 
空间 R 上 定义 的 线性 沪 函 了 ,大 果 使 

Tz)0 (G2ERN BH), 

fe) =1, 就 称 f 是 Bo。 上 的 态 (state). 上 的 坊 全 体 记 为 SF (Ro). 

下 面 总 设 局 是 C* 代 数 责 的 自 伴 子 空间 。 由 于 于 一 [zxz| 
zER}, 因此 吾 上 的 正 泛 国 与 前 面 的 作为 对 悉 Banach 代数 时 所 定 
义 的 正 喉 国 是 .- 致 的 . 

定理 1 设 Ro 是 0* 代 数 的 自 伴 子 空间 , Ja， 则 了 是 
上 正 泛 函 的 完 分 必要 条 件 是 : fERSY 且 几 | =f(e). 

证 必要 性 ”Rs 中 的 自 伴 元 * 可 以 写成 为 如 中 的 两 个 正 元 
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之 盖 :z= jzie (sle 一 z+)， 因 而 Ro。 上 的 正 泛 函 在 自 伴 元 上 的 取 
值 是 实数 . 又 因为 R 中 元 3 的 实 部 二 人 -9*) 与 旧部 六 (9 一 9 都 
在 Bs 中 ,所 以 了 具有 Hermite 性 , 即 
fr) =f0) GER). 
设 z 是 Ro 中 自 伴 元 且 1z1 扎 1， 由 于 et+zse 一 xERoNR*， 从 
而 fetr)20,f(e—2) 守 0 FIL |f (7) | (0). 
现 设 姑且 | 六 之 1 先 取 从 (于 二 {村 | 放 =1, 让 CD) 使 得 


村 =D 上 记 术 = 了 ec 一 于 (和 二 入， 于 是 


f 091) = 了 GO + = FDI + DD) 


= |f (1. 
由 于 如 是 后 中 自 伴 元 且 上 很 1, 由 上 所 证 | (|= 了 0) 守 f Ce), 
所 以 fERS 有 fi 志 f(e)， 双 显然 | 宇 f te), 从 而 1f 有 ==f (2). 
充分 性 设 feRn$s 且 |f1 一 f(e). 不 妨 设 11=f(e) 二 1 先 
用 反 证 法 证 了 在 Ro 的 自 伴 元 上 取 情 必 是 实数 ， 设 zz 是 记 中 自 伴 


元 ,f(z) =a 十 bi (a, 5ER,5 尖 ), 记 y= 六 ( 一 a6): 则 y 是 姑 中 


自 伴 元 且 了 ( 扩 =t, 对 于 自然 数 n,f(rnie 十 太一 (a 十 Di, 由 [fi= 
1; 所 以 ,# 十 1 所 [nie 十 站 ,因而 
x+ 1)*lnieiy):=1(—niet Ciet+ | 
=Hee -ln yb, 

所 以 24 十 1 达 191? 对 一 切 % 成 立 。 显然 , 这 不 可 能 ， 由 此 , 了 在 自 
伴 元 上 取 忆 为 实数 . 

现 设 zERoNR', 记 1z1 a; 干 是 ae 一 zs| 志 a, 所 以 |flae 一 为 | 
<gy 即 16 一 (2) | 过 a, 因为 fz) 是 实数 ,4 一 2) 二 g, 从 而 大 2 之 
0, 即 了 是 Ro 上 正 泛 函 。 证 毕 . 
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聂 F(R) 是 (CRE,o CR5, R00) 中 是 紧 集 . 

证 由 祖 (Ro) 的 定 交 即 知 十 辐 集 ， 由 于 多 (8 在 三 的 单位 
闲 球 中 ,所 以 只 要 证 明 (RO) 是 (Be 人 Ri RD) 中 闭 集 ， 由 

PR = ER, fle) =1i}N 
( 门 UHERY, f(a) 0} ) 
机 后 站 0 站 要 + 
所 以 F080D) 是 (R$，o (R$, Ro)) 中 一 族 闭 集 的 交 ， 因 此 (BW) 是 
(RI, ci Ro)) 中 闭 集 ， 证 毕 . 

定理 2 设 是 CO* 代 数 瑟 的 自 伴 子 空间 ,对 于 zoERo 及 jc 
or 有 ffEF(RO) 使 f(x0) = 

证 不 妨 设 zo 与 6 线性 无 其， 在 span{e，zoj 这 个 二 维 空间 
中 , 令 9(ae 上 Hao = 二 4 十 4ho, 这 个 9 是 spantle,*6} 上 的 线性 泛 函 ， 
且 因 为 村 于 这 个 二 维 空 间 中 的 元 9,82DEoy， 所 以 19CD| 志 上 yl. 
叉 因 gle) 二 1, 所 以 lg1=1=yle)。 由 Hahn-Banach 定 迎 ， 可 以 
把 9 延 拓 成 Bo 上 的 线性 江阴 且 保 持 范 数 不 变 ， 这 样 得 到 B# 中 的 
显然 是 PtRo) 中 元 且 了 (x0) = 一 6。 证 毕 . 

定义 ” 罗 人 9 的 端点 称 为 i 的 纯 态 (pure state), Ro 的 纯 志 
全 体 记 为 更 (8 

对 于 到 中 元 x 记 人 Ptr) 一 {Cv) EP(BROD)}, 叉 记 儿 , (mw) = 
{f tr) |fEB RD }. 

由 罗 CRO) 就 是 局 中 使 上 f==f (8) ==1 的 元 ; 因此, 当 Ri, Rs 是 
两 个 自 伴 子 空 刘 且 妈 忆 B 时 ,CR2) 中 无 限制 在 RL 上 时 是 学 (BR)) 
中 元 ; 又 人 RD) 中 元 可 以 延 拓 成 CR2) 中 元 , 所 以 对 于 xsER, {f: 
(C2) FES CRD) = fr) fe CRD)}, 因此 ,对 十 zsEBo, 集 {f (2) 1 
fe Rio = 二 {fr) TE 客 (上面 的 史 (@ 是 与 作为 哪个 自 
伴 子 空间 中 元 是 无 美的 。 而 狗 s (地 则 与 = 作为 哪个 空间 Bo 中 的 
区 有关， 


4.5 Or* 代 数 349 
引 理 1 设 号 基 CC* 代 数 ,zERR, 那 末 
全 如 果 z 是 互 中 相 常 元 ; 则 |z1=maxt{14||Ae (2)); 
《ii 纤 (x) 二 {0} 的 充分 必要 条 件 是 z=0; 
《iiiy 多 (9) CR 的 充分 必 韶 条件 是 +=z*; 
Qiy)》 久 (4)CC[0, co) 的 充分 必要 条 件 是 xER*. 
证 人 由 于 多 (=， 当 2 是 正常 元 时 , maxf141141E 宅 。 
(2)} 不 小 于 zw 的 谱 半 径 , 而 谱 灶 径 即 为 范 数 , max{|4| | 从 多 (2)} 
宇 ]zl; 反 过 来 由 态 的 范 数 为 1, 即 知 maxf 4 |4E (ryezl. 
《iib Qii) Giv) 中 的 充分 性 由 访 的 定 交 及 2 史 (的 意义 即 知 . 所 
以 只 要 分 别 证 明 必 要 性 , 
(ii)》 设 多 (2) ={0}, 记 z 的 实 部 及 虚 部 为 ri; 及 za， 于 是 经 . 
(Cz) 二 {0}, (x) 二 {0}。 困 (让 及 1， zs 是 自 伴 元 ,所 以 z 一 各 二 0， 
从 而 # 一 zi 十 fa 一 沾 
《ii 如 果 弛 (x) CR, 对 于 任何 志 f，f(z) 一 ftx*)， 因 此 有 
Ee) = {0}, 由 (ii),#—s*=0, A z=2*, 
(Civ) 如 果 儿 (xz)CE0, co0), 由 (Giz 二 xz*, 又 因 oCH(z), 所 
以 gx 筷 [0 00), 即 知 wxER*， 证 毕 . 
定理 3 设 硬是 0* 代 数 E 的 自 伴 子 空 间 ,zER, 那 来 
(i) 如 果 久 rs,(2)=0, 则 2 二 0 
(ii) 如 果 久 pL2YCR, 则 z=2*; 
(iii) 如 果 久 (3)CL0, co0), 则 下 
(iv)》 如 果 z 是 如 中 正常 元 ， 则 | =maxfjaf [和 Ep,(75)). 
证 0 GD 全 坟 的 证 明 是 相同 的 ， 记 召 为 {01， 及 或 [0, ce)， 
由 于 如 是 忆 的 凸 闭 于 集 , {fz)EB, ERY 是 ( 玖 , 0 (RS BR) 的 山 
闲 于 和 集 , 定 娃 中 (DD) ui) tii 的 条 件 即 为 在 及 是 这 三 个 集 时 , 号 (RD 
{fz2)EB,fERY}, 由 右边 是 丁 闭 集 ， 所 以 so 多 (Ro) CC{f|f 
(EB, JERI)}. 但 (RD) 是 CBG, oCRY, Ro)) 中 同 紧 集 , 绕 (Ro) 是 
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(RO) 的 器 点 生体， 由 开 peifia-Mantpa 定理 ，c¢0 久 (Ro 一 多 
CRO), 因而 这 集 包含 了 学 CRO ,由 此 ， 由 (0) G2 iii 的 条 件 可 分 别 
得 到 tz) 一 10}，5P(2)CCR 及 2(#)CL0, 2)， 由 引 理 1 分 别 得 
=0, +=x*, rER! 

(iy) 设 z 是 中 不 常 元 ;由 引 理 1, 有 E(B0) 梧 |fo(5)| = 
lzj， 到 本 本 使 术 x(z)=1zs1l 并 记 ¥ 二 和, 于 是 fo09) 二 191; 记 

， tf [|f ES Ro), FD = hyl} 

为 4, 易 见 44 是 (RY,o (CR5, 六 0 的 止 紧 集 空 Co) 的 面 ， 由 长 pega- 
MaapMaa 定理 ,4 有 端点 9,5 也 是 多 (中 的 端点 , 即 9EB Ro) 且 
8 及 二 有， 于 是 } 红 2 一 |zj， 证 毕 . 

下 面 讨 论 务 (BO 的 子 集 色 。 定理 4 的 各 点 中 的 条 件 都 在 一 定 
意 多 上 说 明 纪 ,是 有 相当 多 的 元 ,而 这 些 条 件 都 是 等 价 的 . 

定理 4 设 吕 是 咏 代 数 瑟 的 自 伴 子 空间 ，SnC 包 (9 ， 则 
下 列 命题 等 价 : 

(il FPP RD). 

Oi) co = RD). 

(iii》 当 w&Ro 使 得 对 任何 fE9P4 成 立 f(T) 尝 0 时， 必定 x 
R*, 

Civ》 对 中 正常 元 成立 上 Hz| 一 snp{ fC2)1 ffEE 

(VY) 对 记 中 自 伴 元 2 成立 lzs|==sup{ X01 |fE570). 

(i) 对 Bo 介 B* 中 元 成 立 1xE==sup{ [fz)||fES0}。 
(其 中 闽 包 是 指 在 o C8 Ro) 这 个 拓 盾 下 的 闭 包 .) 

证 的 二 (ii 由 co0 纺 (BR0) == 纱 (Ro) 有 即 得 . 

{地 Gi) 设 ( 让 成 并 ,到 zxEBo 使 (2) 汪 0CfE0). 由 此 ， 
seo {Eff TES (RD) f2) 这 0} 中 ， 内 于 这 是 (84,0 (Ri R60)) 的 由 
闭 集 ,所 以 它 包 含 co5m 一 2 (RD) ;有 即 7(7) CL0, coo), 从 而 xzSR*，, 

{让 二 (Civ) 人 仍 设 6i 成立 ,并 用 芭 证 法 证 明 ， 和 如 果 zoERoy ro 
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是 正常 元 但 [zol>supf[F(zo feEPo} (二 0), 由 于 {if (RD)， 
[fo 适时 是 (Bo Ro)) 中 册 闭 集 , 由 它 包 含 5996 及 (让 成 
立 ,所 以 这 集 包含 了 2 经 (Bo) ,从 而 zo 的 谱 半 径 要 所 ac。 了 矛盾 . 

《iv 二 (9i 是 显然 的 ， 

(YD) 一 Gi) 用 反 证 污 . 如 果 co5P?o 了 F(R)， 则 有 六 E 吧 . 
(CR), 但 foEco5Poy 因 而 有 (Rt， oR RO)# ie, 妈 Ro 中 元 m 
使 得 

Refolz) >Ref (zo (feEcogo), 


令 加 一 Rezo 一 地 (ze 十 z)， 由 于 正 泛 函 都 有 Hermite 性 ,所 以 


Refo(zo) =fo(g0) >f (yg0) = Ref (ro) (FfEcoo). 

再 令 aa 一 ]gole 上 go, 则 zoERoN BR, 月 folz0) >>f (0) (FEco2eo)， 
因为 co0576 是 紧 集 , {f(z0)}(fEco970) 的 最 大 值 可 达 , 所 以 

f(z0) sup{f(z0) |fEcogo} >sup{f (zo) FEF, 
由 (Vv) 将 得 到 fo(z0) 半 1z0l, 这 与 foe CB0) 巴 盾 , 

以 上 已 证 明了 Qi) ,Gv),《V), (vi 的 等 价 性 及 (一 (iD=>(iii)， 

(站) 节 () 由 于 60506 二 (RD) ,所 以 co(90) 一 儿 (Bo) ,由 3. 
3.6 定理 2, 即 知 2 区 (RD)， 

Gi) 过 Cvi) 用 反 证 法 ， 和 如 果 有 zoEBo 门 BR' 使 得 

ls >sup{f lr) FE (=, 

于 是 元 加 二 9e 一 20 使 得 (0) 守 0 CTE2 然而 因为 下 元 如 的 范 
数 等 于 谱 半 径 , 是 谱 点 都 是 韭 负数 ， 所 以 正 元 如 的 范 数 1zo1 是 mm 
的 谱 点 , 从 而 加 有 诺 点 4 一 |x01 过 0, 即 加 ER*， 与 条 件 (iii] 了 矛盾. 
至 此 所 有 各 点 的 等 价 性 都 已 证 明 ， 证 毕 . 

下 面 举 一 个 例 ， 对 于 复 Hilbert 空间 吾 ，BCH-> 权 ) 是 0* 代 
数 ,就 以 它 自己 作为 Ro, 对 于 五 中 范 数 为 工 的 向 量 5 作 里 射 了 一 > 
《TE,&) (TEBCH>H)), 记 为 fi; 由 
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(fe CT) | = 1 rE, 8) 1 IT 
及 f(DD)=1 所 以 1fe] =f4(7) =1， 因 而 六 是 有 (五 -> 殖 ) 上 的 态 . 
这 样 的 态 称 为 BC 一 H) 的 向 量 态 ， 记 向 量 术 全 体 为 HPs， 由 于 
B(H> 有 H)' 二 { 正 算 子 全体 }( 由 此 也 可 得 知 f; 是 正 共 钞 并 由 fC7) 
二 1 而 推出 是 态 )， 所 以 526 满足 定理 4 中 的 (ii)， 由 定理 4 即 
知 当 和 是 B( 九 一 瑟 ) 中 正常 元 ( 即 呈 是 正常 算 子 ) 时 ， 
[Tl|=sup{| (rE, |éERH, Ié|=1), 
不 需要 用 谱 分 解 定理 . 
定理 5 设 ,Ri 是 0* 代 数 呈 中 两 个 自 伴 子 空间 生 RoC Ri， 
刚 委 C80) 中 的 fo 可 以 延 拓 成 入 (R1) 中 的 天. 
证 记 1= {gg9E(RI)，9|so 一 fo}， 由 于 BR 上 的 态 可 以 
延 拓 成 BR 上 的 态 ， 所 以 1 非 空 。F 1 显然 是 (RY, o CRY, RI1)) 中 
的 凸 集 , 且 因 ,= 站 {919ERY, g(72)=fol¥)} NCR), 2! 是 闭 


集 ,71 是 凸 紧 集 CRB) 的 非 空 由 闭 子 集 。 现 证 1 是 多 (B41) 的 面 . 

设 gCRD), iEC0, DA tg 9c 把 ,gs 
候 制 在 Ro 上， 由 于 外， 多 [a EF CR EB. tig | re, C1—t) gs | ro 
‘(=fo)E 和 CBE(R0)， 而 且 {E00,1)， 所 忆 总 1p, 二 921a6 王 了 os 也 即 9 
8 因而 多 | 是 尖 ( 训 ) 的 面 ， 由 Pear-MIOPMSH 定理 ,多 有 
端点 六 ， 玉 也 是 区 (的 痊 点 ， 见 fe (RI) 市 且 fil ro= fo, 
证 毕 , 


4.5.6 ”线性 有 界 泛 函 的 分 解 

这 一 节 中 , 仍 设 呈 是 0* 代 数 , Ro 是 吾 的 自 伴 子 空 间 ， 

定义 设 fEB, 如 果 fz*)= 二 JT) (xERo)， 则 称 是 Ro 上 
的 Hermite 泾 图， 

易 知 Ro 中 的 了 是 Hermite 泛 函 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 于 怒 
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中 玖 自 伴 元 x, 了 2}ER. 
当 了 ER 时 , 令 g(7) 一 了 lz*》 (gER0), 易 岂 gERW4， 而 且 玫 = 


+ 四 ,fs 一 讽 (f 一 引 是 Ro 上 的 Hermite 泛 函 ,了 一 记 十 计 这 


样 作出 的 天 ,fz 分 别称 为 了 的 实 部 及 远 部 . 

Ro 上 的 正 泛 阔 是 Hermite 的 ,但 高 上 的 Hermite 泛 良 不 一 定 
是 有 界 的 . . 

定理 1 co (RDU C0R0))) 等 于 {ffERY, fil,f 
是 Ro 上 Hermite 泛 函 }。 

证 记 co(52CROU (一 {BR 为 4, 又 记 一 :中 范 数 委 1 的 
Hermite 证 随 全 体 为 五， 由 于 五 是 (8 otRY, Ro)) 中 同 闭 柴 ， 所 
以 ACB. 四 

下 重用 反 证 法 征明 4 一 B， 襄 有 jER$, fh 所 1, 了 是 Hermite 
泛 国 ,而 JeEco(5P(RO)U (一 (BR0))), 因此 , 有 CLAS， a (CBR, Ro)) 
上 的 线性 违 续 滋 国 ， 也 即 在 Pi 中 元 py 使得 

及 eg (zol Reftro) (EA). 


记 如 = 于 (ze 十 xz 和 ,由 于 所 说 到 的 泛 函 都 是 Hermite 的 , 因此 ， 


gy) Ed). | 
由 于 4 二 7 (Bo), 而 在 (Ro) 中 就 有 9g 使 9CBo) 一 上 yol, 所 以 
lyol =f Co), 

这 与 1f1 志 1 矛盾， 因此 4 二 8 证 华 . 

定理 2 

Co (RO UL 一 经 (人 
一 ft 一 89158E[0,1] 十 8 一 1 万 9ESP (Ro)}. 

证 式 中 的 左 端 显然 包含 了 右 端 ， 而 右 端 又 包含 了 (Ro)， 

一 (Bo) 并 且 是 凸 集 ,因此 只 要 证 明 右 端 是 闭 集 ， 


364 第 四 章 。Banach 找 教 


Cx RX Bi 之 刀 的 映射 2， 四 上 > Ap 一 (一 必 是 连续 
的 ， 其 中 R$ 用 咒 * 拓扑 oC8，Ro)， 由 于 定理 中 式 子 右 端 即 是 


[0,11x SRo) x FF CR) 

在 上 述 连 续 映 射 下 的 象 ， 因 此 电 于 [0,1x 儿 (Po) x 9P(Ro) 是 紧 
集 , 即 知 {tf 一 381t, seE50, 1], #1 十 # 一 1, 了 了 ,99(10)} 是 紧 集 ,因而 
是 闭 集 , 邮 等 式 成 立 ， 证 毕 . 

系 设 foER$ 且 了 fo 是 Hermite 汪 函 ， 则 有 Ro。 上 正 汉 函 fi， 
fo, 使 得 fo 二 =f. 一 J 且 和 fo 二 上 十 有 sl | 

证 如果 1fo1= 二 1, 由 定理 1,2, 由 于 Ro 上 范 数 才 1 的 Hermi- 
te 泛 函 金 体 是 {tf 一 sg|t, se[0,1], 2 十 8 二 1,f， 9E9PCR0)), 所 以 
有 1S[0，1], J，9EP CRD) 使 f0=2 一 一 站 9， 令 全 于 ,了 = 
(1 一 李 9 这 时 所 ,fi 就 符合 -- 坊 要 求 ， 

"一 0 时 是 平凡 的 情况 (到了 二 f= 二 0 即 可 )， 一 般 情况 只 要 

先 乘 … 适 当 正 数 即 可 证 明证 毕 . 

定理 3 设 R 是 0* 代 数 ,fER* 且 了 是 访 上 Hermite 括 除 , 则 
使 得 了 一 六 一 下 且 | 用 = 十 1 成立 的 吾 上 正和 访 国 fi 于 只 有 
唯一 的 一 对 ， 

证 只 要 在 |#E=1 的 情况 下 来 证 明 , 

设 If1=1 且 了 是 Hermite 泛 函 ， 对 e 汪 0， 有 0 使 [zo1 一 1， 
[f(zo) | 汪 1 一 2, 在 zo 上 秉 上 适当 移 论 了 ,并 记 jxe 为 加 时 ,使 天 


(yo) 之 1~e， 再 令 w= 去 (名 十 强 )， 由 于是 Hermite 泛 函 , 所 以 
f(z0) 一 (如)，f(z0) >1 一 。 (|eol 1)， 总 之 ， 有 有 自 伴 元 x 使 得 
lzt=1 8 f(r)>1~—e. 记 轴 = 去 (e 一 2), 一 广 (e+2)， 这 时 ， 


yi gz 有 所 十 2 一 e。g3y ga 的 取 法 与 2 有 关 . 
如 果 fi1s fa 是 及 上 正 活 销 ， 使 得 f=f,—f; 有 HIF N+ l=1, 
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因而 ,fi1(e) -+ 了 ate) 二 1 于 是 
e>1—f(7)= fCe) 十 ffe) f(T) + fay) 
=fi(e—z) +falet 2:), 
由 于 帮 , 产 是 正 泛 国 ,ee 一 *,e 十 zz 是 正 元 ,所 以 
ef (9), 22 了 (ga)。 

易 见 ,如 果 Pi, pz 也 是 吾 上 正 证 函 且 了 一 C 一 pz [ol 十 12 
二 1 了 时 ,同样 成 立 > 9 人 er> p92). 

由 于 玉 二 {wx*z|zER), 出 关于 正 江 函 的 Schwarz 不 等 式 ， 以 
及 正 泛 荡 的 落 数 等 于 在 处 的 值 , 所 以 对 zER， 


(fia) ef, gol) Corydytz) Sel zh’, 
[f(a2) | fala) as* ya) Sel al, 
同样 也 对 于 gs os 有 | 1 (2) <<e dal, 1paCaz) [ ?el of, 

由 于 太一 卢 一 一 :一 Pa 有 fi 一 ; 一 一 Pas 所 以 

f(z) — pi (2) 
= 了 C2) 十 六 (ga 名) — Pp (F128) — Pi (Ys2) 
=f C912) — pi (913) fag22) — Pa (22), 
出 .上 所 证 即 得 
BAOETAOIEANAIE 
这 是 对 任何 se>0 及 ze 成立 的 不 等 式 , :由 此 有 i=， 从 而 卫 = 
ps; 所 以 满足 要 求 的 的 分 解法 是 唯一 的 . 证 毕 ， 

前 面 讨论 自 伴 子 室 间 时 , 因为 不 要 求 习 法 封闭 , 所 用 到 的 仅 是 
线性 运算 ， 而 对 于 自 伴 子 空间 Bh 上 的 有 界 Hermite 泛 函 ， 员 然 
一 定 可 以 写成 为 两 个 正 旗 郁 之 差 ， 并 使 这 两 个 正 芒 函 范 数 之 和 即 
为 所 给 Hermite 泛 函 的 范 数 , 但 是 满足 这 两 个 要 求 的 分 解法 可 以 
是 不 唯一 的 ， 
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4.5.7 绅 态 与 可 柔性 
定理 1 设 呈 是 C* 代 数 ,网友 己 多 (RR). 
(一般 说 , 召 上 不 一 定 有 非 零 的 线性 可 乘 旋 畏 ， 即 .# 可 能 是 空 
集 , 本 定理 是 说 : 如 果 有 非 零 的 线性 可 乘 巷 函 ， 那 就 必定 是 召 上 的 
纯 态 . ) 
证 设 fEA, 于 是 由 Hf|=f(e)=1, 即 知 fE9 CA). 
如 果 fsE(0,1) ,t+s=1, 1，fzSP(BR) 使 二 弛 ,十 8f2， 由 
Schwarz 不 每 式 , 对 于 吾 中 肯 华 苑 zw， 
fAzY sf (ef) = 六 (z (j=1,2), 
但 了 是 可 彝 的 ,了 f(z) 一 f(x"), 所 以 
0 一 Fe) —f(2)’ 
一 弛 (gz 二 sfs(o — (tf 7) + sfol rN)): 
Sif (5) + ofr (tf 5) + sfa(z)): 
=(t— f(r 2t8f TT) 十 【有一 32) f(r) 
=t3tf (5) — fas))’, 
由 180, 天 知 f1(7z) 二 fo(x》( 当 x 是 五 中 自 伴 元 时 ), 因而 f= 
fa( 一 用 ,由 定义 得 知 了 是 纯 态 ， 证 毕 . 
定义 ” 设 忆 是 代数 ,{z[zEB，zg-= 打 对 3E 下 成 立 } 称 为 豆 的 
中 心 。 丑 的 中 心 记 为 咯 ， 
易 见 ,代数 吾 是 变换 的 充分 必 于 条 件 是 宪 一 也 
定理 2 设 有 是 C* 代 数 ,fE9(R), 则 
fC) ff) (re,yER). 
证 由 于 多 本 旁 也 是 个 Cr 代数 ,因而 客 门 忍 :中 元 的 线性 组 合 
雹 得 到 名, 所 以 只 要 对 于 zxE 儿 门 吕 +: 的 情况 来 证 . 
由 交换 0* 代 数 的 Terr 中 aHh 表示 是 完全 同 构 ， 容 易 证 册 ,Cr* 
伐 数 中 两 个 正 元 2 旬 如 果 使 zy 到 则 z8 仍 起 正 元 ， 


534.5 "代数 357 


设 woS 几 RR', 且 设 1|z0o| 之 1。 考虑 情 上 的 泛 消 
有 (的 一 了 了 (gog CyER. 

显然 是 线性 泛 隔 ， 叉 当 gER' 时 ， 自 于 xoySER' 及 f 了 是正 泛 
阔 , 所 以 p( 六 宇 0 (CyER"Y), 基 wm 是 BR 上 正 泛 隙 . 

如果 P(e) = 了 (so 一 小 由 于 多 是正 咏 国 ,所 以 2 是 0 证 困 , 即 
ffzo 打 一 0 对 任何 手下 成 立 ) 这 时 , 当然 fro 拉 一 zf 的 国 
而 设 六 zoy 关 0 也 即 0<Fzoy < 一 1 ， 

作 呈 上 的 两 个 泛 阴 天 ,fz 如 下 : 


CT fe 2) 
fi (0) 一 了 zy) :了 3《 的 ) fC(e—xo) 3 


f; 是 正 沦 孙 ; 且 因 了 fCe) 一 1, 所 以 fS9CR)， 同样 E(B).。 太 
记 二 一 了 zo) 时 ,1 十 ( 一 可 f= 了 了， 由 假设 了 是 纯 态 ， 因此 f= 二 J 
二 了 ,而 天 二 了 也 即 是 
=f {WD) yeER), 

Bh fr) 一 了 (so 了 (8) (yeR). 

因而 ;对 于 zos 客 站 BR* 且 [ol 过 1, 以 及 8ER, 成 立 等 式 了 (zo 胃 
=f (zo) f(y), 而 这 就 可 以 得 出 对 于 任何 zoCE #4ER 也 成 立 等 式 . 
证 毕 . 

系 ”如 吾 是 交换 CO* 代 数 , 则 .== 多 (8). . | 

对 于 对 称 Banach 代数 巨 上 的 正 汉 了 芳 了 ， 就 可 以 作出 一 个 复 
Hilbert 空间 如 及 吾 上 的 中 的 循环 表示 省 ， 而 且 循 环 疝 量 上 使 得 
f= 一 CBD(z)5,£) (rzER)，O* 代 数 戌 对称 Banach 代数 ,因而 对 
于 CC* 代 数 RE 的 正 沦 函 也 可 坟 作 相 训 的 吾 及 号. 

特别 当主 是 避 * 代 数 ;f 是 晴 上 的 访 时 ,所 作出 的 瑟瑟 在 吾 上 
的 表示 二, 及 相应 的 符 环 向 量 ,统称 为 相应 于 (EP (PR)) 的 GNS 
构造 ， 为 标明 与 了 的 关系 ;所 作 的 空间 ,在 空间 的 表示 及 循环 向 量 
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分 别 记 为 Hy, By. 

定理 4 (Te:lb 中 aHI-HagtiMapr) 设 吾 是 有 单位 元 ee 的 复 
C* 代 数 , 则 有 Hilbert 室 河 吾 及 B( 二 可 的 0* 子 代数 ( 且 包 含 站 
R,, 使 得 性 与 完全 同 构 ， 

证 对 于 fe), 记 相应 于 了 的 GNS 构造 为 互生 5 仿 
五 = 中 吾 s; 并 令 印 == DBD Dr. 


jerth) feEFtRy 

昌 是 {Hi1fEP(R)} 的 正 交 和 , 吾 中 的 元 即 为 每 个 互 ;中 各 下 一 
个 元 ,但 至 多 只 有 可 列 个 元 不 是 0, 而 且 这 些 元 的 范 数 平方 和 收 丝 ， 
对 于 xER, 6r(z) 是 百 f-> 百 /的 线性 有 界 算 子 , 并 且 | 理 /2 中 < zl， 
中 (z) 就 代表 了 在 每 个 百 , 上 与 盏 (2?) 相同 的 算 子 ， 由 于 中 jy(2) 的 
范 数 都 不 超过 |z1， 所 以 B(x) 的 意 交 是 确定 的 . 并且 | 外 (Cz)1= 
sup{ti BA FES RD | 

由 作法 ,可 知 吾 是 个 复 Hilbert 空间 ， 印 : 吾 -> 吾 ( 理 -> 吾 )? 是 * 同 
态 , 且 @(e) 一 7 所 以 号 是 B 在 召 上 的 表示 . 对 于 zEB 显然 1@(x)| 
扫 |z 几 当 zxE 及 时 ,由 于 max {f(z)1FE (BD)} 一 |z, 因此 1$(z) 
二 jz| ( 当 xzE8-), 又 对 于 ER 因为 y*yER'， 所 以 1 Cy*9[ 一 
EC EL AAA AC A 
所 以 JB 和 D1 二 jy| (gER), 即 多 是 保 范 的 ， 这 样 ,加 (R) 是 BCH 一 
如) 的 C0* 子 代数 且 TE (CR), 而 记 伯 CR) 为 二 上 肝 , 久 是 R=>Ri 的 完 
全 同 构 ， 证 毕 . 

定理 4 是 没有 交换 条 件 的 0* 代 数 的 表示 定理 , 这 说 明 在 完全 
同 构 的 意义 下 , 有 单位 序 的 CO* 代 数 实质 上 只 有 一 种 ， 即 是 某 Hi- 
jbert 空间 的 召 ( 吾 一 丽 ) 的 含 了 的 C* 子 代数 ,对 于 交 搞 的 C* 代 数 ， 
当然 也 可 以 完全 同 构 于 至 (可 -> 吾 ) 的 含 了 的 Ce* 子 代数 ， 但 与 某 合 
紧 Hausdorff 空间 上 的 复 值 连续 函数 全 体 完 全 则 构 就 更 为 简 
单 些 ， 
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无 穷 维 空间 上 非 线性 映射 的 讨论 , 可 以 迫 济 到 古典 变 分 法 , 这 
就 是 吨 数 空间 上 泛 函 的 极 值 问题 ， 其 后 ， 由 于 自然 科学 和 工程 技 
术 中 的 大 量 课题 , 提出 对 各 种 非 线性 映射 研究 的 需要 . 同时, 随 着 
线性 泛 函 分 析 巨 大 成 就 的 取得 , 人 们 对 于 在 泛 函 分 析 的 框架 下 , 从 
事 非 线 性 问题 的 研究 也 表现 出 越 来 越 浓 的 兴趣 ， 本 世纪 三 十 年 代 
前 后 , M. Frechet 在 Cantor 集合 论 的 基础 上 ,建立 了 无 窃 维 空间 
中 的 微分 学 ， 给 纺 了 导数 ,微分 ,Taylor 展开 , 隐 函 数 存在 定理 等 
基本 概念 与 结果 ， 由 于 抽象 空间 微分 学 的 成 功 建立 和 发 展 成 熟 ， 
促使 人 们 用 省 直 分 析 的 观点 和 方法 ， 去 考察 各 种 非 线性 问题 ， 另 
一 方面 ,本 世纪 初 由 Brouwer 提出 的 有 穷 维 空间 的 度数 理论 和 不 
动 点 定理 ， 自 三 十 年 代 以 后 也 开始 向 无 穷 维 方向 推进 ， 四 十 年 代 
以 后 , 托 扑 度 理论 和 不 动 点 理论 有 了 较 天 的 发 展 ， 人 们 看 到 ,分 析 
学 簿 拓扑 学 的 有 机 结合 ， 产 生 了 革新 的 ， 具 有 强大 力量 的 数学 思 
想 , 兴 函 分 析 的 作用 在 这 类 相互 渗透 和 相互 联系 的 地 方 日 益 显 车 

本 章 主 要 上 月 的 是 提供 研究 非 线性 映射 的 若干 基本 工具 ， 按 内 
容 大 致 分 为 两 部 分 、 前 一 部 分 是 8 5. 1-5. 3, 主 要 研究 无 穷 维 空 间 
的 微分 学 , 包括 微分 学 基本 概念 , 隐 函 数 存在 定理 以 及 泛 函 极 值 河 
题 ， 第 二 部 分 是 8 5. 4-5. 6, 其 中 8 5.4, 85.5 是 拓扑 度 理论 ,85. 6 
则 在 拓扑 度 理论 的 基础 上 建立 起 一 些 重要 的 不 动 点 定理 ， 可 以 认 
为 本 章 的 知识 提供 了 非 线 性 泛 函 分 析 最 必要 的 基础 . 
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8$5.1 映射 的 微分 


为 了 研究 非 线 性 颇 射 的 性 质 ， 人 们 引进 各 种 微分 的 报 念 ， 本 
节 介 绍 两 种 最 基本 的 微分 ， 一 种 是 Gateaux 意义 下 的 弱 微 分 , 它 
是 数学 分 析 中 方向 导数 概念 的 堆 广 ; 另 -一 种 是 Fréchet 意义 下 的 
强 微 分 ， 它 是 全 微分 概念 的 推广 本 节 将 讨论 这 两 类 微分 媒 念 的 
关系 , 进击 把 它们 引伸 到 高 阶 的 情形 , 并 由 此 建立 起 Taylor 公式 ， 
这 些 内 容 是 无 穷 维 空间 铀 分 学 的 基础 . 


5.1.1 确 微 分 


弱 微 分 托 念 常 应 用 于 泛 函 极 慎 的 讨论 . 
定义 设 X,Y 了 是 实话 范 线性 空间 ,从 是 天 中 的 开 集 ,映射 f :从 
一 了 , 如 果 对 x 和 ,gE 到 ， 


in 十 tu) i) 
下 


存在 , 记 为 Bf (rz 如, 那 末 ， 称 D(x,w) 是 了 在 z 处 沿 方向 x 的 恒 
微分 或 Gateaux 意 交 下 的 微分 ;如 果 对 一 切 #E 且 ,Df (z, 区 存在 ， 
就 称 了 在 > 处 弱 可 徽 或 Gateaux 意义 下 可 微 ;如 果 下 在 x 处 弱 可 
微 , 旦 存在 好 (zJEB(X->7)， 使 得 
Df (x, 4) = LDFCZ) J EEK, 

著称 子 在 处罚 可 导 或 Gateaux 意义 下 可 导 , 称 D(z, 为 有 界 
线性 弱 微 分 , 称 Df(z) 为 了 在 * 处 的 弱 导 数 或 者 Gateaux 导数 ， 

如 果 了 在 Q 上 每 虚弱 可 短 , 就 称 了 在 号 上 弱 可 微 ; 如 果 了 在 站 


全 汶 音 , 这 里 的 “ 荔 可 导 " 以 及 下 一 小 站 的 " 强 可 导 "， 与 第 一 价 中 向 基 情 国 鸡 的 
“ 弱 可 导 "，“ 强 可 导 " 荐 不 一 样 ， 当 和 近 些 概念 出 现时 ， 读 者 机 芥 忆 上 下 文 厦 出 其 网 雪 售 
意 。 
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上 怎 点 均 有 具有 有 界线 性 紧 微 分 ,就 称 下 在 只 上 上 其 有 有 界线 性 能 微 
分 或 在 从 上 台 可 导 、 

定义 ” 设 也 是 实 赋 范 线性 空间 ,日 是 下 中 的 开 集 , 如 果 谤 图 9: 
介 ->R 人 在 上 具有 有 界线 性 弱 柚 分 ， 且 Dy(2) 一?), 就 称 f: 旨 己 
也 "为 8 的 梯度 , 记 为 f(x7)=gradgp(z), 并 称 p 为 了 的 位 势 . 

例 1。 设 X 是 实 Hilbert 空间 ,在 六 上 考察 泛 函 p(X)= zl. 
因为 

[zitul He 于 计生 a, 
所 以 , 当 x+ 志 0 时 


Dp(ls, 1) 一 io C 全 


x tu) + liul*: _ Cr, 
rtial+ [sD Hal 


易 见 存在 Dp(z)EX*, 使 得 [De(z)]a= :0 (xc 区 ). 岂 于 Hi 


| 
bert 空间 是 自 共 轿 的 ,因此 
gradp(z) = Dp(7) = 
注意 , 当 z= 一 0 时 ,Dotz, 刁 市 存 在 , 即 史 在 z=0 处 不 红 可 驻 . 
关于 弱 微 分 有 如 下 的 中 值 定理 . 
定理 1 设 X,F i 线性 空间 , zo, 4E 了 ,线段 
= {rotu Otel}, 
(1) 如 时 泛 函 史 直上 有 六 ws 的 红 搬 分 ， 则 存在 
zt 0<r 扫 1 合 得 
外人 6 十 后 一 加 [80 = Droirt, HW); 
(2》 如 果 到 值 于 工 的 映射 子 在 五 上 各 点 具有 车 方向 芯 的 弱 微 
分 , 则 存在 r,0<sr<sl 使 得 
和 ro ~—f (zo0) | Df wot ru, ol; 
(3) 如 果 了 是 Banach 空间 ， 了 在 工 上 各 点 具有 裕 方 向 的 


中 民 , 仿 分 别 表 示 实 数 域 ,复数 域 . 
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弱 微 分 ;年 在 二 上 Pf (zx, 只 关于 连续 , 则 
f(zot tw) f(z0) =| Df (eo FEy, HL) dt, 


上 式 右 边 是 向 量 值 前 数 的 Riemann 积分 . 

证 《1 记 (二 p(wo 十 iW), 易 知 下 是 可 微 的 实 函 数 , 册 数 
值 冰 数 的 中 值 定 惠 , 存在 9+ 所 1, 使 得 PCD 一 F(t0)= 二 Ftr), 得 
是 素 (t 一 pfzo 十 GaN) 所 以 

下 (ze mt — Pr = Dptrot Tru, 如》 
{2) 夫 Hahn -Banach 定理 ,对 了 (wo 十 坟 一 f(x0)EY, 存 在 办 E 
Y*, 满 足 1wi=1, 且 
pf zo WD ~—f (x0) = rt —f Co) l. 
现在 ,对 证 鹃 7) 一 (4) 应 用 (了 DD 的 结论 , 得 到 r, 0 二 7 所 1, 使 
得 
Plrott —P (ro) = Dolrot ry i), 


注意 到 Dop(r,o 一 #(CDf(z,D), 由 上 让 即 得 
Ef Cr — fir) = pr — peo) =pDf ro Ty, #)) 
IDF irot ry, | 
(3) 对 任意 的 9EY*， 考察 pi) =p(f(ro ta))， 容 易 知 道 
FE) = pCDf rot tu,u)) 
在 [0, 匡 上 关于 了 连续 , 又 由 第 一 章 可 知 | Df (zo 二 tw 区 di 存在 ， 
从 而 
plf ret) fee) = FO) — FOO) = 人 CD 


= (| Dileotiv, wa) 
由 多 的 任 章 性 , 即 得 
fro tu —f ro) =| Df (zot tan, 2#)az。 证 毕 . 
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例 z 定理 1 中 (1) 的 结论 对 一 般 的 映射 不 成 立 。 如 设 产生 
一 全 ( 视 人 为 实 二 维 空间 ) ,了 (2) 二 e 5 易 如 友人 2 全 三 ea ， 节 加 = 
by 一 2riy 就 有 
f(xot DD —f {ro) =:0, 
Dilsot ru i) 一 Br 人 Th OTEly 


因而 大 十 多 一 了 (ro 三 DJ (zo TW), 


5.1.2 强 微分 


强 微分 定义 为 映射 的 线性 主 部 , 常用 于 把 非 线性 问题 线性 化 . 
定 巡 设 工 ,了 工 为 实 赋 范 线性 空间 , 如 为 中 的 开 集 ， 映 射 f: 
如 -> 了 ,如 果 存 在 4E 瑟 (天 一 7)， 使 得 


lim [ftw —f(ro) Aull 0 
11n | 一 
1 lal 


就 称 了 在 zo。 处 强 可 微 或 Fréchet 沉 义 下 可 微 ; 称 直 为 在 zo 处 
的 强 微分 或 Frtchet 微分 , 记 为 df (zo,); 称 4 为 了 在 xz 处 的 强 导 
数 或 Frechet 导数 , 记 为 了 (ro 或 旦 (cgjy， 如 果 了 在 只 上 上 每 一 点 
都 强 可 徽 , 就 称 f 在 人 上 强 可 微 ， 和 区 玉 :名 一 B(X 一 了 ) 为 了 的 强 导 
映射 
由 定 交 立即 可 以 看 到 : 
QD) 设 fa =go(zEX), 则 f(x) 二 0. 
《2) 设 AEB(X 7),f0) = Ar rER), NI (sz) =A, 
《3) 诅 于 在 Yo 处 强 可 微 ， 则 了 在 >v 处 连续 ， 即 
sim ,村 (ro 十 芍 —ft{r0 |=:0. 
例 3 设 映 射 了 :RR*->R" 定 义 为 
#1 = fr Tn) 


EA Xn), 
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其 中 站 二 《zl 机 ¥= (gs ym) ER™. 由 定 交 易 天 了 在 
zo 处 强 可 微 等 价 于 每 个 :RR"> 民 在 om 处 可 徽 ， 对 = (ao 
yn) ER", 


Qf wor WW) = Afi tro 2 dfnCrn, W) ). 
由 通常 的 多 元 函数 的 徽 分 法 , 有 
dfi (wo WD— 0) wo) 


dx fa 
从 而 可 得 
af (xo) a 9f miro) 
xl TI 
Ff (x0) 一 | .seo 3 
引 ， (x0) Le af mlro) 
dT, Bz 
这 就 是 相应 于 了 的 Jacobi 下 了 


例 4 设 天 一 (es 雪 和 字 守 是 [0， 1] x [o， 1] x {(—o0, + oo) 


上 定义 而 且 连 续 的 实 值 函 数 ,考察 C[0, 1] 到 自身 的 Urysohn 积分 
算 子 


[FDI CG) =| ke, so zs)) a 
今 证 明了 在 zo&C[E0,1] 处 的 强 微 分 为 
[fF CeO1BC) =| 条 Ge os) hs ds, RECLO, 1]. 
实际 上 , 由 于 | 
| k(E, 3, zo(8) [有 (Cs)) h(t 8, x0(3)) — Belts 8 ro(s)) hs) 


一 LE | C8) 十 Th(8)) -g(t, 如 xols)) la) 这 到 


<Ial| | 区 cm mo + aks)) — 2s, sza(s)) |as, 
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因为 生 在 [9， 1]x [0,1]x (一 co -| oo) 的 紧 子 集 上 一 致 连续 , 故而 


正式 最 后 一 个 税 分 当 | 由 一 0 时 关于 所 3 一致 地 趋 于 0 记 


BD =| Ps zols)) hs) ds, BECLO, 1], 


芭 得 
Rf (Cro BD) 一 了 (Yo 一 .4 


= max|| {Css8, me) 18(s)) —h(s, ,zoC5)) 


和 01 二 1 > 
一 各 (ts ss zo (s)he) les 


=—0o(lal), 
由 定义 可 知 了 {40) 二 4 
例 5 考察 微分 算 子 C30[0,1]>0[0, 1]: 

[fC2)1 0) = (1) + [rcs) 
根据 定 光 容易 验证 了 在 CD00,1] 上 每 点 都 是 强 可 微 的 ,而 且 在 zo 
ECGTM[0, 1 处 ,FF 的 强 导 数 为 

Lf" (ze 有 本 一 下 (8 +-220(0) RC), 

下 面 给 盟 求 导 和 运算 药 简 单 性 质 . 
定理 1 设 互 ,了 , 艺 均 为 实 研 范 线性 空间 ,六 六 在 - 工 在 zz 处 
强 可 微 ,大 ;了 -到 在 # 二 大 2 处 强 可 徽 , 由 

{1) 对 任意 常数 Gly Cay Cf + og 在 2 处 强 可 微 ， 且 . 

(cf Fo (TI—=of (D+ eg (+)} 
(2) hof :一 2Z 在 z 处 强 可 微 ; 且 

(po 门 拉 7) 一 下 (的 of CY. 

证 6) 是 显然 的 ， 今 证 (20: 对 旺 瑟 ,PE7， 记 

og 一 上 (二天 or) L 2), 

By) =By re DD — Lh (D1, 
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则 有 


[et , 
,in {a i 


[to -0 
m | s 
取 jv 王 [了 (CY)]w 一 g(tz, 24); 便 得 到 


(hof) (r+ = (t+) 


= (hof Yr) THAD Duth (Dals, WD + Py, 7). 
因为 六 (办 EBC 一 名 ,故而 


im L(y Tot, Do 
[| | 1 
又 由 于 


im [OE ji BGs0) lol_o 
eo Jal Tso Jol Tl 
在 最 后 一 个 等 式 中 , 利用 了 f'(z)EB(X 一 了 )， 所 以 hal 一 0 时 必 有 
lv1 一 0， 由 此 可 知 hof 在 > 处 强 可 微 , 且 其 强 导数 为 
(ie 有 "Ga) = (9) -f* (0). 


证 毕 . 
现在 , 我 们 米 指 出 两 种 微分 概念 的 关系 . 
定理 2 


设 X,Y 是 实 同 范 线性 空间 ,了 XY， 了 在 «处 强 可 

微 的 充 必 条 件 是 了 在 = 处 存在 有 界线 性 弱 微 分 , 且 极 限 
so-lim¥ [f(s ttw) —f(2)] = [Df Ce) ju 

关于 jj =1 是 一 至 的。 此 时 ,f(s) Df (2). 


证 充分 性 对 任意 *>> 0 由 假 改 可 取 到 5>0， 使 得 上 < 
时 ， 


工 [f(z+ 约 一 fo)] 一 [Bf(zDJa| <e 
对 单位 球面 上 一 - 切 并 成 立 ， 记 一 了 当 je < [ 叶 , 就 有 
Jf(rt) f(r — LD lelel. 
又 因为 Df (x)EBCX7), 扬 以 fr() 存 在 , 且 拓 Cx) =Df(2). 
必要 性 设 f 在 处 强 可 微 , 则 对 任意 >0, 存 在 5->0, 使 得 
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ioj<6 时 
lf Cz te) —f (2) —f Cx) wllel. 
对 于 ful 一 1 当 181<6 时 ,由 以 上 不 等 式 得 
ft ff Co) <elel=e. 


所 以 二 [f(z 十 1) 一 f(z)] 美 于 的 一 致 极限 为 六 (四 w， 显 然 ， 这 


就 是 了 在 z 处 的 有 界线 性 器 微分 。 证 毕 . 
系 设 了 在 开 集 咏 上 各 点 具有 有 界线 性 弱 微 分 , 月 下身 全 一 
BC(XET): 2 Df (rT), zc 在 2 连续 , 则 了 在 zo 强 可 微 . 


证 “由 定理 2 可知， 只 要 证 明 -2 [f (zu 十 ta) 一 f(znD)] 在 la 
==1 上 一 残 收 但 于 [Df (zo)]w。 由 Hahn-Banach 定理 ， 存 在 PE 
FY"*, 1F1=1, 使 得 

FFL rot #0 —f (eI—[Df (ro)]e ), 
~|ECf Cot tw —f (ed)] -7Df (oIu |, 
根据 中 值 定理 ,存在 +,0<r<t, 使 得 
P(EEf (rot £0 —f (20 [Df ao) Js ) 
=P(LDF (zo ru) Ta—LDf (0) Ju) 
ED rot rw — Df (rn) 有 时 
但 由 于 Df(z) 在 x 连续 ,因此 一 0 时 ,上 式 右 端 关于 ]a] 一 1 一致 
地 趋 于 0， 证 毕 。 

注意 ,即便 弃 函 f(x) 在 zo 存在 线性 的 到 微分 , 也 不 一定 在 za 
具有 强 微 分 。 

例 6 民 上 证 郑 了 定 史 为 


368 第 五 章 ” 非 线性 映射 


EE {E152) < (0,0), 


1 路 é162 
站 证 二 (00)， 


于 2) = 


由 于 


A |<t el, 


可 知 了 在 (0,0) 点 连续 ， 令 #= (yo90， 那 未 在 (0, 0 处 消 方 向 

的 弱 微 分 等 于 

了 (tt 一 了 (0) 
1 


， £7 
lim sn = Pt 
但 是 ,如 果 令 #2 一 9 ， 风 Tw 上 =p + 理 二 MR 十 74; 因 而 
四 一 Fo) Df (0)u 
Ed ul 


LE 
im, cnt 十 好 人 AT 十 


=lim(m tz 十 
++ 


~ lin rT 
以 而 了 在 (0,0) 处 不 强 可 微 . 
娄 似 于 数学 分 析 的 方法 , 可 以 讨论 求 导 运算 的 族 问 题 ， 为 此 ， 
先 引 人 一 个 概念 . 


名 也, 了 是 实 赋 范 线性 空间 ， 了 完备, zo, 1EX， L={(1—t)%o 
+twm10&t&1), 映 射 f:5 一 B(X 了) 连续 ,规定 


| fod) fet tla)) (rd, 
I 


上 小 寿 端 古 冲 量 值 函数 的 RRiemann 积分 ， 

定理 3 设 开 ,了 是 实 赋 范 线性 空间 , 且 了 完备 ,名 为 对 中 的 
目 开 集 ,映射 :2 一 B(X 一 了 ) 连 续 , 则 存在 2p:8 一 YY， 使 P (9) 一 
(7x) 的 充 要 条 件 是 ; 沿 吕 中 任何 封闭 折线 C, 均 有 
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| f(adr=0. 
Ea 


证 必要 性 记 工 = {zi 十 tvs 一 21) 10 夺 t 夸 1} 由 于 (2) = 
Yo = Dgptz), 利 用 中 值 定理 得 到 


| fz) dz =| TeaTEa 一 7) (za 
下 恬 
-| [Lowe+iGcs 一 0] (22—z) di Pre) pe). 


由 此 吻 见 | f(z) z=0, 其 中 人 0 是 9 中 封闭 折线 . 
充分 性 任 取 “E09, 作 
=ir0t dr—z0) 10<E 魏 1]， 
也: 一 1 十 三 2|10<SES 1}， 


La= {zot+t (r+ ru— zo [0 #1)}. 


由 假设 ,f(as+ | 了 GDart( 一 {f(Dar)=0. 如 令 p(w) 


-| fot ty x0)) (gy—z0) dt gE 0D, 则 有 
rtrd po =| fdz 一 | f(az=| fas 


={ f(ttrw (ra = | friwuit, 
心 
于 是 
Iw (Tr) p(T le [f(t twu—f lr) ula 
EE | Jo . 
< sup [fr-ttm um—f ru 0, 
Wer 


所 以 Dgp(z) = (x) ,但 了 f(z) 连续 ,由 定理 2 的 系 , 知 P' (2) 存 在 ;从 
而 gp' (2z) = 了 (zx), 证 毕 ， 
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5.1,3 高 阶 微分 


为 了 定义 高 阶 微分 , 先 引 和 人“ 线 人 性 算 子 的 概念 . 
设 也 和 了 是 突 赋 范 线 性 空间 ; 记 # 个 XX 的 苹 积 赋 范 线性 空间 


为 本 工 . 
定义 ” 设 人 为 区 一 7 的 映射 ， 了 (zy wp) 对 每 个 变 元 zi 
都 是 线性 的 ， 则 黎 守 为 人 4 线性 算 子 ，# 线性 算 子 全 体 记 为 
(下 x ) 
和 线 福 情况 类 似 地 , 容易 知道 ， 如 果 rs( 开 xm) 则 ?是 


有 界 算 子 ( 即 把 任何 有 界 集 映 为 有 界 集 ), 当 且 仅 当 
ITH=sup{lT (rz) 1 hd = = 


记 有 界线 性 算 子 全 体 为 a( Hx-7) #7eB( I x™Y) 
称 上 面 规定 的 | 为 的 范 数 . 
引 理 1 s(H 开工 ) 按 通常 的 线性 运算 及 算 了 范 数 构成 


冉 范 线性 空间 ;对 1<4<<n， 有 以 开 x 了 六 s(x>a(H 


一 步 


X= 7)) 而 且 , 当 了 是 Banach 空间 时 ， a x=» rR Banach 


空间 ， 
证 4==1 时 ,这 是 线性 汉 函 分 析 的 已 有 结果 ， 


设 1<5<n 一 1 时 ， 下 肛 X 了 了) 是 卫 范 线 作 空间 ， 今 作 


5.1 贞 射 的 袜 分 371 
3(HI X=» 7)s s(II x 3B (LI XY) 的 元 的 对 应 如 下 : 
任 取 rea( Tx-—7) 对 固定 的 Ris FEE ER TnlTis "ys 


Tp ies in) RE 为 变 元 的 有 界 # 一 亡 线 性 算 子 ， 其 
有 T(z es «dEB( 了 XY 了 VY 使 得 
一 点 


人 《kr Te)s 
曙 岂 ,21 变动 时 , Ti (#1， “内 是 下 线性 算 子 ， 而 且 
Ts] = Sop Tee ed) le Hx) 


1 


= SUP sup ME "ey TD) (Terls ry 网 | lr 
Irth=1,4T751=1 
让 


三 DBP TCs, ms Ya) | 一 | 全 ， 
I 


让 二 rn 


故而 Tea( ITx-z ( 开 <7) 


这 样 ， 我 们 建立 了 且 (TH x B ( 开 x 可 下 xz-7)) 


之 间 的 一 对 一 的 保 距 映射 ， 由 后 者 是 赋 苑 线性 空间 知 前 者 是 赋 苑 
线性 空间 ;特别 地 , 当 后 者 是 Banach 空间 时 ,前 者 也 是 Banach 空 
间 ， 由 归纳 法 便 知 当 是 Banach 空间 时 ， 3( TL x-Y )ape 


nach 空间 、 证 些 . 
共鸣 定理 可 以 推广 到 线性 算 子 族 ， 


引 理 2 设 X 是 Banach 空间 ,2 ‘<a( J XY) (ae 人 是 有 


界 4 线性 算 子 族 , 对 任何 (x1,…,xs)S 开工, 均 有 
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snpl Tt’ Ce, Tn) 1 < 十 Co) 


那 末 
suphl Ts < 十 co。 


证 n=1 就 是 普通 的 共鸣 定理 。 令 用 归纳 法 证 明 --- 般 的 情 
形 ， 对 每 个 a 有 TYEB( 下 一 再三 了 站 使 得 
TE, 站 T(x) {Tas yg za)y 
固定 2X 壬 , (x2， pz 互 ， 出 假设 
supl Th (2 (pay «ys 1) bE =suplTE (ry xn) | < oy 
理由 归纳 假设 , 对 任何 证 E 开 ,有 
sup]l T(r) < 十 co， 
注意 到 99 ,是 有 界线 性 算 子 族 , 根据 共鸣 定理 ， 
sup|z4 站 < 十 co。 
由 引 理 工 的 证 明 可 网 他 呈 下 二 及 全 和 因此 sup1 和 下 < 十 cc. 证 毕 . 
引 理 3 ” 设 X 是 Banach 空间 ,n 线性 算 子 T(z1,…, zw) 对 每 
个 变 元 z; 连续 (i 一 1,…, 区 , 则 Tea( x-Y) 
证 用 归纳 污 . =1 时 , 结论 显然 属 立 ， 设 对 =n 一 1 已 证 ， 
今 讨论 = 的 情况 ， 由 条 件 及 归纳 假设 ,可知 存 在 
7 cvea( HI XY) To (en EB (XY), 
使 得 


Ta Fp tna) = TD) ED Rap rs En) = TF ys a) (FI) 
因此 ; 对 jzxil 志 1, 有 


8&5.1 上 脏 射 的 种 分 37 委 


| Cx) (za ra) | 一 1 于 1 (ET xn) (x)l 
Tr £2) | 
印 ) Fas sn 国定 时 , sup 六 《了 功 (fp 机 | | 三 十 Co, 由 中 j 理 2 


上 他 (Cr) 《zs "yy Xn) fx hl, 


因此 ， 
IT Ce 2 EM ed 证 毕 ， 


下 面 我 们 给 出 高 阶 币 分 的 定义 ， 为 叙述 简单 ， 假 定 以 下 出 现 
的 表 上 过 式 都 是 有 意 交 的 . 
定义 ” 设 , 了 是 实 赋 范 线性 空间 , 岗 射 有 革 下 ,对 于 和 ; 
zu， 规定 了 的 弱 贡 分 为 
Df Cry ta) = DCD I) CFS Ws os We) Hn) 


如 果 存 在 pef(z) ss( HI Xe 使 得 


下 FT 
则 称 D(z 1…s 4 为 上 阶 有 界线 性 呢 微 分 . 
定义 设 革 ,了 为 实 峰 范 线性 空间 ,规定 映 英 有; 耳 一 了 的 # 腊 
泽 微 分 和 区 阶 强 导 数 为 
of Crd a) Ef) CRS His rs Hn) Wa) 
fOr) = Cf") Cr). 


如 果 存在 onf sa( 亚 Xr) 使 得 


dF Cs tis ns 一 人] 人 
则 称 Cz; …, Vn) 为 74 阶 有 界线 性 强 微 分 . 
由 5.1.2 定 理 2 即 知 如果 在 xz 的 某 邻 域 中 ，d*f (x) (EE 二 
IT …sR 一 1) 的 存在 且 强 可 微 , 6" (?) 存 在 ， 则 了 在 x 处 具有 直到 
及 阶 和 的 有 界线 性 弱 拍 分 ,而 且 D*f 了 (7) 二 Ar 了 02), 
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高 阶 微分 的 概念 比 一 阶 微 分 复杂 得 多 ， 下 面 ， 我 们 仪 考察 在 
一 个 开 集 上 强 可 徽 的 情况 ,这 是 最 常见 的 一 娄 条 件 . 
3 引 理 4 设 纺 是 开 集 ,在 马上? 辽 强 可 徽 , 则 
dnf {rsa nn) Of Cts i)s 
其 中 全 是 全 全 的 任何 一 个 排列 . 
证 用 总 纳 法 .对 R=2, 先 设 了 = 民 ,着 了 为 二 阶 强 可 微 , zxE 
人 ,2 2 三洲 窒 
站 一 [了 (十 芋 十 多 —f (s+ —[Lf et —f(e)], 
由 5.41 1 定理 1 , 必 有 434E50,1], 请 足 
A=aAf (r+ tu 中) —df tt Eu, 2 
由 了 的 可 微 性 ,得 
dj (z+ ps) —df zn) — Eu, 0- 忆 (py27 


法 中 
7 
im (1) 
Rv, Au) =ARCY, 1), (2) 
这 样 


A=[af (sty tw 2 —af (zu) | — {Ladf tz tn, —af {tz, #)] 
= (ru ot TR iv DD wu DD — RGY, Yu) 
= uv) Rt tu DD — Rw, 4). 

由 A 关 于 如 乡 的 对 称 性 , 又 有 
A v0 Rt ty, 0 — Rv, 0). 
分 别 用 zw, ds 代替 4 vv 利用 微分 的 线性 及 C2), 即 得 
afr; us 0) — Fr ,0 


=- 邢 LRCCu+ 人 5) — Rw, 0) RA LD ,WD) 


RM, ¥) 1], 


的 汪 人 
由 (1D,40 时 ,上 式 有 有 边 趋 于 0, 政 而 
df Cr 0) 一 古人 信和。 
若 了 是 一 般 的 实 崭 范 线性 空间 , 任 取 weEF*， 用 gef 代 想 大 
利 几 于 二 次 强 可 微 时 , of 二 次 强 可 微 , 且 
dpof) (zo) = pdf Cr; v0)), 
由 前 面 移 证 明 可 知 
dpof} ri =A Pof) (x; 9, 0), 
从 而 PET OT 0) 二 (ECV, 0)) ,因此 
df (x 0) = Cr vb HD): 
现在 设 下 zy) 基于 而,"…,W4 对称, 由 于 
Bra pr) = CTY Hiss Hes Wy Ht 
= {CTS Ws M1) Her ls UE) 
= TI ss Hey Bes WE) 
由 妇 钠 假设 ， 易 知 本 za 关于 ap 二 对称， 证 
毕 . 
定义 设 zs 1] XY ) rew as = 了 (ay ya 对 


一 切 和 onE 成 立 ， 其 中 全 是 人 > 细 的 任 一 排列 ， 
虽 称 史 是 有 界 对 称 nt 线性 算 子 . 

定理 1 设 允 是 Banach 空间 , 开 集 吕 王 总 占 射 产品 一 了 在 
号 上 8? 阶 强 可 微 , 册 在 昌 上 存在 对 称 的 f(z) ;如 时 "(2) 在 人 
中 连续 ;由 D(z) 在 介 中 存在 ,和 且 (x) (2)， 

证 由 引 理 4 8 了 (za ya 关于 轨 ，…yan 对 称 ， 从 定义 
可 知 , 它 甘 于 ;连续 ,因此 ,关于 每 个 4 连续, 再 根据 空间 的 完备 
性 , 利 几 引 理 3 ,得 吝 了 (下 册 ;… Ws) 十 有 界 的 # 线 性 算 子 ; 即 存 在 


对 称 的 2d" 站 (2) sa HI ZX 
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如 果 gf) 在 台中 连续 , 今 玫 归纳 法 证 明 (7) 的 存在 性 ,mn 
二 1 时 结论 显然 ， 设 结论 对 2 一 1 成立, 由 上 面 的 证 明 可 入 存在 对 
称 的 本 -FF(z)， 且 易 玩 站 (2) 二 (a 有 (C7), 所 以 全 连续， 
出 归纳 假设 ， 


od f(z) 一 了 (3 
设 工 一 {z 4 Ga az) 0< 过 上 J 玫 2 由 于 gf 连续 ， 可 
以 考察 积分 
| Ef Cn)as=) EF tv)) me) et 
=dn-1f (xa) — df (21) 
=f" 0 (2) f(g), 
由 此 可 知 , 对 如 中 任何 封闭 折线 0， 
| Ef Cr) 70, 
由 5.1.2 定 理 3 及 其 证 明 可 知 ,zej (x) 是 映射 


1 "oo H Xo7) 


的 导 陕 射 ， 即 避 站 2 二 性 (2) = 了 (2) 证 毕 ， 


5.1.4 Taylor 公式 
这 一 段 中 我 们 来 推广 古典 分 析 中 的 Taylor 公式 , 即 证 明 % 阶 
连续 可 微 的 陕 射 可 以 用 #8 次 多 项 式 # 阶 逼近 . 
设 XX, 了 为 实 赋 范 线性 空间 ， 对 re( TX) 记 
Tu —T (uy, ‘ss 
个 


其 中 we 藉 . 
定理 1 设 六 为 实 苹 范 线性 空间 , 凸 开 集 台所 总 , 如 果品 上 害 


义 的 汉 阴 具有 名 阶 连续 的 强 导 数 ，z,x 十 ueQ， 那 末 必 存在 9， 
0 二 <1, 使 得 


Fez 干 = Df (x) Jut+ Lf {x + One, 
让 二 少 " 


证 记 gf 站 = 了 (x 十 1D),P 是 通常 的 数值 函数 , 且 则 假定 , 它 
具有 # 阶 连续 导 阴 数 , 又 
PH) Ne Fa), 
对 于 pp 使 用 普通 的 Taylor 公式 , 便 得 0 过 8 亏 1, 袖 足 


fc =9(1)= DP V0) 上 二 po) 
i : 
nl i 
一 wi 二 坟 f(z 十 8w)u", 证 比 ， 
0 ， 


定理 2 设 X,7 为 实 赋 范 线性 空间 , 凸 开 集 CX,，f: 9 一 
了 , 耶 在 映 鞋 具有 nn 阶 过 续 的 强 导 数 ,x,x -HwE9, 闭 未 


2a-11 
f(rtw = ot (+ Ry), 
Hey 


1 ! Ail 者 六 
Bw = 【1 £) Lf: Ft ] At 


= (2) Ju" ollul"), 


证 2=1 即 5.11 定 理 1 的 已 有 结论 , 设 对 R= 上 定理 已 证 ， 
1 (连续 ,对 了 (利用 归纳 假设 ,得 到 


下 一 1 


f(t) = TEL) I Cm) + 本 (加 ， 


主 二 节 


RW = Tor, 一 ss -if uri (yt stu)] ta tis 
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= toddeul’), 
由 5.1.1 定 理 1 可 得 
ft f(D = | (et toudt 


1{5—1 1 , ， 
=[ "2) J Ct + Rs Ctudt 
一 1 i) i i 0 
-at (x) J] 十 | RICEwuat, 
其 余 项 表达 式 为 
| a Cue 
0 
={ a ts).a —s)*-1[f tt0 (r+ stu) (fu)rds Ys 
=[ Qt ‘hey | (t—s)*- ‘fo 0 (et en jnias | 


-| a 一 1 [fr eu) ut tds | 一 


= 站 | a — sa) et (yt so) ] 2 全 8 

由 归纳 假设 中 余 项 的 另 一 形式 , 有 
{ 本 (tai -| .时 [ oOD]Gae+oCltul9 ad 
各 


一 全 人 oa， 证 哩 


5.1.5 等 级 数 
投 mw 是 对 称 的 有 界 4 线性 算 子 (R= 二 1,2,…'); 称 形式 无 穷 和 


f(r) = Sanr” 


5.1 肌 射 的 徽 分 7 
为 震级 数 ， 为 了 后 面 的 应 用 ,这 一 段 将 讨论 震级 数 的 收 北 性 ,连续 
性 及 可 微 性 ， 先 建立 两 个 简单 的 引 [ 香 ， 
3 引 理 1 设 70) 是 有 次 实 多 项 式 ， max 1700) | 志和 Y, 则 
[gC0) [Mn + 
证 刘磊 民有 全 一 DT 为 正光 Legendre 和 多项式, 则 有 


p= Diaryls), 


其 中 @.=2 守 1 265aCODa， 由 于 lS1 时 [ED) [1 


故 


lanl Mat = (24+1) NM, 
—1 


又 由 于 | (0)1 < 及 故 
PO =1 Bab (OEM ZTEGE+ID) 


Mn 1)t. 证 毕 . 
引 理 2 设 是 对 称 的 有 界 % 线 性 算 子 , 则 有 
(Ot")" = REGnd 
证 由 计算 
Gn (XU "CRONT 1) 
— Crgnt" 二 0), 
这 就 证 明了 引 理 。 证 毕 。 
设 了。 是 对 称 的 有 办 二 线性 算 子 , 记 
下 了 由 二 ,Su sz 
显然 , | 川 z. 用 委 李 1. 
定理 1 设 有 逢 级 教 
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f (2) = Slaw, (1) 
n= 
记 po 一 Gm 是 es Is- 册 对 Pp 之 ps， 级 数 (1) 在 上 4| 志 p 中 一 至 
收 化 ,而 且 , f(x) 在 1 上 [<po 中 强 连 续 , 强 可 微 
了 (2) = Yoszeri 《2) 


证 设 P<po 取 e>>D 使 P= po(l—e), 再 取 自 然 数 译 ， 使 


n>N a 由 ?< 于 是 , 当 1z|<p 时 


laaw"| 志 as lah"< (HE) Cpoll—e))"= (1—e’)s, 


故 级 数 之 ,|aoz"| 在 jzj 和 ao 中 一 致 收敛 ， 从 而 (1) 在 1x 所 p 中 按 


范 数 一 私 收敛。 易 知 f(z) 在 |z| < 过 po 中 强 连 续 . 

为 正明 f(z) 在 1zl 志 ps 中 的 强 可 微 性 , 由 引 理 2 , 仿 数 学 分 析 
可 知 , 只 要 对 任意 的 p 二 pos 证 明 级 数 (2) 在 jz1 所 # 中 也 是 一 致 收 
化 的 , 这 又 只 要 证 明 


Ha lle, NT onl. (3) 


对 |z| = bi 一 于 ,由 Hahn-Banach 定理 可 知 ,存在 JEY*，|f| 
一 1 使 得 
finarr™ lw) =|na,z"-wl. 
令 PH) =f (tan (zt 和 人) 则 汰 |#|< 志 1 时 ， 
ON SAULEARIEE A 


< lol (1+3) < 有 co 由。 
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但 p00 一 fr 二 Taaaz" 2 全 所 以 由 引 理 1 ,得 
Tagnzr™ ylsE3 (nt 1)° 1 a ll, 


于 是 ,对 |z| 专 1, 有 


Raans" = sup 
上 上 


[sec =<32 人 4 十 1)s 川 ws 用 ， 


因此 
上 nai = 二 ,SuB， |noar™ ncnt 1)3 | a | 


这 就 导致 (3) 式 ， 证 毕 
注 “用 上 面 的 定理 及 (3) 式 可 知 , 每 级 数 YVnasze-: 在 |z| < 


pe 中 仍 是 强 可 微 的 , 因此 ， 轿 级 数 (1) 在 1zt1 二 po 中 是 无 穷 次 强 可 
向 的 . 

系 设 了 是 Banach 代数 ， 则 在 五 的 单位 球 肉 部 (zi1 志 1) 中 ， 
(I 一 2) 是 无 穷 次 唱 可 微 的 ， 


证 在 (xE<DD 中 , (1 一 2) 1!= 这 yw" 利用 上 面 的 注 即 得 结 


8$ 5.2 隐 函 数 定理 


反 孙 数 定理 讨论 非 线性 鼎 射 的 求 逆 问 题 ,这 个 定 建 指出 ; 由 某 
个 线性 方程 的 可 解 性 能 导出 非 线 性 方程 的 局 部 可 解 性 , 确 线 地 说 ， 
它 就 是 非 线 性 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 如 果 考 察 含 参 变量 的 方 
程 ; 反 消 数 定理 又 被 推广 为 隐 驳 数 定理 , 它 说 明 在 适当 的 条 忻 下 初 
始 解 可 按 参 变量 唯一 连续 地 延 拓 。 隐 国 数 定理 是 分 歧 惠 论 的 重要 
基础 ,后 者 是 当前 韭 线性 活 国 分 析 的 中 心 课题 之 一 ， 


82 弟 坪 章 ” 非 线 性 映 对 


5.2.1 GCG? 映射 


先 给 出 C0? 映射 和 0 微分 同 胚 的 定义 . 

定义 ” 设 苹 ,了 为 实 赋 范 线 性 空间 , 2 为 非 负 整数 ， 开 集 人 C 
芯 , 映 射 了 昌 一 了 称 了 为 C? 映射 ,对 7 二 0 是 指 了 在 名 上 连续 , 对 
gm>0 是 指 了 在 从 上 具有 了 脐 连 续 的 强 导 映射 f(z). 

如 果 如 ,站 分别 是 了 ,了 中 的 开 集 , :UV 是 双 射 ， 而 且 了 和 
于 均 为 0O? 陵 射 ,旧称 VU->V 为 C? 微分 同 胚 ， 

如 果 如 ,了 分 别 基 于 , 了 中 的 集合 ,了 :UV ,zoEU, 又 设 存在 z， 
的 邻 霹 6 及 了 (xo) 的 名 域 站 ,使 Uo=>Vo 为 C7 微分 同 有 ， 则 称 
f:U>T 在 x 局 部 C? 微分 间 耻 . 

如 果 fi:U=7 在 区 中 每 点 局 部 07 微分 同 豚 ， 原 称 在 局 局 
部 CC? 微分 辣 奸 . 

下 面 的 定理 指出 ; 在 完备 空间 中 ， 由 局 部 0? 微分 同 胚 可 诱导 
出 一 个 线性 拓 丰 同 构 . 

-定理 1 设 卫 ,了 为 实 Banach 空 间 ,U 是 蔷 中 开 集 , x0EUV, 2 之 

1 如果:U->Y 在 zo 处 局 部 0? 微分 同 肽 ， 则 六 (zo); 芝 -> 了 具有 
有 界 道 算 子 . 

证 因为 了 在 xz 处 局 部 如 微分 同 睛 ,所 以 存在 mm 的 邻 域 机 
及 fs 的 邻 域 Fe， 使 得 Uo 为 0? 微分 同 胚 ， 记 g= 了 了 
VYo>UVo; 则 有 

Cgof EIE a foo 的 (的 一 护 
其 中 xEUVos 8EVo, 由于 有，9 均 为 0C? 映 射 , 利用 求 导 法 则 ,得 淹 
[9 Cy0) [LF Cr) =ixr, [Lf' Cro) [Ly Co)]=Ir, 
广 意 到 六 (xz0)EB( 芋 -> 了 )y 根 据 逆 算 子 定理 即 得 
[fF C200] =g (0) = 9 (f(z)EBCY >X). 证 毕 , 
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5.2.2 隐 函 数 存 在 定理 


定理 1 ( 隐 范 数 存在 定理 ) 设 卫 ,了 , 2 均 为 实 Banach 空间 ， 
纺 是 大 xy7 中 的 开 集 , (x0,902S 人 2, 了: 吕 > 加 是 连续 映射 , 且 满 是: 
了 lz; 拉 对 变 元 zx 强 可 微 ,f(z; 拉 在 Cz, go) 处 连续 ， 
fxtToy 0): 下 名 县 有 有 界 禾 ， 
fros y0) = 0, 
划 存 在 7 二 0, 65>0, 使 得 i，y--g| 过 5 时 
f{r, ¥)=0, (1) 
在 jx 一 zol 之? 内 存在 唯 -- 的 连续 解 z 一 9( 拉 , 满 是 zo 一 9 (9). 
证 (i) 因为 芒 (zo op): 卫 -> 具有 有 界 逆 ,所 以 存在 可 疡 0， 
使 得 
LLfs Co go0) 3" 所, (2) 
由 于 fi(% 抱 在 (x0; 39) 连续, 战 能 取 到 7 一 0, 5 二 0, 使 得 12 一 zol 委 
?TY 一 的 <6 吐 


[fC —fe Con #0) < 入 (3) 
又 由 了 (zo, 妇 连续 ,还 不 妨 设 iy 一 i <6 时 
和 
1f xo, D1 a (4) 
Gi) 今 证 1y 一 go <8 时 
PT)=T— [f(r0, 90) 1 fz, 的 (5) 


在 [z 一 2 二? 内 存在 唯 - -的 不 动 点 z*, 它 显然 落 是 (x*, 四 二 0. 
首先 ,用 了 的 陈 法 可 知 1z 一 zol sr 时 
fp) — rol Ip) — Pyro) d+ |pr teo) 一 年 上 
< sup eyCr)ffz—af tt bEf' ro yo 下 了 (ro 的 


lz—za lc 
< 人 
所 以 py 几 1z 一 msr 到 1z 一 zol < 之 中 . 
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其 次 , 又 由 7 的 取 革 可 得 1x 一 xol 所 ?时 
Ppy Ce) = —[fs e090) 1 (2, 9) 
Lf, Cro 90)1 fe Cro yo) —feCzs < (6) 


这 就 说 明 gy 在 lz 一 zol 所 7 内 压缩 . 

由 压缩 映射 原理 ，]# 一 yl < 时 erf(z) 在 1z 一 zolssY 内 存在 
唯一 的 不 动 点 ， 记 为 Y 一 色拉 由 上 面 的 证 明 可 以 看 到 这 个 不 动 
点 满足 ! z 一 zl <7 又 由 唯一 性 得 到 10 二 9 (C80). 

Gii) 最 后 证 明 sz 一 9( 引 在 1y 一 名 | < 内 连续 ， 更 1 扩 一 提 < 
6, | 也 一 加 | 一 62 一 9 的 zs 一 9 其 中 一 zol <r ,jz 一 2 < 
7, 于 是 

fw — x = Hopy, Cx) — rs CX2) 
ley, (7) — pu x2 + os, (22) — pr Ca) 


| + lor (zs 一 Py,z2) b, 


这 里 最 后 一 个 不 等 号 是 (67? 式 的 结果 ， 和 由 上 式 得 到 
[gC8) —9 (92) 8 = Bx —z2f<2| py, (22) — pya (xs) B, (7) 
由 了 的 连续 福 可 知 六 一半 上 Py, (72) 一 yA》 1 一 0; 所 以 了 连续 ， 
证 毕 . 
作 函数 存在 定理 的 特殊 情况 是 反 函 数 定理 ， 
系 假设 及 ,了 起 实 Banach 空间 ， 旭 是 至 中 的 开 集 ，zoE00， 
f: 昌 >Y 是 CC 映射 , 且 满 足 
了 (go : 王 ->F 具有 有 界 道 ; 
yo= f(x0); 
则 存在 7>0,6>>0, 使 jg 一 扣 1<6 时 ， 帮 z):=3 在 |z 一 xol<<7? 内 存 
在 唯一 的 连续 解 了 一 纹 殷 ， 误 足 加 一 8 ， 


§ 6.2 隐 函 数 定 更 1 
证 ”在 定理 1 中 取 台 = 了 ,Fr 的 一 大 2 一 # 名 可 . 


#.2.3 隐 阔 数 的 可 微 性 
为 方 估 起 见 ， 先 讨论 反 绩 数 的 可 徽 性 、 下面 的 曲 部 反 国 数 定 
理 给 出 了 局 部 微分 同 胚 的 一 个 判别 准则 ， 它 可 以 看 作 5.2.1 定理 
1 的 道 , 
定理 1{ 局 部 反 范 数 定理 ) 证 和 ,了 中 实 Banach 空间 , 马 是 
斑 中 的 开 集 ,$$ 汪 1, 了 :人 了 是 C7 映射 ,zo05 号， 若 六 (X07) : 汪 一 了 是 
线性 拓 补 同 构 , 则 了 在 zo 为 局 部 Cr 微分 同上 胚 . 
证 取 名 = 了 ,了 (zx, 四 一 (7) 一 #， 藻 用 定理 2 证 明 中 的 记 叶 ， 
由 定理 2 的 系 可 得 存在 7>0,6>>0， 合 iy 一 各] 之 6 时 及 7)=-¥ 在 
iz 一 zol <r 内 有 唯一 的 连续 和 解 *+= 二 4D; 满足 #6 二 (xo》， 
人 先 证 9 在 多 | 用 一 癌 | 志 人 ) 内 强 可 微 ， 旦 在 此 开 球 中 9 ( 扮 
连续 . 设 [y. 一 | 过 6, 15s 一 | 过 5, 记 
w= — gy2) — LF C9) 9 一 go)， 
设 9, 二 了 (C20) ,如 二 f(x2), 其 中 一 ol 和 ? ,和 zs 一 zo syy 刚 | 
tel=Ee mz Lf C2) 1] LF Ce) —F (C22) 1} 
IF Cx) Ha) —f C20) 一 六 (za (F122 (1) 


因为 
EFCE)D := CI [Ef 8) FY) C0))) LF 20) 3 
(2) 
又 由 5.2.2 的 (2), (3) 两 式 , 可 知 
FCF Gro) I Fr) fF Cr))] < (3) 
所 以 
TO [Ff 2) Fr) 20))) -2, (4) 


由 5.2.2 的 (2) 式 和 上 面 的 (4), 即 得 
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MFC2Y] 2M. (5) 


由 于 7) 在 x; 处 强 可 微 , 由 C1) 和 (5), 得 到 
lo =ol]z,— 221), C6) 


及 由 5.2.2 的 (7) 式 和 上 面 的 (5)， 
Ie 一 zj <2 py, (72) — py, C21 
=21[0f (G0), 一 ga <2 ys, 
所 以 ,由 (6) 可 得 
lol=oly,— $0), 
这 就 证 明了 8 (六 在 jy 一 3ol 二 6 中 强 可 微 ,而 且 
gn = (gD. (7) 
因为 f(z) 连 综 , 由 (5), 上 1 一 zof 志 7 zs 一 zy 时 
[Lf G2):— LF ea) dl Ge) CF Gra) Ce) 
—f' (rz) IAM] (za) —f (x) ], 

所 以 [了 F(z)1"! 连 绪 . 

四 于 ( 纺 二 [了 (9( 扩 )j 而 [FCG2)] 及 9g(y) 均 连 续 ， 所 以 
9 (力也 是 连续 的 . 

《iiy 再 还 8 是 02 映射 由 假设 是 O77 映射 ,在 个 中 己 证 g 
是 0 凡 射 设 训 pp 时 9g 是 信 映射 ,为 证 明 g 是 Cr* 觅 射 , 只 要 
证 明 g'( 妨 二 [F900)J71 是 C7 映射 ,为 此 又 只 要 证 明 [ 了 (Xz)]1"' 是 
位 映射 ,这 可 由 (2), C3) 及 5.1.5 定式 1 的 系 得 到 . 证 毕 , 

定理 1 中 的 点 za 可 以 换 为 某 个 紧 集 ,这 就 是 下 面 的 

定理 2 设 了 ， 了 为 实 Banach 空间 ，f: 下->Y 是 0? 睦 射 ， 
?了 主 1。 如 果 紧 和 集 对 己 全 ,fH>f 了 CMH) 是 双 射 ,日 xE 巩 上， 了 (2): 
和 ->7 基线 性 拓 扣 辣 构 , 则 存在 届 的 邹 域 吕 及 (型) 的 侣 霹 六 ， 使 
得 了 :VT 是 0? 微 分 同 胚 , 

证 0G) 首先 ,证 明 有 懂 的 邻 城 ,使 在 0O 上 是 前 射 匣 不 
然 , 有 322 YYR Et 人 可) -0D Pp (x90, 型) ->0, 时 满足 
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2 0) = (x). 
取 约 ), 5g9 挝 肛 ,使 得 
Pu —zr >0, 一 了 | 一 人 
因为 型 紧 , 所 以 可 取 收 教子 列 , 不 妨 设 有 一 2 中 EE， 坊 ?5 全 
如, 同 而 z 人 一 2 

由 f 的 连续 性 及 了 (x3) 一 了 (x 人 ,得 f(z 中 = 一 J 了 (zx 四， 因为 f 
在 寻 下 是 驱 射 ,所 以 x 二 x 中 一 pWY, 

这 样 ,得 zs 名 二 2 ore 一 YI 一 > 且 了 (7 二 了 (xz5， 加 了 在 = 
附近 不 是 一 对 一 的 . 但 xEWM, 所 以 了 (7); 卫 > 了 具有 有 界 道 。 由 
定理 1, 了 在 4 处 为 局 部 微分 同 胚 ,此 为 开征 . 

(ii) 由 定理 1， 对 xe， 有 x 的 分 域 UCO 及 所?) 的 邻 域 
Vs 使 得 Vs->Vs 为 07 微分 同 且 。 令 


v= [5,, v= 1]r,, 


EM FEN 

则 了:U>V 是 局 部 C2 微分 同 朋 ， 因 为 f(02D = 二 Fs。， 所 以 了 四) = 
,从 而 了 :VU->F 是 满 射 ， 又 因为 了 CCO， 故 而 了 还 是 了 上 的 单身， 
所 以 了 :UV 是 同 豚 , 从 而 即 是 撤 分 同上 是 .证 毕 。 

下 面 ,我 们 利用 定理 工 讨论 隐 范 数 的 可 徽 性 ， 

定理 设 玉 ,了 ,2 为 实 Banach 空间 ， 人 为 下 x 了 中 的 开 
集 ，(zoy gE p>1， ff 六 为 C0? 映射， 了 (0 3) 二 0， 了 w(tos 
90) : 买 一 号 具有 有 界 逆 ， 则 存在 7> 盖 0，6>0, 使 得 jy 一 拓 | < 时， 
方程 


f(z,#)=0 
在 fz 一 xof 过 7? 内 存在 唯一 的 解 z=9( 引 ， 福 是 xo 一 9 和 9)， 而 刁 
8 (的 在 4 一 名] 一 上 内 有 卫 阶 连续 年 映射 . 
证 “” 作 映射 p: 一 Fx 了 ， Pp (zf 失 二 (f(z; 胃 ,办 ， 由 假设 易 
向 具有 连续 的 jp 阶层 遥 射 , (x0, 910) 二 (0, 80) 而且 


388 第 五 章 ” 兹 北 性 品 身 


dgp (xo, yo) -人 (Toy 8 Eb fy {Xoy yo) 


:x xY—=2xY 
0 了 


有 具有 有 时 道 ， 几 定理 1 ,站 在 六 60， 当 | <6， 和 一 加 < 时 
方程 
PU 的 一 《2 3 
在 jz 一 2 和 ,1y 一 拓 | <r 内 存在 唯一 具有 PP 阶 连续 导 上 映射 的 解 ， 
取 sz 一 六 得 | 一 名 < 时 ,有 了 叭 一 的 解 了 = 红 芍 ,在 | 一 扣 | < 二 
丰 内 为 08 了 贞 射 ,zo 王 8 加) ， 员 48 的 ， 乓 王 (0 殷 ， 师 了 9( 乓 办 一 0 


$5.3 泛 函 极 值 


数学 物理 中 许多 问题 前 可 以 化 为 求 某 个 适当 的 泛 哨 史 的 极 
值 。 本 节 将 利用 81 中 建立 的 无 穷 维 空 间 微 分 学 的 工具 ， 类 似 于 
古典 分 析 ， 讨 论 泛 函 极 值 问题 。 我 们 主要 讨论 了 极 值 存在 的 两 类 
条 件 ， 一 类 是 与 泛 函 的 下 半 盟 连续 性 有 关 的 ， 另 一 类 是 致密 性 条 
件 , 即 所 谓 Palais-Smale 条 件 , 同时 , 我 们 还 介绍 了 与 后 一 类 条 件 
有 关 的 最 速 下 降 法 . 


5.3.1 泛 函 极 值 的 必要 条 件 


泛 函 极 值 是 数学 分 析 中 函数 极 值 概念 的 推广 . 
定义 ” 设 半 是 实 赋 范 线性 空间 ,了 C 下 ,2z0E 对, 是 定义 于 王 
的 实 值 泛 荡 ， 如 果 存 在 >0, 使 得 x 站 OQ (xo, 二 时 
pro) PT), (1) 
则 称 殉 在 zo 处 到 到 关于 xE 放 条 件 下 的 局 部 极 小 ; 如 果 存 在 > 
0， 使 人 1) 式 对 一 切 zE0(z, 引 成 立 ， 则 称 史 在 z 达到 和 无条件 局 部 
极 小 . 
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定理 1 设 了 是 实 赋 范 线性 空间 , 汉 阴 2 文 一 及 在 zoS 王 达 
到 无 条 件 局 部 极 小 , 丸 设 在 zo 处 是 线性 器 可 微 的 , 则 
Dolro) = 0. 
证 任 取 wE 有 ,因为 PP 在 wo 处 线性 蚂 可 微 ， 所 碎 准 | 麟 充分 
小 时 ， 
Prot tow) — pro) 一 二 op(zo 二 了) (2) 
又 由 于 罗 在 和 处 达到 局 部 极 小 因此 上 式 左 端 非 负 ， 记 <= 
[Dg (xo) Jw， 和 如果 #0， 取 与 6 异 号 且 |t| 充 分 小 ， 使 ot 二 
-号 [由 (2) 式 得 
a 
2 
此 不 可 能 , 故 只 有 ae 一 0 由 妾 的 任意 性 ， 即 得 Dp (zo =0、 证 毕 . 


OtLD9 (ro) Juto(t)<— lati+ 一 于 [et|<0， 


5.3.2 泛 函 极 值 的 存在 性 : 下 半 弱 连续 杂 件 

本 段 讨论 与 下 半 联 过 续 性 相 联 系 的 兴 晴 极 值 存在 的 生 件 . 

定义 ” 活 函 Pp: 卫 下 民 在 zxS 下 称 为 下 半 弱 和 连续 的 ， 是 指 x4 恰 
收 雍 于 x3 时; 必 有 limgp(lrn) 这 9p(z). 

定理 1 设 弄 是 开 中 罚 闭 旦 增 列 紧 的 集合 ，92: 于 一 到 为 下 半 
载 连续 泛 国 , 则 存在 zs 型 ,使 得 p(x0) 一 inf gx). 

证 记 c=infg(z), 有 {zs} CM, 使 得 pz 一 cc。 由 于 开明 
紧 ， 故 有 {zs} 的 子 到 {zn,} 回收 讶 于 某 个 元 zoE 开 ,但 型 能 于 ， 因 此 
zo | 

因为 ”下 半 能 连续 ， = lmg(r) plo), 但 上 是 下 确 界 , 必 
有 (ztzo) = 二 0 因此 5 是 极 小 值 且 ec>> 一 所 . 

系 设 瑟 是 自 反 Banach 空间 , 史 是 三 上 的 下 半 能 连续 证 国 . 
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(1) 如 果 形 盐 忆 的 有 界 能 闭 子 集 , 那 未 , 必 存 在 zoE 开 ， 使 得 
Pro) =infg(z). 

(2) 如 果 ， lim plz)= 十 oo, 那 来 必 存 在 zoE 蕊 ,使 得 ptzo) 
=infp(z). 

证 (1) 自 反 Banach 空间 中 有 界 弱 闭 集 必 弱 列 紧 ， 由 定理 
1 得 (1) 的 结论 . 

(2) 记 c 一 info(z)， 由 假设 ,存在 ro, 1z1 守 ro 时 ， 

Pr), 
取 并 二 {rz11 有 用 ?0} ,及 是 和 中 的 有 界 弱 闭 集 ， 由 (1) 可 向 必 有 zo 
2 使 得 9 (xzo) 一 邯 ptzo) 一 记 fo(z) 证 毕 . 

出 于 定理 1 需要 下 半 弱 连续 的 条 件 , 以 下 对 此 进行 一 些 讨论 ， 

定义 ” 设 征 ,了 为 赋 范 线性 空间 , 介 CX, 称 爱 射 1 从 > 了 是 紧 
映射 , 是 指 帮 号 ) 为 了 中 的 紧 集 ， 

定理 2 设 开 为 贼 范 线性 空间 ， 芒 国 9: 站 一 民 为 强 可 微 的 ， 
FCZ7)= 一 gradpfz) 是 紧 喘 射 , 幅 史 弱 连续 . 

证 如此 多 并 非 吕 连续 ， 则 必 有 {zs} 乞 蔷 ， 使 ww-limzn 二 Xo 
1o(z 一 pr) | 守 2>>0C% 一 1,2,…)。 由 中 值 定理 ， 存 在 5s&L0， 
1]; 使 得 

Oe — pr) |= |F (rot ra (rs —20)) Cs —20) |: 
因为 {zn} 有 界 ， F(X) 紧 ， 不 妨 设 了 (xo ralzs 一 x0)) -> #9EI*， 


于 是 
exxIF (sot ra (ra—£0)) (xa —To) | 


ya — 0) | Frot ra Ces — £0)) 91 zs 一 2 一 0 
这 是 矛盾 ， 证 毕 . 
下 而 讨论 凸 泛 函 的 下 半 器 连续 性 . 
定 匀 设 节 为 实 赋 范 线性 空间 ,如 CC 和 有， 称 映 射 用 寻 忆 下 * 是 


#5,3 六 困 援 慎 $61 
单 沽 的 ,是 指 对 和 任何 x;#E 如 ,者 
AF) f(D ,7 一 0, 

其 中 《zy 2 一 x*(CF) (rtE TR*, rER). 

设 有 泛 落 :名 王 丰 ,如果 对 生 何 x #E 旨 ,0 吃 1 扎 1; 有 

Pr FEtpE Oo gD , 

则 称 多 是 凸 泛 米 . 

定理 3 设 王 是 实 赋 范 线性 空间 , o: 下 二 民 是 可 微 映射 ,了 (7) 
二 gradqptz), 则 于 为 单调 映射 的 充 要 条 件 是 为 是 泛 冰 ， 此 时 , P 
必 是 下 半 弱 连续 的 ， 

证 首先 , 设 了 是 单调 映射 ， 对 x, 托 开 ,0< 委 1, 有 

itp)} + (ot PD ptr 二 一 DD 


-tan (2 一 2 (1—#)) 


PDD—pUrt ti 
TWD | (1) 


利用 中 信 公 式 , 易 知 存在 所 三 1,0 扩 rs 雪人 使 (1) 式 相 边 化 为 
it1—éi) fst (rN 
| 
ti fF ,2D, (2) 
其 中 吉 一 十 在 一 下 扩 用 一 区 十 《一 T 人 多， 注意 二 一 放 一 人: 一 za) 
(x 一 四 ;根据 了 单调 . 得 到 
CTE FAD, rrr E) 一 于 (及 D0 (3) 
因此 ,由 (1), (2), 《3) 即 得 
pltrst (tl DELPT) TP, 
妈 多 是 上 严 泛 函 . 
反之 , 设 多 古山 泛 因 ， 于 是 ,对 任意 的 xz, yEX, 0 所]， 
Pst 9) ey) pr) pp, 
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今 4->0, 得 
Cf EPE) ps {4) 
FOr) sp) — PE), (5) 
(4) 与 (5) 两 边 分 别 相 加 , 得 
Cf 0 —f7), yz.0, 
亦 即 了 是 单调 的 ， 
最 后 ， 当 了 单调 时 ， 对 任意 的 如一,z， 由 能 收 并 的 定义 ， 有 
《frz)am 一 光一 0, 手 是 


ve) — pz) = 人 人 fGtzs 二 一 归 om 一 人 本 
=| frat 《一 贡生 fF), ws zt) 


ez ms 一 2 > Fa 一 仿生 0， 
故 得 limgp (zw) 滨 p(2), 即 9 是 下 半 弱 连 绪 的， ”证 毕 . 


5. 3.3 最 速 下 障 法 

设 P5 是 赋 范 线性 空间 也 上 的 实 值 泛 函 , 且 在 艾 圭 是 有 下 界 的 . 
现在 , 试图 寻找 xz*EX, 使 得 

Pet) =—infg(z), 
如 果 这 样 的 z* 存在 ， 我 们 很 自然 地 设想 可 以 通过 下 述 过 程 求 得 : 
用 某 种 方法 构造 出 其 钞 闻 的 “ 极 小 化 "序列 {zo} , 即 取 {zn} 使 得 
limp (zn) = inf oz). 

假如 {sj} 收 煞 于 某 元 素 fr*， 9 到 是 连续 的 ; 则 z* 即 是 问题 的 解 . 

所 谓 最 速 下 降 法 就 是 对 完 分 广 的 一 类 渗 哨 构 造 极 小 化 序列 
{zn} 的 方法 . 
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设 zE ac # 寺 0, 我 们 把 


1 glrt iu — pr) 
Tal im 2 


(1) 


放下 二 
称 为 8 在 z 处 沿 方向 宇 的 导数 ， 记 为 5 (2). 如 果 58(z) 对 任 
意 方向 都 存在 , 又 设 存在 菜 个 方向 , 使 得 沿 这 个 方向 的 导数 是 极 小 
的 ,这 个 方向 就 称 为 9 在 x 点 的 最 速 下 降 方向 . 

假定 对 每 个 z 和 zss0，-52(z) 都 存在 ， 且 对 每 个 > 都 存在 最 
速 下 降 方 向 ,此 时 极 小 化 序列 大 臻 可 用 下 面前 方 歧 取 到 : 任 取 zoE 
XxX， 假定 已 取得 zw-j， 旋 函 9 在 ze 处 的 最 速 下 降 方向 为 w， 取 
ga 为 


yn-1 十 二 np {2) 
其 中 en( 实 人 中 称 为 下 降 慎 ,在 不 同 的 情况 下 , e, 有 不 同 的 取 话 . 
现在 , 设 马 是 赋 范 线性 空间 ，H 是 在 三 上 处 处 强 可 徽 的 泛 园 ， 
于 是 
(r=) = (区 
可 见 ,; 泛 函 在 zx 处 最 速 下 降 方 向 的 单位 问 量 应 满足 
ED = inf ,gz)(o， 
但 是 
inf pz) = — sup, C—p (rE) 0)) = —1e Cr)), 
因此 ,单位 向 量 乡 是 最 速 下 降 方 向 的 充 要 条 件 是 
和 (的 二 一 和 PCz7 (3) 
当 玉 是 Hilbert 空间 时 ，gp(z)EX* 一 及 ， 因 此 ，p 人 (7X)( 殷 二 
一 eCz)1 即 Cy，g(2)) 二 一 Jp"z)1， 此 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
一 (rz) 与 8 同窗 ,也 就 是 说 , 一 p(x》 即 最 速 下 降 方 同 。 这 了 时， 对 
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任 取 的 了 0 纺 其 取 


T= Xo— eg (to) 
于 是 
PT — PE = Pp C0) (FiO— 20) -FT OCT1— ro) 
= —elyp’ (zo) 位 -ofe)， 

因此 ,总 可 了 到, 使 g(x1) 二 p(z0); 然 后 ， 由 加 出 发 , 同样 取 芭 x， 
使 pCrs) 之 (zr),…, 依 次 下 类 就 可 能 得 到 极 小 化 序列 . 

定 发 ” 设 下 是 实 赋 范 线性 空间 ，xzos 开 ， 风 是 三 上 强 可 徽 的 论 
国 , 如 果 Cz) 二 0, 就 称 w 是 9 的 驻 点 . 

定理 1 变 疏 是 实 赋 范 线性 空间 , P 是 了 上 的 上 旺 可 微 泛 沙 ,zx。 
是 % 的 驻 点 , 则 (xo) 一 《7 


证 对 任何 非 零 元 uE 羡 , 由 中 值 定理 ,存在 0 所 8<<1, 使 


Pr — Pr) 一 的 (ro . hr) vs. (4) 
由 5.3.2 定理 3 ,9 是 单调 的 ,因此 
Pp (ro Oy (ro v= 0, (5) 
由 C4),(5) 及 % 的 任意 性 , 即 得 


名 (Yo =infp(). 
证 毕 , 
下 面 计 论 与 极 小 化 序 询 有 关 的 性 质 , 为 此 , 先 建立 一 个 引 理 ， 
引 理 1 设 瑟 是 实 赋 范 线性 空间 , PF 是 了 上 强 可 微 的 泛 函 , B 
是 蕊 中 一 个 凸 集 ; 工 汪 >0, 福 足 
jo (rg rls<Llr rl, x waEB 
则 当 2, 2 1 #€EB 有 


Ptepr) pe)+ Eade. 


证 Pri = Er) +{ vt tu 
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= tpt Cp Tt —p (2) ut 
ps) tt No ett gl] 
pz) oe) tr lal: J. 


在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 设 有 为 实 赋 范 线性 空间 ,Pp 基 互 上 强 可 
微 的 活 函 , xoEXX， 


= {rl p(t) p(tro)} (68) 
是 有 界 集 ， 
二 人 nenins 二 一 二 2 
共 中 器 是 p 在 2 -: 处 最 速 下 降 方 向 的 单位 向 量 , ev 满足 
Prat onus) = Ming(en-1 i tn). 7) 


定理 2 设 R'>R=suplzl, B= {zi zl 所 RR }, Pp 满 是 


log‘(z)—p' WL yl, zyEB (8) 
则 使 (7) 式 成 立 的 {] 满 是 (zs) 一 0. 
证 设 0<t 和 一 R, 册 ew 的 定 关 及 3| 理 1, 有 
名 人 ra) EP rn EM) EP rn tp (Fa) Hn + Dt 
出 于 是 最 速 下 降 方 向 ,故而 


I Go OF=— (uP) Dt. 


设 。 是 任意 正 数 , i<min(e, BR' 一 )， 由 名 有 界 及 条 件 (8)， 得 到 
{glzn)} 有 办 ,又 {pew)) 单调 下 降 ， 放 limplzn) 存在 。 当 名 充分 
大 时 ,二 (9(za-D 一 pC20) <e， 于 是 19'Cen-D1<a(14 寺 )》 
证 毕 . 

由 定理 2 可 见 ， 医 {zo} 存在 极 限 点 ， 出 此 极限 点 必 为 9 的 
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定理 3 设 X 足 有 限 维 空间 , 是 0C' 沦 函 ， 则 最 速 下 降序 列 
{zo 的 极限 点 是 驻 点 . 
证 由 于 出 惠 革 < 1 co 从 有 界 ; 均 {zw} 必 有 极限 虚 ， 设 站 是 
{xo} 的 一 个 极限 点, limzw, ==#. 不 妨 设 Jimwn,41 二 4 对 +>0， 记 


rolt ) 一 二 (pzne 十 tun) — Pan)) —P Tm) Urls C9) 


易 见 limrwkt) 存 在 , 记 为 x(t》 得 


r= ptt p00)) pu. 
因为 是 可 微 泛 于 , 故 
limr(#)=0, {10) 
由 于 {zy} 是 最 速 下 距 序 列 , 由 (9) 可 得 
PFs) = PLT En tdnt1) EP En, + Eds.+1) 
=p(rn) ti (a) Un tr EY) 
因为 #0 所 以 


— p(n) tn pt) Ps) tr (1D 


在 (11) 中 令 ->o0， 注意 到 Lim (gtxns) — plzn,t)) =0, 
Fa) Unt 一 一 (Fn) |; 即 得 
[y= 9 (Dr), (12) 


出 民 D 及 (12), 得 到 
2 (PD 二 0。 证 毕 . 


5.3.4 泛 函 极 值 的 存在 性 : Palais-Smale 条 忻 
在 讨论 兴 明 极 值 存在 的 条 件 时 ， 人 们 由 与 最 速 下 降 靶 相 关 的 
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著 谍 ,很 上 月 然 地 寓 出 了 一 类 紧 性 的 条 件 , 通常 称 之 为 Palais-Smale 
条 件 , 或 简称 为 PS) 条件. 

为 过 论 方便 ， 先 苔 出 一 个 基于 撒 象 微分 方程 初 值 问题 的 解 的 
存在 性 与 唯一 性 的 结集 ， 

定义 ” 设 廿 ,了 均 是 赋 范 线性 空间 ,了 : 玉 -> 了 , 如 果 对 任何 ze 
革 , 均 存在 60, 下 守 >0, 使 得 对 一 切 xi xsEO(0zo 6 均 有 

fz) fr) Ra rl, 

就 称 了 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 

引 理 1 设 蕊 为 实 Hilbert 空间 , gp: 六 二 RR 为 0: 活 晃 ， 且 有 
下 界 ,f(z) =8radep(z) 请 足 局 部 Lipschitz 条 件 , 则 对 任何 zoE 芳 ， 
方程 


= fr), 2(0) =m (1) 


存在 定义 于 [0, + co) 上 的 唯一 解 . 
证 对 Xo 忆 记 , 取 6>>0, 五 0, 使 PL ToEO (os 人 时 
【fr —f (ra) Kr 一 zz|， 
任 取 ga>0， 显 然 ，(1) 在 [0 中 上 有 解 z(t) 当 且 仅 当 0<t<a 时 ， 
z(t)=zo 一 | f(z(s))ds. 设 CCL0,q]>) 为 [0,q]> 下 的 连续 映 
射 爹 体 按 范 数 1z 用 二 suplzCt)1 所 成 的 Banach 室 间 ， 对 zEC 
([0, qj 天 ) ,规定 
(A (1) =00— | fs) a. 
计 zw s ¥ ECO, 5), 有 
i As—zo | lf CCe) YasCRO + (zo) hie 
lAz— A Kal 一列. 
可 见 ,只 要 & 充分 地 小 满足 
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[KS | Hf (Cro od, Kg<1, 

4 便 是 DCzw; 本 到 自身 的 压缩 映射 。 由 压缩 映射 原理 , 4 有 且 仅 有 
一 个 不 动 点 ; 即 方 程 (1) 在 区 间 [0, qj] 上 有 且 仅 有 - -个 解 2(). 

现在 , 设 解 <(4) 的 最 大 存在 区 间 为 (0,4*), 今 证 4*=o2， 

由 于 多 有 下 内 , 沿 曲线 z(t), 有 

SP) = 8) et) = DP, (2) 

所 以 ixt2)) 是 荆 的 下 降 亩 数 ,因此 ,plz(t)) 有 界 . 

对 于 0 过 二 过 t 之 有 


zt 一 xD1=| 全 04 | < eta 


=| teceplas [| tCV he] Ge 


-gee ] ao 


=[@e(t)) — Pt) (0d), 
因为 plz(t) 有 界 ; 所 以 存在 于 守 0, 使 得 
eC) —z NEM(t ri), 《3) 
着 坟 < 十 co, 由 (3)， tab* 时 ,各 ()} 是 基本 序列 ,日 lim_ z(ia) 


与 {t,j} 的 选取 万 关 , 设 2" 二 lim z( t). 


由 于 (2) 在 4* 处 仍 具 有 局 部 Lipsehitz 连续 性 ,由 本 引 理 第 
一 段 的 证 明 方法 , 易 知 妆 5 充分 小 财 ， 
空 一 —f(7), (1) =2* (4) 
在 |t 一 此 | <6 上 在 在 唯一 的 解 , 因此 , C1) 在 (0, 六 十 有 上 存在 唯一 
的 解 , 这 与 i* 色 定 六 逆 盾 .。 ”证 毕 . 
现在 引出 (PS) 条 件 的 概念 ， 
定义 ” 设 瑟 是 赋 范 线性 空间 , wp: 无 一 及 为 0! 泛 孙 ;名 忆 入 .如 
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果 对 任何 序列 {zs}CC9, 只 要 1P 人 有 界 ,o (zz 一 0 则 {z 必 有 
收 星 了 序列 ,就 你 PP 在 只 上 清 是 (PS) 条 件 . 

易 见 ,上 述 收 敛 子 列 的 极限 荆 必 满足 go (83) 一 0. 

CPS) 条件 的 竺 价 形式 为 : 车 8 为 0 这 区 {pl(2)|zE0D} 有 界 ， 
ipCz)|z€ED} 与 原点 的 距离 为 0， 则 在 吕 上 有 点 z* ,使 得 pz) = 
0, 

定理 1 设 有 为 实 Hilbert 空间 ,wp: 了 玉民 为 Oi 旋 国 ， 风 具 
有 下 界 , 旦 满足 (PS) 条 件 , f(z) 二 gradq(7) 满 足 局 部 Lipschitz 条 
件 , 则 gq 必 在 基点 互 达到 极 小 . 

证 因为 Pp 有 下 界 ， 圾 c=infp(x) 半 一 oo。 如果 不能 述 
到 下 确 界 c, 下 面 来 导出 矛盾 . 

首先 ,证 明 存 在 守 0, 使 了 (2) 在 集 

{xEX| prIEe He} 


内 无 零点 ， 若 不 然 , 设 有 znE|zEX1p (z)<e + 广 !, 使 得 f(z) 一 


0, 由 plz) 有 下 寞 及 条 忻 (CPS), {zs} 有 极限 点 了 显然 ，P(B) 二 0s 
由 达到 朴 小 值 c; 由 不 可 能 . 
取 2%0 人 {rEX]IP() 和 6 十 2}。 考 蹇 方程 
到 一 一 天) rt0) = oy 
由 引 理 1 ,上 述 方 程 存在 定义 于 [0, co) 的 解 z(t). 
同 引 理 1 的 证 明 , 由 于 多 有 下 界 , 且 
pt) = — {lf 有 
页 ztt 力 下 降 , 从 而 oztt 力 有 界 ， 再 由 王 wz) 有 下 界 , 故 
lim |f (2(£)) |=0. 


利用 (PS) 条件 , 当 大- 一 co 时 ,xz 有 极限 点 再 县 了 (一 0 
但 因为 p(x(1)) 单调 下 降 ，zoE{zEX 1g(z)<<e+e}j， 所 以 ， 
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ZKtDStYE 王 19(ZJ<SC 十 8)， 从 而 五 满足 P (5) 扫 5 十 2， 此 与 定义 也 
上 秆 ，“” 证 毕 . 


§ 5.4 Brouwer 府 


在 非 线性 方程 的 研究 中 , 往往 需要 估计 解 的 个 数 ， 虽 然 , 在 许多 场 
合 中 , 解 的 个 数 并 非 稳定 , 即 在 小 扰动 下 解 的 个 数 可 能 改变 ,但 是 ， 
大 们 发 现 解 的 某 种 “代数 个 数 ” 仍 然 是 一 类 稳定 的 数量 值 ， 这 就 是 
所 请 拓扑 度 的 概念 粗略 地 说 ， 拓 扑 度 是 一 个 与 映射 了 玫 区 域 纺 
有 关 的 问 值 图 歼 , 它 是 了 在 名 内 零点 ”代数 个 数 ” 的 基 种 稳定 的 度 
量 ，1912 年 ， Brouwer 对 有 限 维 空间 中 的 连续 映射 用 代数 拓扑 
的 方法 引信 了 Brouwer 度 ，1934 年 Schauder 把 这 个 概念 推广 
浊 无 限 维 赋 范 空间 中 的 紧 连 续 场 ， 建 立 了 Leray-Schauder 度 . 
血 扩 插 度 的 方 半 ， 很 自然 地 导出 了 Brouwer 不 动 点 定理 和 
Schauder 不 动 点 定理 ， 现 在 ,拓扑 庶 理 论 蕊 成 为 研究 非 线性 问题 
的 基本 方法 之 一 ， 

本 节 将 用 分 析 方 法 介绍 Brouwer 度 的 定 又 及 性 质 , 它们 是 整 
个 拓扑 度 理 论 的 出 发 点 . 


5.4.1 CI 类 映射 的 拓扑 度 


先 考察 一 个 简单 的 例子 . 
例 ! 设 f 是 定义 在 区 间 [o;8] 上 的 连续 可 微 实 值 函数 ,? 是 
某 个 实数 , 考察 方程 
f(2)=p (1) 
解 的 个 数 . 由 连续 函数 的 介 慎 定理 ， 当 ffe) 一 了 和 有 (9) 一 ?符号 
相反 时 ,方程 (1) 在 (a; 5) 中 至 少 有 一 个 解 ,但 解 的 个 数 经 过 小 扰动 
可 能 会 变化 ， 例 如 
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fr) = Tc 0 
在 (一 1, 中 解 的 个 数 , 当 c 由 负 变 0 再 变 为 下 时 ， 解 的 个 教员 
变 为 1 再 变 为 0. 
但 车 对 (1) 的 每 个 解 x 赋予 符号 signf (C2), 并 考察 它们 的 代 
数 和 (假定 f(z2) 一 了 时 天 (2w) 寺 0)， 


eg (Gy 六) 入) = >) signf Cx) (2) 
了 


{r= 
则 可 知 它 是 小 拢 动 下 不 变 的 ， 实 际 上 
了, 当 f06)>>7>f 了 O00) 时 ， 
deg( (ay Bb),P) =4—1, FD <FLA YH, 
0 ,当头 一 站 与 了 (0 一 8 间 呈 时， 
在 这 一 段 中 , 我们 将 根据 (2) 的 形式 定义 C 类 了 映射 的 拓扑 座 ， 
涛 方便 起 见 , 先 约定 若干 常用 的 记号 . 
下 面 ,对 ?= (2)SR", 取 |z1= max|zi|; 用 中 表示 R” 


中 的 一 个 有 界 开 集 ; C( 可 表示 如 到 RR' 的 连续 映射 全 体 ， 对 fEC 
《DD), 取 
ifE= max lf Ol; 
用 C*09) 表 示 0 人 ) 的 一 个 子 空间 , fE07 (全) 是 指 fEet5), 且 
存 企 了 在 一 个 包含 全 的 开 集 总 上 的 延 拓 7, 7 在意 上 具有 了 有 阶 的 各 个 
连续 偏 和 导数 ;对 fE0O (D0), 取 
Hh = e+ sop | 


1 1 Fe 


共 中 fx)} 一 {fi CX) Fy. 又 记 
Jo 一 ded he?) 


作为 (2) 的 直接 推广 , 光 圭 论 非 临 界 点 的 情况 . 
定义 ” 设 fECX 如 ), 如 果 Jy(x) 二 0， 就 称 z 是 的 一 个 临界 


» 


402 第 五 章 ” 非 线性 如 射 


点 , 临界 点 全 体 记 为 (如 ), 简 记 为 Z5. 
引 理 1 设 fEO'( 人 DO),pEfCZ7), 则 六 1(p) 二 {x|f(z)=8} 是 有 
限 点 集 . 
证 著 广 !(p) 是 无 限 集 ， 由 另 的 紧 性 可 知 ， 必 有 了 两 两 不 同 的 
点 组 成 的 序列 fyj 和 扫 , 使 得 zw) 一 Pi za 一 zy 于 是 ,zoE 品 ，j(azo) 
二 p， 由 此 可 知 | 
0 一 了 (zu 一 了 (zo) = (0) xn—xo) + ollzn—zol) (3) 
但 $8EF(27), 所 以 soeZi, 得 到 Jrfzo 关 0 这 就 是 说 广 (zo) 是 正则 
的 线性 算 子 , 从 而 存在 > 由 使 
(za) relrl, zER", (4) 
《3) 与 {4) 显 然 是 了 矛盾 的 ， 证 毕 . 
定义 ” 设 fEO1(D),pEf(3Q UZy)， 规定 了 在 Zp 点 关于 侣 的 
拓 打 座 deg(f, 42, 四 为 
deg(f, ,= 2 signJs(s). 
卫生 六 -1 于] 
因为 FEf(2D 由 引 理 工 可 知 右 端的 和 式 只 含有 也 个 项 . 
如 果 用 工 表 示 重 等 映射 ,由 定义 立即 可 知 
1, YpEN, 
0, YPpERQ' 
这 个 性 质 也 称 为 折 征 度 的 标准 性 . 
定理 1 设 fcC(5)，2E7(2rU39)， 则 存在 6>>0, 使 得 gEO! 
C0), 1f gh < 时 , peg (Za), 
deg (g, 22,0) =deg(f, 4, 9). (5) 


deg (1, (1, 9) = : 


证 先 设 f"1(p) = 多 . 易 知 只 要 取 6= 志 pCpf(D), 当 1f -gl 


< 时 , 便 有 
19Cz) 一 由 >>6， YrzED, 


4 Broawer 麻 03 


因此 ， 9g!(2) = 多， 由 定 光 即 知 
degtf, 4 下 一 Qegd9 2, 2) =0, 
一 般 地 ,由 引 理 1 可知 , 不 妨 设 了 72) = {eb ez， 现在 , 设 
法 取 正 数 7,6, 使 得 B=0O(a;,7) 互 不 相交 , 且 gs01CQ)，4f 一 gl 


EK 
过 6 时 , 9“(p) 忆 Bi,9 (7) 与 每 个 Bs 的 交集 均 为 单 点 集 . 
乱 取 ro 1>*ro0 使 ?= 二 ro 时 BB 互 不 由 交 ，BB 门 (300U 21) 
k 
二 名 二 1,…*, 科 ， 于 是 EE U BH JT) |>0. 由 于 ?EF (2y), 


后 
这 是 可 以 办 到 的 ， 记 上 才 一 sup{ 户 -2 和 xj 丽 } ,由 pEF(a9)， 


4 


再 取信 > 沁 0, 使 |f 一 911<50 时 , ?E939), 且 zE 时 ,475(z)1 


>0, 1 (2) 2H. 


g(x) 一 由 (6) 

的 解 ， 暂 时 记 5 二 0,z 二 x 一 6, 则 06) 又 可 写成 
gotost a — (z= p, 《7) 

但 9'(D 是 可 道 的 线性 算 子 , 所 以 0) 又 等 缠 于 
z=[9 0] [pg +o) to az]. C8) 


记 于 (2 一 [ge)]-I[2 一 9(z 十 四 十 (0)z]。 令 证 当 7,8 充分 小 
是 ,是 000,7) 到 自身 的 正 缩 算 子 ， 实 际 上 ,对 yzE000,7) 由 5. 
1.1 定 理 1, 可 焕 存 在 0s 和 委 1, 使 得 
IT(2) 一 人 (的 
=lg' (a) [8 人 十 四 一 9 人 十 加 一 9 (805 一 的 了 
过 198 (的 是 [9 《8s 十 代 一 的 十 本 一 六 (Co] (zs 一 及 于 《9) 
又 由 于 人 (0) 一 gy (9) "Tp 一 9 (0)); 放 令 ( 四 中 y=0, 得 
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lr CD tg Gzto—o Dztl oo) 《10) 


取 正 煌 7 过 ro 使 zE0OC0,7) 时 , [f(z ta)—f'(a)| < i = 


再 取 正 数 由 使 6<10 却 ,于 是 ,由 三 角 不 等 式 可 得 , 当 纪 260C67) 时 
[Tel<$7, (11) 


[rz—Ty < zy, (12) 


由 于 纺 映射 定理 ,方程 (8) 在 000,7) 中 有 了 唯一 的 解 , 四 (tb ， 实际 上 
此 解 属 于 000,7)， 这 就 是 说 ;19 一 佛 ,6 上 时， 方程 89%) 二 7 在 诸 
B; 中 分 别 有 且 仅 有 一 个 解 . 


[3 
取 >0, 使 xEF== 台 和 B; 时 ,1f(x) 一 ?1 之 e, 必要 了 时, 缩小 
i=1 
8, 使 z EQNHIf(z) 一 9 1 一 到 e， 于 是 ,xEFH, 9Ce)- 一 下 > 


即 有 9 (DC U8; 又 虽 | Bi 中 没有 5g 的 临界 点 , 故 PE8(sn， 
[9 i=l1 


deg(g, QD= DD) sign(Tytr)) 


SETTLEY 


亚 
一 > signJy(a) =deg(f, 92,7). 证 毕 ， 


5.4.2 几 个 引 理 


为 了 消除 拓扑 度 定 义 中 pf(2Zs) 的 限制 ， 需要 作 一 些 准 备 
工作 ， 

引 理 1(Sard 定理 ) 设 fEOtCD), 则 mf 42 小 =0, 这 里 m 表 
示 到 中 的 坦 幢 格 测 度 。 

证 因 开 集 从 可 用 可 列 个 闭 正方 体 覆 其 ， 故 只 要 证 明 对 每 个 
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闭 焉 方 体 C 有 全 人 站 2 一 0. 
设 0 每 边 攻 1，NN 等 分 各 边 得 NN" 个 小 闭 正 方 体 ， 其 直 名 


5= = 到. 


记 开 = max|f(z) 且 又 对 任意 *>0, 也 充分 大 的 N, 使 小 正方 

体 下 内 任意 两 点 和 ww 有 
| Fe — fF ro) f tro) (rt — ro elr—rol < de, 

由 此 可 见 ，7CK) 经 平移 得 到 的 了 (KD) 一 了 (ro 十 六 (x0) wo 与 专 经 线 
性 谈 换 产 (x0) 所 得 的 六 (2z0) 下 两 者 对 应 点 之 间距 六 不 超过 ed. 

向 五 含有 临界 点 wo 于 是 J ytzo) 一 0 因此 , 户 (zo 开赴 一 个 属 
于 # 一 1 维 超 平面 且 直 径 不 超过 6 的 平行 体 ,fCK) 一 了 (x0) 十 (xo)ro 
包含 在 某 4 维和 柱 体 中 , 这 个 柱 体 的 高 不 超过 2z6， 其 底 为 # 一 1 维 
平行 体 , 每 边 的 长 不 超过 6 十 2e6.， 

由 勒 贝 烙 测 诬 的 平移 不 变性 , 得 到 

m(f CER) EMG 2e6)" 1 (26) 


=| 2 + 26)" ze | A-. 


Nn i Nis 
其 中 4 为 常数 ,这 样 
mf BNO) EEN"™mF KEN) < Ae, 
由 的 任意 性 , 即 得 m(f CZ24 站 0) =0. 证 毕 . 
而 记 OCHO)= {ffECr C0), suppf Cn); ueEC( NR), Pe 


并， 朴 史 是 广 到 


divi— 


R" 的 志 续 可 微 皖 射 人 体 ; 记 C3(X,R") 是 支 集 为 紧 的 0' CX,R") 
中 元 素 的 全 体 . 

引 理 2 设 JEC2(COQ),oEO CR", Rosappo 站 Fa3D)= 3, 则 
存在 xEC4 《如 ), 使 得 , 
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Cdiva) (2) = Ty(x) Cdive) Cf (Cz)). 
证 记 中 元 fixw 的 代数 余子 式 为 4n (zx); 必 


“1 (0) = Polf (2)) Ants), 


显然 ,zsEC3 C9), 由 计算 得 


diya) (7) = DY vr FO Fri(T) dst) + 
tf,E-l 


和 


2) of C0) Ags C1). 


2 
因为 
Bf = ds 
再 利用 Hadamard 恒等式 
Dam, 
即 得 


(divo (9) = Dv (fC7)) Tytz) ,证 毕 。 
j=1 


注 Hadamard 恒等式 (1) 的 证 朋 : 
不 失 一 般 性 , 设 i 一 1, 令 
ah af, 3 。 .2 
azl By} 1 dEjr! arn 
万 一 | ew 二 C1)1ttA1y, 
afn. af, af, .29f; 
ar Dr Dr Br。 


把 已 中 出去 322 (一 2， 由 的 列 ,而 增加 第 一 一 列 池 基 - 


(1) 


得 到 的 和 从 
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到 式 记 为 五 . 田 行列 式 求 导 法 则 , 得 


-Ds DDB,st DC—D)*Es, 
Ty 下 雪子 站 


一 全) 人 (一 二 18ign(7 一 相 吾 zx 


kal 


于 是 
DY A =D DD DD signtd A By 
#1 4=1 Ti {E21 
由 于 如 一 Bi sign( 人 一 他 二 一 sign (一 四 ;交换 是 标 7,£ 得 
>) ds = 一 人 Ais 
=i 忆 l 


从 而 之 /41s 二 0. 证 毕 . 


引 理 3 设 fECT CR", R)， 区 =suppf，Y(s) (0 守 s 写 1) 是 
了 及 "中 连续 册 线 ,使 得 4== 十 十 ?fs) ER 0<s 安 二 二 只 则 存在 
onEeCIf 2 使 

tdivefz) 一 (zz 一 (0)) 一 了 (rz 一 yt))。 《2 
证 对 5s,tE[0,1j; 规 定 当 
flz— p(s))— fr p(t) 
是 己 () 中 某 个 元 的 散 府 时; 5s~i。 易 见 这 是 一 个 等 价 闫 系 ， 只 
要 证 明 每 个 律 价 类 甘于 [0, 1] 是 开 集 ， 由 [0,1] 的 连通 性 即 知 实际 
上 只 有 一 个 等 价 类 , 从 而 证 得 引 理 .对 sE[0, 1], 今 记 
Ke= {kty(8) EER), (7Z) 一 7 一 了 (8)) hh = rt) 7(s), 

则 suppfs 二 芒 ， 因 区 , 古 紧 集 , #7= p(tKs，90) 汪 9， 所 以 存在 


。>>0, 使 得 |1 一 s| < 时 | 下 |<< 了 9。 这样 


五 一 二 十 1， [EER ss Of 全 总 
现在 ,定义 了 iD->R,v; 碧 >R" 为 
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F(z) =| fete—08) 4 v1)= (FC ho, 
于 是 , 2EC1CR", 民 ") 因为 2 一 扫 ,EKE 和 fr 一 拟 ) 二 0, 可知 天 
re | CK 6070); 则 CZ) 二 0， 从 而 suUppRCE!, EC (0)-. 
于 是 


, 1, 9F 
(dive) (7) 2 hs Be) 


1 如 
={ Dao) a 
+=1 


:a 
二 -| Sofa(s— 06)d0 


= (7x) -了 《站 一 下 人 
一 了 (z 一 fs) —fr—y(t). 
这 就 证 得 8 是 等 价 类 的 内 点 。 证 举 . 


5,4.3 .OO' 业 映 射 的 拓扑 度 ( 续 ) 


这 一 段 目的 在 于 销 除 拓扑 度 定 多 中 罗 Ef(27) 的 限制 ,为 此 , 需 
要 把 第 一 段 定义 的 拓扑 度 形 示 成 积分 形式 . 

定理 1 设 f€01(0O),7Ef(OQ0UZ2N),g,: RR*>R 是 连续 函 
数 ,有 旦 满足 


天 ,一 suppp,CO(D， ,| Pr) =1, 
则 存在 8o, 当 0<e< en 时 
deg(f, 9, 7) =| plf(2)—p) TAz) ee. (1) 


证 设 扩 (二 {8 G4}. 对 充分 小 的 1， 可 以 取 到 在 
{9 中 的 邻 域 1 使 得 ， f 0,) =Ot{p, el 一 To 月 了 1o， 是 一 对 
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一 的 ， 不 妨 设 e 足够 小 对 ojna 0=8, 有 zeUo, 时 


T(z) 堪 0; 青 取 0<eo<els 使 zeDN LD: 时, 12)--p1>eo， 于 
f=1 
是 , 当 se<<ss 时 
[3 
suppp. (f°) Pp) Efi (Op, eo) CS [0o,, 
+=1 


从 而 
不 
{p00 — DIAs = DI .2) 7) IA2) dz, 


但 J; 在 每 个 0; 中 符号 不 变 , 故 
| PG) pA) d= ig a) | P.O 


一 38 rrKGryy 
因此 


人 pf(z) 一 六 Jr(z)dz = DsignJs Ca) 


二 deg(f; 4 B)， 证 毕 . 
定理 2 设 feEOX 人 DO), Pp1 po 在 RMNfCB0) 的 同一 连通 分 支 
中 , 而且 都 不 属于 (多) 则 
deg(f, 2, 9) =degtf, 19, Ps). (2) 
证 0) 先 设 丰台 (全 ). 车 多 是 EN\ 了 (939) 中 含有 P, gs 的 
连通 分 支 ， 侍 到 鲍 中 的 连续 曲线 ?fs) 00 委 = 委 切合 (0) 一 加， 
(1)=gz， 取 61>0, 使 得 ?的 ei 邻 域 仿 于 纪 , 再 取 2 三 21:， 及 相 
应 的 ,人情 deg (f, ,p10 及 deg(f) 如 ,72) 掏 可 用 (1) 式 表示 , 显然 
{zt p(s) lzEsuppe OEsEl} CH, 
由 5. 4.2 引 理 3, 存 在 ECi (多 ), 使 得 
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《diva3 (一 的 性 一 下 一 和 -人 一 2) 。 (3) 
因为 feE0，(supp 四 站 了 90) 二 名， 由 5.4.2 5 引 理 2， 存在 
WE03 {加 ), 使 


(divi) Cr) = Tr) dive) cf(7)). 4) 
利用 定理 1, 由 (3), 44) 两 式 可 得 


deg(f, 99 一 | PCf(z) 一 2DVr(2)a 
=| 9p.) -pd Tz t | Ti(z)(divo G62)) dz 
=deg(f, 0, p) +) (divu) (2) dr = deg(f, 2, 82). 


这 里 ,最 后 一 个 等 式 是 散 麻 定理: suppuC 只 时 | (divw)(z) 妈 =0 
的 结果 . 

(i) 设 fC! 西 ), 取 { 拉 C00), 使 [天 一 了 >0. 同上 取 
连续 有 昌 线 » 连接 7,%s, 记 刘 二 oy, (30)), 则 6>>0. Gif -fal 


< 六 6 时 ,有 p(y， 加 (39)) 3 本 5. 因此， 为， 了 不 仅 属于 Re 


99) 的 同一 连通 分 支 ， 而 且 位 于 所 \fa《398) 的 同一 分 支 。 利 用 
定理 工 及 人 中 证 得 的 结果 , 即 得 
deg(f, 2, Pp) —deglfn: (9,81) = deg fn: 0, pe) 
二 deg(f, 只 , 2) ， 证 毕 . 

现在 ;我 们 可 以 引入 如 下 定义 

定义 设 fEC1),pEf(99)， 任 取 9ef(27), 使 得 jp 一 9l 
三 p(P; 了 (30)), 规 定 

deg(f, 02,9) =deg(tf, 2, 90), 

注意 :由 Sard 定理 ,对 任意 的 ?>0，0O{p, ?Nf 了 CZND 寺 诬 ， 了 又 
显然 可 见 RM\f (382) 中 包含 ?的 连通 分 支 包 含 球 0O(p，p (yp， 
(90))), 从 而 由 定理 2, 对 请 是 98ETIZ1) 及 1 一 直 <P(P G30) 
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的 9 deg (fF, 中 ,全 取 值 相间 . 
在 进一步 把 拓扑 度 的 概念 推广 到 连续 映射 之 前 ， 还 需要 讨论 
0 类 上 映射 拓扑 讼 的 若干 性 质 . 
定义 CC2) 中 国 数 了 和 3 的 一 个 吕 同 伦 是 指 上 映射 
x [0,11>R", 这 里 ,再 ,rrF_> 囊 (mn 站 满足 吾 ,EC 二 
ts), Ho=f, Hi=~gH s 一 二 时 | 瑟 , 一 五 ,一 0。 
定理 3 设 fec+(5), 则 
(1) deg (f, 日 ,*) 在 Prsf(39) 的 每 个 连通 分 支 上 均 为 常数 ; 
《2) 如 果 gSf(90), 则 存在 s 盖 4， 合 得 弛 一 9 中 <e 时 
degtf, 2,7) =deg(g, 0, 7). 
(3) 设 右 (x， 引 是 和 yg 之 间 的 C 同 伦 ， 旦 ?EH(902, 
(YEEL0.1])》， 则 
deg{f, 2,D—=deg(g, 人 二， 7). 
证 (1) 由 定理 1 及 0! 类 映射 折 盾 座 的 定义 即 得 . 
(2) 记 ? 一 pf (9))。 由 Sard 定理 ， 可 以 取 到 gy， 使 得 


9 一 p1 < 二, Ef 27). 再 南 定 理 1， 取 e< 卫 洲 使 得 1f 一 9h<。 
HH qeg (20), A deg(f, 1, 9 = deg(9, 人 0 人. 如 果 xzE3 人 9 则 
lp—g(o) > lp— Fr) — lf(r) —g(2)1 > 


因此 ,2? 和 了 既 在 RR 人 AFGQ) 的 同一 分 支 中 ,也 在 Rg (382) 的 同 
一 分 支 中 , 从 页 成 立 着 
degtf, 0,7) =—deg tf, HQ,D—deg(g, 2, 9) 
=degt(g, 2, 0). 
(3) 由 52) 可知, 整数 值 范 数 degt 有 ,如 ;29) 是 [0,1] 上 定 久 的 
连续 函数 , 故 必 为 常数 ， 证 毕 。 
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5.4.4 连续 映射 的 拓扑 度 


设 fECCQ),，pEf30). 记 7= P(p，f(302))， 对 9 ，9iE 
CD) 当时 一 9 < 时 ,考察 89 的 0 辐 从 
页 区 7 一 1 二 人 一 下 ga(T) (EDN, OEtEl) 
昂 见 ;对 tE[0, 和 ,PEH,C90). 由 5.4.3 定理 3 的 (3) 可 知 
deg (qi, (2, p) —deg (go £3, 8). 
由 此 ;我 们 引入 如 下 定义 
定义 设 fEC (如 ), PEf 3090), 取 ge0'(0), 使 得 If 一 91 二 
PAP 了 (92) ,规定 
deg(f, ,2) -deg ty, 2, 9), 
称 为 了 在 3 点 关于 避 的 Brouwer 拓扑 朗 . 
注意 , 在 上 述 定 关中 , 可 以 取 到 9g, 使 FEg(2o)。 
实际 上 , 如 记 必 = p(B, 了 (39)), 先 取 EC《(Q)， 使 盱 一 看 过 


二 0， 于 是 pkp，H39)) > 于 轴 再 取 9 使 得 招 一 外 << 寺 mp 4 


Fi)， 令 的 于) 一 本 了 ) 十 人 一 全 恒 有 
好 一 9 引 委 上 一 各 十 李 一 机 过 

这 样 , 9(?) =2, 当 且 仅 当 C(x) 一 9， 对 这 样 的 x*，Jo(#) 二 Ja(T) 夺 
0, 因而 PE9 (29)- 

为 了 说 明 上 面 的 结果 适用 于 任何 有 限 维 研 范 线性 空间 ， 只 要 
证 明 下 述 定理 . 

定理 1 设 JEC(9), ZEfF(90), 则 在 坐标 的 非 奇 异 C 变换 
下 ,deg(f, 人 2, 四 不 变 ， 

证 设 坐 标 变换 由 C1 类 双 射 史 给 出 ，9:27( 全) 全， 几 与 
2-! 处 处 不 为 0。 用 8 记 新 的 坐标 变量 ,又 记 


和 5 Erower 诸 站 1 和 


f= ef ep), 
由 复合 函数 求 导 注 则 , 当 EOC) 时 
CY OD = CP OAF EWN of CP p(y). 
因此 , 若 记 < 三 久 ( 的 ,由 于 yo 大同 号 ,所 以 
signd sr*(y) 一 Signrrfz)。 
出 定义 中 得 PEf(27) 了 时 ， 
deg(f*, p10), mp)) =deg(f, 0,7). 
对 fE00ONNGTCD) 及 PEf(Z7), 只 要 取 适 当 的 950' (加) 及 
4&Ef(Zh 分 别 盘 近 了 与 已 即 可 ， 证 毕 . 


5.4.5 Brouwer 度 的 性 质 


先 建 立 两 个 引 理 . 
引 理 1 设 fEC(9),pEf(90), 如 果 |f 一 9 过 p(p, 了 (399), 
那 末 
degfg 91,2) =deg(f, 2, 8). (1) 
证 由 条 件 可 知 2E9(902)， 疏 deg(9， 人 ，2) 有 意义 .到 
EEC 2), 使 得 
x—gl+ lg—fl< p(y,f 30)), 
了 于是, 一 于 < 过 p(p, (29))， 和 由 定 六 即 得 deg({f, ,2) 二 deg(k, 
人 ,7 了), 对 由 于 Pp(p, 了 (08) 所 pl(p;9(909)) 十 上 一 gj 所 以 
lz—g|l < op, $3282)), 
从 而 还 有 deg (9g， 介 ,修一 deg (昭和 ， 有 从 而 ， 当 | 一 询 去 
pp 了 (3900)}) 时 ,成 六 着 
deg (yg, #2, 7) =deg (f, ,PD). 证 毕 . 
引 理 2 在 R™J (90) 的 连通 分 支 上 , deg(f, 侣 ,-) 是 常数 ， 
证 设 甸 是 及 ATF(3G) 的 一 个 连通 分 去 ， 久 ，3E 辣 ， 取 纺 
中 的 道路 (se?，0<s<1，?》 巡 接 和 Bs， 再 取 gEC1( 弛 ) 使 得 


414 第 无 章 。” 非 线性 轴 射 


和 一 绚 < 1 ,1000)), 于 是 deg(f, 52,9) = deg(g, 9, ) 
二 IJ，2)， 得 Pt， 各 位 于 民 ~\g 36) 的 则 一 连通 分 支 之 中 ， 由 
5,4.3 定理 3 的 (1), 得 到 deg (9, 人 2, Pp1) 一 deg (9; 中 zz) ， 所 以 
degtf, 2,71) 一 deg(f, 12, 20。 证 毕 . 

我 们 再 叙述 一 般 的 同 伦 概念 ， 

定义 ”如 果 芯 和 了 是 两 个 拓 扩 空间 ,连续 映 庙 ,8; 和 了 称 
之 为 后 耸 的 ， 记 做 产 -9， 是 指 存在 连续 肌 射 了 HH:[0，1] x 了 王 卫 ， 
使 得 

HO0,2)=f7), HOl, 号 一 外 2 

对 一 切 GE 成 立 ， 此 时 ,也 称 吾 为 了 和 9 之 间 的 一 个 同 伦 或 同 伦 
变换 . 

现在 来 证 明基 于 Brouwer 麻 性 质 的 基本 定理 . 

定理 1 设 feECC0),pEfD9), deg(f, 名 ,了 有 具有 下 列 性 质 : 

(DD,) 标准 性 : 若 2502, 则 deg (7 人 9, 下 一 1 

(DD) 可 加 性 : 车 人 ,人 Ds 是 含 于 名 中 的 两 个 互 不 相 变 的 开 子 
集 , ?Ef CN CQLU 90)), 则 


2 
deg(f, 他 ,下 一 > degts, 215 人 (2) 
4 二 1 


《也 j) 同 伦 不 变性 ;， 考 瑟 (0<i<D 是 CC5) 中 的 一 个 同 伦 ， 
了 (0 和 E11) 是 及 "中 一 条 连续 曲线 ,所 ER Qt 夺 4， 则 
deg (5 昌 , PD 恒 为 常数 。 

证 D1) 由 定义 即 得 , 

邻 证 (D,); 取 gE=01(0), 司 Ey(20), 且 

他 一 外 < FN QU DQ), 
因为 3 有 :CC 吕 ,所 以 390ICONOIURa (i=1，2)， 于 是 ， PE 
8 人 (39 且 zE5: 时 
fr)—or) py, f(D)) (=1,2), 
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页 了 面 deg (f, Ss p) =degt(y, 好 和 对 i 二 1,2 成 六 于 是 ， 


deg( 2) = deg(g, 人 ,下 一 人 signaye(z) 


AEFI liPy 


2 


一 全 >) sipnJ olyy 


了 一 1 EIRINGY 


2 
二 全 ,deg(9， Hy DD 
41=1 


= > deg(f, 0 7). 
4=1 


再 证 (D3); 考察 [0,1] 上 定义 的 整数 值 函 数 1 一 > deg(&,， 昌 ， 
了 :)， 今 证 这 个 函数 站 [0，11 上 连续， 实际 上 ， 对 ioE[0，1]， 联 
>0, 使 | 一 可 | 过 击 时 ，2 与 Bi 在 及 si (0349) 的 间 一 连通 分 
支 上 ,由 #[ 理 2 得 
deg (hi, £9, io) — deg {hs Sd; Pi). (3) 
记 29=p(pioy 和 (99)) 取 吉 >0; 使 i 一 语 | 所 56p (pi hbo (082)) 
> 祝 再 取 正 数 6s<62, 使 一 0|<<6s 时 1 一生 | 所 却 0， 此 时 ， 
由 引 理 1 
deg (hs, 7, p91) = deg (hi, 0, pi) (4) 
设 5 一 min(6, 589), 由 (3);, 《4D 可知; 当 1 一 io| 志 6 时 
deg (hi, QD, po) = eg (hs, 2, Peo), 
但 是 , [0,1] 上 的 连续 整数 稍 函 数 必 是 常 教 ,这 就 是 (D3))。， 征 华 ， 
由 定理 1 可 以 得 到 Brouwer 度 的 一 系列 人 性质. 
和 楷 工 (切除 定理 ) 设 fEC09) ,DEFf3D)， 闭 集 尽 己 号， 且 
PEfF KD), NM 
deg{f, 0, 9)=degtf, 0\K,P). (5) 
证 在 CDs) 丰 取 仙 一 站 , 昌 ; 二 们 即 得 deg (jf， 名 , 让 一 0. 再 在 


pm 
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(D2) 中 取 二 0\K, He 二， 得 到 
deg(f, (2, 28) =deg(f, 井下 区 +deg(lf, ,Pp) 


~deg{f, QO\K, p). 
系 2( 区 域 分 解 ) 设 fSECCD)2Ef(32)， 如 吕 =UG 其 中 
{ 台 是 有 限 个 互 不 相交 的 开 集 , 则 
deg(f, 0,p)— > deg(f, Oi,). 《6) 


证 由 52) 递 推 即 得 . 

系 3(Kronecker 存在 定理 ) 设 jEC(C29)，pEFO)， 而 
且 degff 虽 下 关 0， 则 存在 2E4, 使 得 六 人 一? 

证 在 (D 中 取 用 :一品 = 艺 , 即 得 BEC 时 deg(f, 0 
一 0， 因 此 ，deg(f，9， 下 关 0 了 时 ，pEF(2)， 但 2Ef(32)， 故 
PEf OY. 

系 4(Poincaré-Bohl 定理 ) 设 f，yEC(Q)， 对 任意 的 
jED, 线段 1f(7) 十 恒 一 自 9(7) (00 过 t 握 1) 不 包含 7 了, 则 


deg(f, ,8) =—deg(g, 2, 8). (7) 
证 取 和 C5) 一 82) 十 (一 们 9g5) (2E 0 0St1), pp 
《0<t<4)， 由 (DJ 即 得 ， 
由 系 革 又 可 得 到 


190), 出 deg(f， 4， 2) =deg (gs 2 ,7)., 
标 6 设 JEC(C5)，pEF(3D)， 则 对 任何 gER?， 


deg tf, 22,7) 一 deg 人 一 和 全 ,一 9)， (8) 
证 取 BCZ)= 了 7) 一 i4 (xE DN, OtEl1), 有 一 2 一 三 
OEE1) ,利用 (Dy) 好 得 ， 


由 于 切除 定理 ， 我 们 可 以 对 KY)=p 的 扳 立 解 引 进 指标 的 
概念 . 
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设 fEDC0)， zo 是 {z |f(z) 二 中 的 孤立 点 ， 设 实 是 ze 的 与 
{fz17Cz) = 对 NA{fzo 的 交 为 空 的 开 邻 焉 全 体 ， 由 切除 定理 可 见 , Ui， 
Ue HV UUER, degtf,U, p=—deg(f, UL UU,, p) ~—degti, 
,四 ,由 此 ,规定 方程 HZ) 二 2 的 扳 立 解 zo 的 指标 为 

i(f, zo PY =deg (tf,U, 7), UED. 
定理 2 (1) 设 fECCf) ,9Ef 9), 了 "1 (9) 为 有 限 集 , 则 


degtf, 人 太一 > i{f,a, Pp)- | (9) 


a€Ef- lp) 

(2) 设 了 EC NaeEf (DD, J SE0, Micf,a, P= (~—1)", 
这 里 # 是 了 (的 的 负 特 征 值 按 共 代数 重 数 计 算 的 个 数 . 

证 (1) 设 f(D 二 {a4} 于 二 14 各 为 ;的 互 不 
相交 的 邻 域 , deg (Cf, Ws, 2) 一 2(f, i 由 可 加 性 CDo) 及 切除 定理 
易 知 (1) 的 结论 

《2》 由 假设 ， 线 性 算 子 了 (@) 可 道 ， 设 六 (DD 的 特征 入 全 体 为 
2sAns 则 J 了 C9) 一 机 1…As。 由 于 复 共 辊 特征 值 成 对 出 现 , 所 以 

signJs Ca) = (—1)", 
内 而 itf 0 下 一 Signzrta) 一 《一 10". 证 上 替 . 

下 面 ,我 们 来 研究 复合 映射 8ef 的 拓扑 度 与 六 了 的 拓扑 度 的 
甘 系 ， 先 引入 一 个 记号 ， 由 引 理 2， 在 RM\f (99) 的 连通 子 集 4 
上 ,deg{f, 人 .) 是 常数 ,今后 用 deg(f, 人 中， 加 来 表示 deg{f， 2 
P) (PEA), 

定理 3 (乘积 定理 ) 没 fE0CCD),D 是 包含 用人 9) 的 有 界 开 
集 ，A= 及 (290)，As(i 一 1，2，*…) 是 A 的 诸 过 通 分 支 . 如 果 
geCD, reg (99)) UgBD), WN 


deg(g°f, ,8) 一 deslg, An PD deg Cf, (1, AN). (10) 


证 ”由 于 紧 集 9 (2) 被 互 不 相交 的 开 集 A 所 轿 盖 ,所 以 具有 
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有 限 个 A 含有 9g (2 的 点 ,由 天 ronecker 存在 定理 , (1 站 式 右 端 
实际 上 只 有 有 限 项 . 
对 任意 的 i 9ACaACaDUf (GG8),， 由 假设 可 知 PE g (3An)， 
所 以 deg (9,Ai; 了 ) 是 有 确定 阁 义 的 . 
(8) 记 且 ,= {gEDldeg(f, 侣 ,级 一 用 ,显然 ， 
We= U {Aldeg(f, ,A =#}, (11) 
(10) 的 右 端 可 以 改写 为 


> deg (9g, Ms Pp) deg(f, 2, My) 
3 

= 全 3 deg(g Ayp) deg(f, 2, A 
FE EE 


= SR-deg(g, W,?). (12) 
x 


由 前 面 的 说 明 可 知 , 这 里 的 和 式 仅 含有 限 项 , 最 后 一 个 等 式 成 谋 是 
由 理 1 系 2 的 结果 . 
(5) 因为 PE9of (3D)， 所 以 912) 与 1(30) 互 不 相交 ， 取 
EC (人 D), 使 得 
MFC) — Fr) og ,FR)), zen, (13) 
所 
deg(f, 0,9) =deg(f, 0, 9), yEg-!'(p). (14) 
记 歼 := 一 {3EDldeg( 人 了 各, 和 = 如 ,了 于 是 
gp NW= {deg(tf, QD) =t| yg '(p)} 
= {deg(f, QD —Elyey (Pp))} 
一 9 人 0) Nw,. 
因此 下 让 让 (市) 性 本 门廊 ,由 若 除 定理 便 得 
deg (9, Ws P) =deg(g, Wem ,, 8) 
=deg(g, Wm,, p). (15) 
再 取 EC 六 ,使 得 peo 及 (21, 人), 且 
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[Cz)—g(z pp, gD Ugof aN), YED (16) 
这 样 ，PE8of(8 介 )， 由 于 3 玉 YCC#(309) U3Dp， 奢 了 而 893 促 D) CC 
gf (0) UgCap), 由 (16) 即 得 xEB 时 
lz)— oz) pp, gaW.)), 
从 而 
deg (9g, Wi p) ~— deg (9, Wi, Pp). (17) 
由 (12), (15), (17) 得 到 


了 deg(9 Ayp) deg(], (2 A)= > kdeg(9, Wm,p). (18) 
j 3 


《e) 现在 证 明 
deg{gof, (2,7) =—deg(o°f, 0,p). (19) 
今天 CF) 二 0 一 上 有 ) 十 弛 (2) (rED,0 扩 tS1), 考察 同 伦 gof 
由 (13) 可 知 PUB FOOD 网 此 PEgof .309)， 
由 (Ds) 得 到 


degtg°f, 02,9) = depgtyf, 0,p). {20) 
肯 考 察 同 伦 8jof= ((1 一 已 9 十 ! 信 o (0< 志 DD 类似 上 述 推理 ， 
得 PEg,of(39), 且 

deg(g°f, ,2)=deg (9°f, 1,p). (21) 


由 (20), (2 了 1) 即 得 (19). 
他 ) 为 完成 定理 的 证 朋 , 由 {办 、(e) 可知 ,只 要 导出 


Dkdeg (dy, Wp) = deg(y°f, 0, 7) (22) 
即 可 ， 注 章 到 jEOtC0) ,ECONOD)，pESYof (G00) UY )，pE 


他 oe 用 (2$。)， 因此 可 由 C 类 映射 拓扑 度 的 定义 直接 计算 ， 为 方 
恒 起 见 , 以 下 略 去 符号 “A 信 ”， 


deg(lgof, QPD= DD) sign[lJotf (2)) T(x)] 


rE"IIEYY 


430 第 五 党 ” 非 维 性 映射 


= 全 signJey) D2, signJs(z) 
< 人 于 1 


$e”! tp 


= >! signJo(WDdeglf, 2,y) 


FE9 thy 


=5! 全 ksignToly) 


Ek pEs-i(P)INMY 


一 kdeg(y, WssP)-. 证 毕 , 
上 


§ 5.5 Leray-Schauder 度 


人 们 自然 希望 把 有 限 维 空间 上 连续 映射 拓扑 度 的 理论 推广 到 
无 穷 维 空 间 ， 造 三 的 是 , 早 在 1936 年 ，J, Leray 已 举 出 反例 说 明 
对 无 穷 维 赋 苑 空间 的 连续 上 映射， 一般 无 法 定 头 具有 性 质 (PDD)， 
(Do), (Do) 的 拓扑 度 . 

本 节 讨 论 形 如 7 一 了 了 的 映射 ,其 中 了 是 蚀 等 映射 ，T 了 为 爹 连 续 
映射 ; 并 用 有 限 维 过 近 的 办 法 , 对 这 类 映射 建立 拓扑 度 的 理论 . 


5.5.1 人 金 连 续 映 身 


定义 设 X,Y 是 实 赋 范 线 性 空间 ， 人 CX, 如果 映射 了: 吕 
Y 是 连续 的 , 且 对 Q 中 的 任何 有 界 子 集 4, 克 CD 是 了 中 的 紧 集 ; 则 
称 人 是 全 连续 映射 

在 线性 证 函 分 析 中 , P. Enflo 构造 出 一 个 紧 线 性 算 子 , 它 不 能 
用 有 限 秩 线性 算 子 一 致 逼近 ， 但 是 ， 对 非 线性 映射 ， 仍 然 有 如 下 
结果 . 

定理 1 设 X,Y 了 是 实 赋 范 线性 空间 ,有 界 集 人 CX,T: >Y 
为 全 连续 ， 对 任何。 之 0, 必 存 在 连续 映射 了 :只 > 了 ,使 TT,《 吕 ) 是 
有 限 维 空间 ,县 


§5.5 Leray-schaLder 座 站 2 工 
1 到 z 一 全 .了 <e (rEND), 
证 因为 人 人 是 紧 集 ， 艾 必 在 在 有 限 个 dE TN, 一 1 


师 


NN， 使 得 于 右 己 [0 ， 对 1 一 1,…; ,xED; 规定 


mma) = max{0,e—lTr—v,|}, 


ms 是 2 的 连续 靖 数 ， 且 对 固定 的 zs， 省 有 菜 mi(x;2) 富 0. 记 
mm (Cw; 8) 一 Sime;o), 作 算 子 


Te se) 0, 
则 了 , 是 连续 且 射 ，2 4 被 包含 在 由 wm mx 张 成 的 有 限 维 空间 
之 中 .注意 到 > ml(z;e)=1: 且 仅 当 ITz 一 v1<e 时 


二 e+ 


mw; 2) 寺 0, 所 以 有 #0 时 


| 1 < 。 _ 
Ts— ,x = WED Ts vl<=e, 


证 毕 . 
设 如 CC, 用 站 ( 仆 记 旨 到 下 的 全 连续 映射 全 体 . 
定义 ” 设 CY, 映 射 ;[0,1] 王 站 (日) ,如果 对 任 总 给 定 的 e 
0 和 如 的 有 界 子 集 4, 必 存在 6=6te, 四 盖 0, 使 得 
[RCED (CTI— RSE CEd,1i—s|<0), 
则 称 于 是 双 上 的 紧 同 伦 . 
紧 司 伦 的 概念 将 用 于 Leray-Schauder 度 性 质 的 讨论 ， 


5.5.2 Leray-Schander 度 的 定 光 


为 了 定义 Leray-Schauder 度 , 沉 要 借助 于 Brouwer 讼 的 简 
化 性 质 ， 它 反映 的 是 如 何 将 高 维 空 间 的 拓扑 度 转化 为 低 维 空间 的 
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拓扑 度 . 
下 面 ,对 六 天 m 把 民 * 视 为 {xER"!izs 1 二 "二 zs 二 0}， 
引 理 1 简化 定理 ) 设 mj% 志 %, 介 是 Rr 中 的 有 界 开 子 集 , 是 
可 到 RRR" 的 连续 快 射 ， 贞 射 于 号 一 及 "为 
f(x)=x+t pT), EL 
记 2*==R* 站 上,g 一 站 R"ng; 如 时 peER™f(909), 则 
deg(f, 2,9) =degty, (2™, p). (1) 
证 如 人 "= 名 ,pS 有 (CO); 则 (1) 式 两 边 均 为 零 ， 设 2" 多 ， 
gt RR 站 人) CR"Na02， 因 此 PE8I3Gm 从 而 
(1) 式 右边 有 定义 ， 如 果 六 5) 一 2 那 末 z=2 一 pC2)SR* 于 是 六 
(PDDCO% 从 而 8 (9) = !(p). 
先 考 察 PSEC!, PS9(29) 的 情况 .此 时 
deg(f, QD= > signdr), 


EF lp) 


注 态 到 
TT) =det(f Cs)) 


-de 1 )= Te), 
因此 ， 
deg(f, ,P= D>, signj(s)=deg(y, O*, Pp). 


Eg -Itp) 
对 一 般 的 多, 取 加 ECTCG, R) (j=1,, 18), 和 二 0(j= 扣 十 1 
"使 得 这 = 他人) 满足 
$C — per) < op, F200)), zE NH, 
记 x)=z 十 和 (xX), 得 
[FG — fOr) o,f 00)), EW, (2) 


设 9=J1a"， 因 为 所 (P) CQ" m(9(2 四 ) 一 0， 故 只 要 对 用 作答 
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小 平 称 ,除了 (2) 式 成 站 外 还 可 要 求 
PE8C2E23) ， 

因此 ,deg (J, ,2) 二 deg {Ff, 昌 ,和 ， 由 前 六 部 分 的 证 明 即 得 定理 
结论 ， 证 毕 ， 

现在 运 步 来 定义 Leray-Schauder 底 ， 以 下 设 开 是 赋 范 线性 
空间 ,名 是 下 中 的 有 界 开 子 集 , 了 : 避 -> 甘 形 为 = 了 一 了 ， 其 中 全 为 
他 连续 , 设 gEf C90). 

记 了 一 pb 了 09 人))， 移 证 了 >>0. 

车 和 不然, 存在 {24} 9， 使 fxn) 一 P(rn 一 co9)， 由 了 的 紧 性 ， 
{zzrs} 有 收藏 子 列 ,不 妨 设 即 是 { 了 zw 自身 ， 若 mez> 护 则 扰 人 T9， 
且 mm=7xzo 十 (za)-># 十 p， 因而 8 上 BE39， 但 由 过 续 性 , 9 二 lim 


Tr 一 全 (y 十 科 ,所 以 了 十 区 一 2, 2?Sf 90), 这 是 蔬 盾 . 
其 次 , 取 ,使 0<<e 之 r+。 由 5.5.1 定理 1, 存 华 值 域 为 有 限 维 
的 映射,: 号 一 发 ,使 得 
Ts—T,2|<e, rED. 
记 五 ,一 Span{ (09),p}, 2.=0NL.,, 
fxr) 一 上 一 下 (zzE 
于 是 , 介 , 是 工 , 中 移 有 界 开 子 集 ,3. 人 .C9n, 这 里 引 .人 2, 是 如 ,在 上 , 
中 的 边界 ， 易 见 f.(80)CL,, 当 z&98 时 
| 一 于 .2 一 红字 和 一 全 (2 一 下 一 二 2 一 全 (3 
站 一 0 
因而 deg (名 ., 人 有 意义 。 如 9, 一 3; 则 deg (4, 1 了 一 0 
下 面 的 引 理 2 将 证 明 deg(f., 如 .9) 与 8 无关, 由 此 可 以 引入 
如 下 概念 ， 
定 久 ” 设 五 为 实 赋 范 线性 空间 , 吕 是 三 中 有 界 开 子 集 ， 了 = 了 
一 了 ， 其 中 人 :个 王 下 为 全 连续 , PEf (09)， 对 任何 0<e<ptp,f 
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(2)) 设 ,: 吕 一 并 是 慢 域 为 有 限 维 的 映射 ， 
[Tz—T,x|<e, zsEN, 
记 五 ,一 span{f2z (0)，p] 如 .一 只 站 大， 一 了 一 他， 规定 
deg(f, 9, p) ~— degtf,, 1,, 2). (3) 

引 理 2 degtf, 介 ,的 值 与 ,的 取 法 无 关 。 

证 设 了 了，T, 是 满足 定义 要 求 的 两 个 值 域 为 有 限 维 的 上 映射 
相应 地 规定 ,ss 2, 人 2 了 如 上 ， 令 荆 一 span{L,, i}, 2s 
一 怠 站 Ps。 由 引 理 1, 得 
degtf., ,7p) =deg tf,, 02., 2), : (4) 

deg(f,, 0,, 7) = deg (fs, 2., 1), 
考察 同 伦 
EAT) = TTF) se, OEEtEl, 
则 有 
Har —F rt — HT Df Fz) 
<te+ (1— no, 38)), 
套 妆 zwE3 包 ,时 
Har — ph) — pl Ef) Rr) | >0, 
从 而 
deg (了 9,, 9) —deglf,, 1 D), 
由 此 及 (4) 即 得 引 理 结论 ， 证 毕 . 


5.5.3 Leray-Schauder 度 的 性 质 


现在 证 明 Leray-Schauder 诬 保 持 Brouwer 度 的 基本 人 性 质 . 
定理 1 设 开 为 实 冉 范 线性 空间 , 2 是 了 中 的 有 界 开 子 集 ,， 于 
一 7 一 四, 其 中 中: > 子 为 全 连续 , pET (90), 那 未 ，deg(f, ,2p) 
具有 如 下 性 质 : 
(有 0 标准 性 车 pS8, 则 deg (1, 人们 =1; 
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(D2 可 加 性 车 人 ，09， 为 台中 的 互 不 相 变 的 开 子 集 ， 

PEFCON CO UD)), 
deg (f, ,2) =degll, 01, 2) +deg(f, (3,9) (1) 

(Ds,) 雪 同 伦 不 变性 ” 设 记 是 人 上 的 紧 间 伦 , 二 了 T 一 ht》, 2 
[0, 11]-> 了 连续, p.EFC90), 则 deg (fi 人, 20) 与 无 关 . 

证 (Di) 是 显然 的 . 

证 (Dz) 记 80 人 MOIU 282; 则 PEfFCB0; 且 侣 0 是 团 集 . 
邻 证 了 000) 是 闲 集 ， 设 ywE 了 CO0D ,J 一 Cn 王 00), 取 xnSEL20, 使 
三 (zw); 即 疡 二 < 一 全)ws，{ 了 zn) 有 收 化 子 刚 ,不 妨 设 为 自身 ， 即 
设 人 zs 二 是 fw 王 和 十 总， 但 如 0 龙 闭 集 ;从 障 缉 十 总 S420， 由 
了 的 连续 性 得 加 一 Fo 十 的 ?EC9o). 

由 于 2Ef(0O5) ,因而 存在 8 半 0, 使 

sinf|f(z)— pl>e. 


取 值 域 为 有 限 维 的 映射 了,, 俩 
sup]lTz—T.rl<e. 
IED 


再 取 工 ，f.。 如 定义 所 述 ， 注 意 到 P5301U3Q，,， 由 拓扑 度 定义 
即 得 
deg(f, 4, Pp)=deg(f., 0NL,, WD, 
deg(f, Dp) =—deg(f QMNL PD (t=1,2), 
由 Biouwer 度 的 可 加 性 及 BEFf(eo 门 工 ) ,得 
deg(f,, HNL,, PD)= deg(f,, NL,, p+deg (lf., HN L., DD), 
因此 
deg(f, ,7) =—deg(f, 0,7) Hdeglf, 3, 7D), 
证 CDs) 几 定 史 易 见 ， 车 令 ga(7) 二 了 7) 一 p,， 则 degtf, 2, Pp) 
二 deg (09, 介 ,人 站, 风 此 ,不 妨 设 p 三 1 
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我 们 断 间 存在 ”>0, 使 得 
[fz pr EN, 0 有 (2) 
莫不 号 , 风 存在 {zs 1z 二 1,2,…} 己 969,1ts} 忆 [0,1j 使 得 


有 fe (ee) P| < 


不 妨 设 
tn—> rs kT) Cr) 一 > 六 
注 淮 到 产 是 马上 的 紧 同 伦 , 1zj 有 界 , 故 
| 一 天 (ts 《zs | 
—0, 
从 而 
区 一 人 十 下 (Za 二 和 一 > 下 十 所 
但 zwE34, 因此 zy 十 BE3 吕 ,得 
fg limh(tn) (ra) 一 了 


这 是 矛盾 , 所 以 , (2) 式 成 立 . 

现在 ,规定 deg(j,, 94, PD) 一 deg (fi 如,P) 时 < 显然， 这 
是 [0,1J 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 易 知 只 要 证 明 每 个 等 价 类 均 是 开 集 ， 
即 知 [0, 1] 仅 含 一 个 等 价 类 ,这 就 证 得 定理 ， 对 rE[0, 1]， 设 ?+ 满 


是 (2), 取 e 使 "<e<-r， 对 应 于 e， 取 定义 中 出 现 的 有 限 维 空间 
荆 , 及 映射 h.(r), 有 

[h(E) kD (NI? (ED), (3) 
由 于 天 是 紧 同 伦 , 所 以 存在 3>0, 使 得 1 一 z|<6 时 

[aD —AEN) Ir ED). (4) 


电 (3)《4) 得 
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[C2) h(E<Fr irl<s, 0), 


因此 ,在 拓 扩 认定 六 中 ,可 用 率 ,<T) 作 为 CE 的 于 提 元 , 即 
deg(fi, ,PD =degtl—h. (7), QMNL,, p) 
=deg(f., ,2), 

这 就 得 到 |! 一 r|j<3 时 ,tr， 证 毕 ， 

注意 到 5.4.5 定理 1 的 系 1 一 6 是 由 Brouwer 庶 的 性 质 D1)， 
(DD)， 《Ds) 直接 蜡 出 的 ， 现 在 我 们 已 对 Leray-Schauder 度 证 明 
了 (DD (D2), CD3) 可见 只 要 重复 85. 4 的 证 明 即 能 得 到 那些 事实 
对 Leray-Schauder 度 成 立 . 

记 KC 一 :| 了 一 工 一 了 ,卫生 在 5 全) 

系 1( 切 除 定理 ) 设 在 R 09,DEf(3O)， 财 集 天 二 号 ， 且 
PEFCK), 

deg(f, 2, =deg(f, MN\K,P). 

系 2{ 区 域 分 解 ) 设 fEK,(Q) ,PEfG90), 如 中 = UD 其 

中 89; 是 有 限 个 互 不 相交 的 开 集 , 则 


deg(f, 0,D 一 deg(s, 12, DD- 


系 3(Kronecker 存在 定理 ) 设 feK.( 如 ), PEf (302)， 而 且 
deg ( 29, PD) 0, 则 存在 ge, 使 得 f(9) = 

系 4<Poincare-Bohl 定理 ) 设 f,yEK( 如 ) ,对 任意 的 zc 
30, 线段 47) 二 {i 一 让 9(2) (0 寺 # 志 ]) 不 包含 轧 则 

deg (f, ,9) =deg(yg, 0, WD), 

证 设 了 =7 一 PP,g= 二 了 一 7, 作 同 伦 

MEXZ)= 0—DT) TA(2) (SO<1<D， 
风 太 是 吕 上 的 紧 同 伦 ， 

3 xE30 HH fs) = C—O T= RT), 
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以 了 EF1(992) 00<t<1D ,根据 紧 冲 伦 不 变性 , 有 
degtf 1,D) =deg(g;s 台 ,PD). 证 毕 . 

由 此 , 可 以 得 到 

系 史 边 界 什 性质) 设 记 9E 下 (9)， 当 xzE38 时 基 z)7 一 多 z)， 
且 2EF(3g)， 则 有 deg (If, 1,D) =deg(lg, 12,7). 

系 6 设 fEK1( 名 ),pEf(39), 则 对 任 音 的 9EX， 

deg(f, 2, =deg(f—4, 0, PD—. 

这 里 只 要 注意 到 EK,( 介 ) 时 ,了 = 了 一 了, 其 中 人 全 连续 , 从 而 
ff 一 8g=T 一 ,这 里 人 TE) 一 T(r7)+g 也 是 全 连续 的 ， 故 了 一 ge 下 ， 
{如 ), 和 前 面 -` 样 可 证 得 系 6. 

还 可 看 到 , 5. 4.5 引 理 1,2 的 结论 在 此 相应 地 成 位 . 

系 7?7 设 f,gEK1(9)，pEf(99)， 而 且 上 7 (2) 一 gz) 二 
PCP, FQR)) (rEN), WpEgQQ), 有 

deg(f, 232,79) —degtg, ,0D)-. 
证 记 7=p(p, 了 (02)), 则 +>>0， 令 
fATI=—DFT+tEz) GEN, StSD, 
则 当 xwS98 寺 , 有 
[f(z)—ol=htiCg(r) AD + DD) 
1) —pl tec — fC2)1 
全 (人 一共? OEtEl). 
因此 ,PEfi(39), 由 紧 辐 伦 不 变性 , 有 
deg(f, 9,D =deg (9, ,Pp). 证 毕 . 

系 8 设 feEK1(R), 则 对 了 M93) 的 同一 连通 分 支 上 的 一 
切 Ddeg(f, 人 ;四 是 常数 ， 

证 设 PEX\f(909), 取 2>0, 使 Olp,2)CX\f(909)., 对 4 
OB,e) ;由 系 6 可 得 

degtf, 22,0 =deg(f— (9— ,0,0), 


| §5.6 不 动 点 定理 Ep 
但 由 系 7, 对 充分 小 的 es, 有 
deg(f—(0—P), 8,D =deg(f, 全 们 ， 
所 以 de 人 2, 中 --deg(f, 9 2 因此 PHF>degff 1 人 是 三 Nf 
(30Q) 上 壕 线 的 整数 值 硝 数 , 所 以 在 网 一 连通 分 二 站 ,degfF 中 ， 划 
是 常数 ， 证 毕 ， 

对 Leray-Schauder 度 也 能 引进 孤立 解 的 指数 的 概念 ， 并 建 
立 类 们 5.4.5 定 理 2C1) 的 指标 公式 , 这 里 从 略 。 下面 我 们 不 加 证 
明 地 叙述 乘积 定理 . 

定理 2 《〈 素 积 定理 ) 设 fEK1(0), 是 包含 (2) 的 有 界 
开 集 , A==M\ (C30),At (i 一 1,2,*…) 是 和 的 连通 分 支 , 如 果 9E 
KCM), peEy (fF (32) YamM), 

deg(g°f, 0,7)= Dydeg(y, Ap pdeg(f, D, A 

景 后 ,我们 指出 , 由 于 在 拓 站 度 的 应 用 中 ， 重 要 的 是 放 数 具有 
者 干 良好 的 和 性质, 例如 (DJ ， (D2), (Ds), 而 其 具体 构造 并 不 起 特殊 
的 作用 ; 另 一 方面 ,从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ,Brouwer 度 和 Leray- 
Schauder 度 有 许多 相似 之 处 , 其 原因 正在 于 它们 都 具备 性 乒 (Di) 
《Do) ,CD3) ,因而 以 这 些 基本 性 质 作 为 公理 来 建立 折 扑 诬 理 褒 ， 也 
许 是 更 为 相宜 的 ， 胡 兴趣 的 读者 可 以 参看 [4]. 


$ 6.6 不 动 点 定理 


自从 本 世纪 初 Brouwer 和 Banach 提出 了 两 个 著名 的 不 动 
点 定理 之 后 ， 不 动 点 理论 成 了 讨论 各 类 方程 解 的 存在 叭 一 性 的 重 
要 工具 .鉴于 通常 的 基础 泛 鞋 分 析 敏 程 却 介绍 了 Banach 的 压缩 
映射 原理 ， 所 以 本 节 前 平 部 分 将 降 于 介绍 四 紧 集 上 映射 的 不 动 点 
定理 , 共 中 包括 Brouwer 不 动 点 定理 ,Schauder 不 动 点 定理 以 及 
有 关 的 问题 ， 这 里 ,证 明 Brouwer 不 动 点 定理 时 ， 我 们 用 了 $5. 4 
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所 介绍 的 Brouwer 庆 的 方 站 ， 本 节 后 平 部 分 利用 非 紧 性 测度 的 
概念 讨论 了 集 压缩 映射 不 动 点 的 存在 性 , 最 膏 , 还 介绍 了 关于 多 值 
映射 的 Kakutani 不 动 点 定理 , 


5.6.1 Brouwer 不 动 点 定理 

设 全 是 R" 到 自身 的 映射 ， 容易 知道 :讨论 全 的 不 动 点 ， 即 导 
求 上 映射 J*) 二 2 一 Tz 的 零点 ， 由 KKronecker 存在 定理 , 只 要 了 的 
拓扑 度 丰 为 0 必 有 零点 存在 ， 于 是 ,问题 化 为 讨论 了 的 度数 ， 由 
同 伦 不 变性 ,这 又 等 价 于 考察 是 否 有 一 个 度数 不 为 0 的 映射 (例如 
了 与 了 同 伦 . 

定理 1 (Brouwer) 设 吕 是 R* 中 的 有 界 团 瑟 人 沫 ， 上 县 射 于 ; 
人 一 连续 , 则 必 有 zoE 人 ,使 得 Tz0 一 zo. 

证 首先 ,不 妨 设 05 人 2, 否则 ; 任 取 409, 用 一 8， 工人 十 区 
~a# 代 亏 原 来 的 号 和 Tz 讨论 即 可 ; 其次， 不 姑 设 吕 含 有 内 点 ， 否 
则 , 用 spang 代 蔡 及 即 可 ; 同样 可 知 ,我 们 不 妨 设 0 为 映 的 一 个 
内 友 . 

如 于 在 3 从 上 有 不 动 点 ， 则 定理 已 证 ， 今 设 了 在 3 人 上 无 不 
动 点 , 考 赛 映射 

BAT)=7—iTx, 01XE 雪 ， 
显然 ,hlz) 是 两 元 连续 函数 ， 且 0E8 130)， 由 性 质 (Da 及 (0D， 
得 
deg(I—T,0,.0) =deg{T, 0,0)=1, 

这 样 ,利用 ronecker 存在 定理 ,I 一 了 在 全 中 必 有 零点 ， 设 为 x0， 
即 得 Tx0= zo， 证 毕 . 


5.6.2 Schauder 不 动 点 定理 
Brouwer 不 动 点 定理 可 以 推广 到 赋 范 线性 空间 中 任 一 非 空 
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凸 紧 集 到 自身 的 上 映射。 为 此 , 先 引 入 一 个 特殊 的 凸 紧 集 ， 
定义 称 ?空间 的 子 集 


C= zlz= (Zi ae lz i 二 1,2, "| 


为 Hilbert 立方 体 ， 

容易 知道 ,C 是 1 中 的 凸 紧 集 ， 

引 理 1 设 开 是 赋 范 线性 空间 , 开 是 天 中 的 西 紧 集 ， 则 必 存 
在 玉 上 的 线性 映射 9, 使 9( 玉 ) 是 0 中 的 是 紧 集 ,而 且 9: K>g CK) 
是 间 胚 蜡 射 ， 

证 不 妨 设 KCt{zilx1 志 1}， 由 于 下 是 紧 集 , 所 以 Span 天 可 
桥 , 取 可 列 集 83= {fzol#= 1 2 …]， 使 得 号 铀 于 span 五 ， 对 每 个 ny 
取 fuE 瑟 *， 使 得 


fen) lesl, fol =i. 


六 


作 上 映射 9: 车 ， 
gt (CFF) falz), 1), TEX, 
显然 ,9 是 互 到 电 的 有 界线 性 算 子 ,9( 五 ) 握 吕 
今 证 9 在 span 下 上 是 单 射 ， 实 际 上 ,者 *,yEspan 下 ，z 拓 纺 取 
2rEB 使 jza| 盖 上 一 9 一 2 于 是 
(fC2) —f a fr) | |fr Cs—¥— rn) | 


lan ey wl 
> 0. 


因为 9 是 紧 集 左上 的 连续 单 射 , 故而 9 是 下 与 9(E) 之 间 的 同 凸 . 
由 于 9 是 线性 同 肽 ,因此 9( 吾 ) 也 是 帆 紧 集 ， 证 毕 ， 

引 理 2 设 F 是 C 到 0 的 连续 映射 , 则 必 存 在 3E0, 使 得 F(9) 
=y. 

证 作 形 上 的 算 子 Pu: 


已 。(T1， a "1) 一 (EE ry Ts 0, *), 
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显然 ,PitO) 可 以 视 为 及 "中 的 晤 紧 集 ,Pi 是 P,(0O) 到 自身 的 连 
续 上 映射 ， 出 Brouwer 不 动 点 定理 ,存在 不 动 点 x'*EP。CC). 于 是 
plrnD, Fem)) 


=p(PsP(z"), Fs")) SE 并 圳 、 (1) 


i-n+l 


由 于 了 (zs1)EC, 二 而 存在 收 煞 子 询 {FC 人)}. 设 有 lim Pir'*s) 
一 ye0, 由 (1) 可 得 limz"0 =y， 在 (1) 式 两 这 取 % 一 nws 令 >00， 
利用 二 的 连续 性 ,得 
即 F() 二 #4. 证 毕 . 

3| 理 3 设 太 是 忆 中 的 一 个 非 空 同 紧 于 集 ，F 是 五 到 五 的 这 
续 映 射 , 则 必 存 在 yEKK, 使 得 F(8) 一 . 

证 对 #E0, 取 p(tz)EK, 使 得 

lz— p20 infhz— yl 
由 变 分 引 理 可 知 , 这 样 的 (x) 是 存在 且 唯 一 的 。 邻 证 
POE Hr) 

是 连续 映射 ， 为 此 , 设 2>#， 对 {Pp(zw) 站 的 任 一 子 列 ; 由 下 的 紧 性 
知 必 存在 收 误 子 列 , 设 p(x,,)->2E 政 ,内 于 

Ee 
令 束 习 c0; 得 ]z 一 2z 夺 x 一 2 和 二 (2) 的 取 访 可 知 z 二 Pp(2)， 
从 而 PCY 一 P(XT)(R->00), 贡 卫 连续 ， 

考察 上 映射 Bp3C->Cy 它 是 连续 肌 射 ， 由 引 理 2， 必 存在 不 动 
点 纪 因为 人 2 所 天 ,页 而 拓 才 ,但 此 时 下 的 三 扩 所 以 

Fl) = 

妈 g 是 耳 的 不 动 点 。、 证 华 . 

定理 1 (Schauder) 设 时 尽 典 范 线性 空间 ， 萃 是 于 中 的 
凸 紧 集 , 陕 射 : 玉 -> 连续 , 则 必 存 在 8E 瓦 ,使 下 (所 = 


Ply, PA) = 0, 
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证 由 引 理 1, 存在 线性 上 映 鹿 9, 使 9: 玉 >g(K) 是 同 腔 映射 ， 

而 gt) 是 如 中 一 个 凸 紧 集 ， 注 意 到 喘 射 
g°Pog :gt KR) >gt Kk) 
连续 , 由 引 理 3, 存在 zEg《 下 ), 使 得 
g°F-g (2) 一 2 

取 =9g (2), 则 有 YS 及 而且 下 CD 一， 证 毕 . 

引 理 4 设 五 是 Banach 空间 ,六 CX 为 完全 有 界 , 则 天 的 同 
闭 包 co 下 是 紧 集 . 

证 因为 开 是 完备 空间 , 所 以 上 只 要 证 明 coK 完全 有 界 . 设 。 
>0， 因 为 无 完全 有 界 ; 礁 友 在 攻 !，,…, 2sj} 忌 下 ;使 


一 所 
xcUote 和 仙 


记 Kl=co({z Zn -jet- > tigrs ti 0, ti= 中 对 多 
上 1 


f=l 
EcoKK, 必 有 y= yt 其 中 ss Ym 攻守 0， >) 二 1， 设 
1 fel 
zEK, 记 nw(z) 是 1,…,# 之 一 ,使 得 lz 一 sacl 了 .于是 
ly— Eing) l= 1Et Cy — zn00) |< 3 
但 Ziizniyn Es 故而 ， 
-一 ££ 已 
coKC LU o(z,$)c U of(r 3) 《27 
三 EVDEE 王 必 右 [ 
考察 映射 P: 
{Bis Ens 1s on) fz 
t=1 


它 是 [0,1] Xx… x [0,1] x {21} x*…x {za} 到 二， 上 的 连续 映射 ,从 
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而 KK, 紧 , 因此 天 必 有 有 限 卫 -网 fh，…,m]。， 由 《2) 式 易 知 {和 hi， 


km} 是 coK 的 有 限 -网 ， 证 毕 . 

定理 2 (Schauder) 设 瑟 是 Banach 空间 ,下 是 下 中 的 
屿 闭 集 ,是 下 到 玉 的 连续 映射 ,CKE) 是 下 中 的 紧 集 , 则 必 存 在 ?# 
SSK, 使 得 Fty) 一 9. 

证 记 瑟 =F(K), 则 上 CK 由 引 理 4 可 知 c0KK， 是 则 紧 
集 ,而 下 是 凸 闭 集 , 所 以 coKK! 呈 扩 ， 叉 显然 有 

FecoKEN) CEFR)C ceo. 

国 而 下 可 以 视 为 同 紧 集 coK, 到 自身 的 连续 映射 。 由 定理 1 可 知 ， 
必 存 在 Eo,CF(K), 使 得 了 (好 = 证 毕 . 

利用 Schauder 不 动 点 定理 可 以 得 到 关于 一 族 交 换 伪 射 映射 
的 公 闪 不 动 点 的 存在 性 . 

定 允 设 开 ,了 为 线性 宣 间 ,映射 性: 互 -> 了 满足 对 任何 x, 失 
瑟 ,ay 月 320,& 二 用 =1 均 有 

Fart A =aF(2) + Br (y), 

就 称 开 为 仿 射 映射 . 

定理 3 设 互 是 黑 范 线性 空间 , 玫 是 训 中 的 止 紧 集 , 胸 一 人 到， 
[as 人 是 五 一 下 的 连续 仿 射 映射 的 交换 族 , 则 必 有 yEEK， 使 得 
(的 一 纺 AEA. 

证 对 颈 4, 用 如: 表示 英 射 殖 : 玫 一 下 的 不 动 点 全体 由 定 
理 1,, 志 凡 ，、 由 于 下 ;是 连续 的 ,所 以 六, 是 闲 集 ;又 由 于 下; 是 仿 
射 映射 , 易 知 5 是 西 集 , 所 以 5 是 凸 紧 集 ， 今 证 


门 Sis 允 


| 
即 可 ， 为 此 , 只 村 证 明 {8;| 桥 人 具有 有 限 交 性 质 ， 设 下 下 
多 ,对 应 的 不 动 点 集合 为 5 当 % 二 1 时 , 态 夺 名, 设 当 ;< 
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i 并 一 上 
a 门 Si 多. 对 ze 门 So, 有 
Lt t=l 
FAFAED = FAFATD) = Flr) j=1,"*,n—1, 


因此 ，Fu(z)E 站 84， 从 而 有 
办 一 1 性 一 1 
| 门 sj 门 S， 
t=1 时 天上 
n—t 
再 一 次 利用 定理 1, 即 知 存在 z€ 门 5;, 使 得 下,(z) =z, 也 就 是 说 
儿 是 Py Pn 的 公共 不 动 点 , 证 毕 ， 


5.6.3 非 紧 性 测度 


从 上 一 段 容 易 看 出 ， 册 Breawer 不 动 点 定理 推广 为 Schau- 
der 不 动 点 定理 ， 希 要 展 助 某 种 紧 性 条 件 ， 为 了 适当 地 减弱 这 类 
条 件 , 我 们 引入 非 紧 性 测度 的 概念 . 

定义 设 革 是 度量 空间 , 2 是 节 中 的 有 界 集 , 记 

ct) ==inf{&| 存 在 有 限 个 集 8 己 瑟 ,diamSisg，USDOD) 
称 %(09) 为 虽 的 非 紧 性 测度 , 

由 定义 容易 知道 ; 2 是 完全 有 界 集 的 充 要 条 件 是 ql0) =0. 显 
然 , 若 昌 和 人 均 是 子 中 的 有 界 集 , 那 末 

QTD ,2) oa) 
a UD) = max(a(l) CD 
oH) =—a(0). 
定理 1 设 五 是 完备 的 度量 空间 ;1{4,} 是 开 中 一 询 单 调 下 降 


的 非 空间 集 ,a(4J ->0, 则 4= 门 4 是非 空 紧 集 . 
证 容易 知道 ,只 要 任何 形 如 zwEd 的 序列 {zn} 均 有 收 合子 
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烈 , 则 4= 门 4 必 为 非 空 紧 集 . 
设 zsE 4s (一 1, 32) 由 定 闵 ， 存在 有 限 个 集 Sm, 满足 dia- 


ny 1 Cn) 
ma a(d,) 二 Ee DA 


出 于 {wy 32 全 4 故 有 某 个 有 包含 一 无 穷 子 列 ， 设 为 {z,， 
wis) 其 中 之 和 之 这, 

又 由 {wes Yio，"…} 叶 A42， 豆 有 茶 个 8H 包含 一 无 窍 子 列 ， 设 为 
{ss js 站 其 中 PE 

如 此 递 推 ,得 一 列子 序列 ， 依 砍 取 每 个 子 列 的 第 一 个 元 , 构成 
一 个 新 的 子 序 列 {fzwy x1,，… 中 对 任何 和 刀 易 知 


{ns Tass CS) 9 
因为 diam8 由 <a(44) 十 天 -0, 所 以 {zn} 是 基本 序列 、 由 X 的 完 


备 性 可 知 它 必 收 化 ， 证 毕 . 

现在 设 也是 峰 范 线性 空间 , 昌 和 如 | 是 三 中 的 有 和 愉 集 ， 容 易 
看 到 

(40) = [Mgtn), 
oR + Eo) an), 

其 中 A 和 0={Ar1zED},91+ 人 ={z+y (rED ,ye 1}. 

引 理 1 设 只 是 赋 范 线性 空间 斑 中 的 有 界 集 , 则 

diam® ~ diam (eco). 

证 显然 ,diam 人 三 diam tcetH)， 如 果 存 在 + ,JEcOf28， 使 得 
lz—yi>diamd, ia 0 一 Or diamf), WYER. 

如 果 日 CD01 因 旭 ,是 册 集 , 它 必 包 含 co ,此 与 9 人 0, 开 盾 ; 旭 
果 存 在 zEfMN 1, 则 [zs 一 z[>>diam8, 记 人 二 00z, diam0) , 则 从 己 
2 但 2; 是 同 集 ,所 以 它 包 含 co2， 因 而 1s 一 丰 < 委 diamP， 这 又 
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是 矛盾， 证 毕 . 
定理 2 设 互 是 昭 范 线性 空间 , 介 是 也 中 的 有 界 集 , 由 
eo =a(0). 
证 只 村 证明 &(02)==a(lcoQ)， 实 际 上 ， 只 要 证 «(ct00) 志 
oa( 昌 ) 即 中 、 分 三 步 来 证 明 结 论 ， 
(iD 肥 emwta) 设 3 对 入 昌 ,diama<e 人 一 1 
好， 不 妨 设 名 玫 吕 .， 取 s 使 得 对 让 三 1 
dianmci < er<ey 
由 引 理 1, diam (eoSD se:， 考 罕 及 "的 子 集 4: 
4 一 {a= CA es An) [a0 = 1 2)s As =1}, 
对 应 于 罗 作 了 (DC 臣 : 


YA 王 4 |z 一 六 jzpatEcoSt 一 1, rr | 
t=1 
邻 证 diamY (2 el 实际 上 ， 庶 证 9 yEY (A ,t= EA 二 之 
95 其 中 zoo9:Sce054, 则 有 
1s—y lA Eh diamt(eo8) Se Eh = er 


di) 记 了 (= 门 了 OW, 则 了 CD =co2， 实际 上 ;显然 CC 


AE 
了 (DD, 区 对 ,EY (中, 设 242= 之 Nz y= Eu 这 里 4= (4 
qu)， 此 一 (CR 和 HEA; Tiy EcoN (+ =1, ap n). 对 
{0,1), 考察 z= 二 hz 十 蕊 一 有 易 见 
总 一 Dbz 

其 中 如 一 天 必 十 {1 一 Hi， 2 一 {六 i 十 {1 一 下 7 ny) /RA 十 1 一 
和 中， 所 以 zxSEF (C0) CFCD ,这 说 明了 (四 是 山 的 ， 又 显然 了 (4) 
C60, 因此 ,了 Cd) ==co0. 

(iii) 对 7>0, 记 了 (ND 的 #7 邻 域 为 [了 CD] 对 给 定 的 4E4 
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和 1>>0, 存在 £2 汪 0, 使 得 i124 一 p21 二 ez 叶 
YHA) CLY (AD 


由 于 4 是 娶 集 ， 故 存在 4 中 有 限 个 点 宙 ,-…,i 的 3 领域 入 1,… 


NW,, 使 得 (NW; 了 4, 但 
了 1 
FONDECIF A 1], (AEN, $=1, My 切 ， 
取 n 二 计 (e 一 e)， 则 对 了 了 ==1*…， ps 


diam(Y (CN) diam([Y 07] ) Ediam(Y an 十 29 
El 二 20. 
因此 , 由 


COM =F(A) 一 Uj FONy) 
了 =1 
和 diamftY( 三 D)<e, 得 到 atcot)sea(20)， 证 毕 . 


5.6.4 全 压 缩 映 射 的 不 动 点 


通常 的 压缩 映射 是 指 两 点 闻 的 距离 被 压缩 ， 集 压缩 映射 则 是 


指 把 集合 的 非 紧 性 测度 压缩 . 


定 多 ”没有 是 庭 量 空间 ,f: 卫 -> 耻 是 过 续 映 射 ， 如果 存在 让 


of (AN) ER dA), 
则 称 了 为 集 压 编 映 射 ， 


定理 1 设 四 是 Banach 空间 ,天 是 互 中 的 有 界 闭 凸 集 ， 玉 五 


-> 是 集 正 缩 峡 射 , 则 于 在 下 中 必 有 不 动 点 . 
证 ” 作 臣 的 一 列子 集 {下 ,} 如 下 : 
Ki=cof (K), Ks—cof (Ks) ,f=2,3,.* 


最 然 , KK, 习 Ka % 二 1,2,…; 易 知 门 Ks, 是 一 个 闲 西 集 , 今 证 它 是 
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紧 集 ， 实 际 上 ,到 EE[0,1), 使 得 
ad Eke(A) 
对 世 的 一 切 子 集 4 成 立 , 于 是 ， 
olK) =aCof (Ke) =a(f (EK, 1)) kat Ky 
oak), 


因为 <1, 所 以 lima(Kw) =0, 从 而 门 K。 是非 空 凸 紧 集 ， 因 


下 站 站 于 多 nhl 所 以 
{ 站 Kn 六 Nn 五 
-1 中 一 1 


由 5.6,2 定理 1,f 在 让 天。 中 存在 不 动 点 ， 证 毕 ， 


电 一 】 


5.6.5 条 值 映 射 的 不 动 点 


最 后 介绍 关于 多 值 映 射 的 Kakntani 不 动 点 定理 ， 为 此 我 们 
先 引 人 若 于 基本 概念 . 

定义 、 设 ,7 为 度量 空间 , 用 27 表示 了 的 子 集 全 体 , 称 开 到 
27 的 映射 为 多 慎 映 射 . 

对 多 值 上 映射 ;五 一 27, 称 蕊 xx 了 中 的 子 集 GC)={ x, 护 | 大 
f(z)} 为 f 的 图 形 . 

定义 ”多 值 映 射 :下 一 27 称 为 在 zE 下 处 是 闭 的 ， 是 指 从 zx， 
一 x 其 中 YSf xs) 可 导致 9EJ(z)， 如 果 于 在 每 一 点 均 是 
闭 的 , 则 称 了 为 朋 映 身 ， 

显然 ,了 是 闭 映 射 的 充 要 条 件 是 CC) 为 王 xY 中 的 闭 集 . 

定义 ”多 值 映 射 ;下 一 27 称 为 在 点 ze 久 处 上 半 连 续 ， 是 指 
对 包含 fC7) 的 任 一 - 开 集 要, 必 存 在 * 的 邻 域 P， 使 得 fa) CD. 
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如 果 在 每 一 点 上 了 都 是 上 半 连 续 的 ; 则 称 了 是 .上 半 连 续 的 映射 . 

引 理 1 设 了 是 紧 集 ,多 值 映 射 了 :着 一 27 是 闭 映射 , 则 了 是 上 
半 连 续 的 . 

证 设 zEX, 开 集 吕 DfACz)， 今 证 集合 ={zEX|f(z) CD 
是 开 集 , 即 天 一 {2E 瑟 上 (共和 站 (VD 兰 好) 是 闭 人 党， 实际 上 , 如果 
{a9} 全 有 NF, za->2 则 必 能 取 到 osf (zw 人 (TND)。， 由 了 的 紧 性 ， 
可 取 到 子 序 列 {95,}; 使 得 gr 一 YS 了 NU 因为 了 是 闭 映 射 ,所 以 y 
(22), 故而 #8Ef 门人 要, 屿 得 zeXN\V， 证 毕 . 

定义 ” 设 有 多 值 暴 射 产 王 一 2 ， 如 果 存 在 roSX。， 使 得 woE 
了 Cz0); 划 称 zo 是 子 的 不 动 点 ， 

定理 1(Kakutani) 设 瑟 是 Banach 空间 ， 此 是 并 中 的 非 安 
凸 紧 集 ,器 射 产 天 -2 是 闭 上 映射 ,而 且 对 每 个 点 zEK，fCz) 均 是 
集合 五 的 韭 空 凸 子 集 , 则 蜡 射 了 具有 个 动 点 . 

证 由 下 的 紧 性 ,对 任意 。 壮 0, 存在 有 限 e- 网 x,,，…,7z,,; 定 
避 下 上 的 非 负 阔 数 

PT) = max(0,e— lr—z,.)) EE,1t=1,2,.…,n(e). 
显然 ,Pp,, 在 上 连续 ,有 对 任意 的 xE 玉 ,至 少 有 茶 个 i 司 PCz)》 
盖 0， 定 区 


v.57)= PA/ Bos) =1,2,, Me) 
并 


取 % 个 点 9 了 (20); 作 ,:K 一 到 
f AL)= Dv TY. 
了 ,是 单 值 连续 上 映射 ， 由 所 6.2 定 理 1， 存 在 x,EK， 使 得 f(z.) 


一 出- - 
再 利用 五 的 紧 性 , 可 以 得 到 一 列 正 数 {8s} 和 zx*EK, 使 得 


limes =0, go > fi, CF) 一 7 
， 性 - 喇 = 


8 和 不 动 点 定理 dd1 


舍 证 Cf) 0 一 {9 [ly 6 (6-0), Uma*) +0,, 
容易 看 出 只 要 证 明 x*& 门 上 Us， 即 能 直 f(z*》 的 限 必 得 到 x+ 


可 产 有 
flr*). 
对 任意 的 56>0,0, 是 西 开 全 , 且 了 GCTUs， 由 中 理 1， 可 以 
到 到 球 五 .一 节 | zz 一 z 直 <e) 使 得 六 下 JJCEo 再 取 正 整数 w ,使 


8> 入 时 ,en 了 有 YR 注意 到 Uomo (zs) >>0 时 


[Ee 一 站 二 jz 一 oj <es 十 二 <e 
其 中 8 C80) =ews 对 这 样 的 语 重 有 
gn Ef teeny) CF OR,) TCU. 
另 一 方面 ， 
Ze fe (Te) = ED, np CR) Yn) 
由 ;的 几 性 可 知 3..S505 邻 n>00; 则 有 4*EV CUss, 这 台 得 到 
Tx*€ No.. 证 毕 , 


附录 rouwer 不 动 点 定理 的 
分 析 证 明 


设 # 是 自然 数 , 记 吾 " 一 在 ER s1 8 一 人 ER 一 让- 

引 理 不 存在 B* 到 SS"! 上 的 连续 可 微 上 映射 使 得 加 的 每 个 点 都 蚌 这 
正 射 和 的 不 动 点 . 

证 用 反 证 法 ， 设 了 是 B"* 和 到 5*"! 上 的 连续 可 艇 映射， 并 且 8 的 每 
个 点 都 是 了 的 不 动 点 . 令 

yl(r} =f(r) 一 区 EB" 
fw) =z ta = (1— rt tf ED 
由 于 #9# 是 连续 可 答 的 ;所 以 有 常数 c 使 得 
ge) —9 Ca) Soly—al Ya yéBn, 


如 果 Ol, yEB" 使 所 C8) 一 疡 (的 ， 则 
zx—3)|= ls — to ilelly —2), 
因此 z= 妨 即 当 0<t< 二 时 , 声 是 可 到 到 中 的 单身 ， 


9 是 多 个 实数 Ta 的 取信 于 民 * 的 上 映射， 由 于 关子 zzay 
zn 的 -… 阶 偏 导 数 一 致 让 界 ,Jacobi 是 阵 是 


2f SE) =1 1 39 2 
{2H "Bar = 十 人 人 33 Dro C1} 


其 中 了 ,是 名 阶 单位 阵 ,因此 有 正 数 ts， 使 得 当 0 所 + 所 二 时 ,天 的 Jacobi 拭 
阵 是 性 奇 异 和 的 ， 这 时 ;和 由 上 反 函 数 定理 ,了 将 B" 的 内 部 上 映 成 下 集 人.( 忆 B")， 

任 取 zE[0,t0], 考 虚 集 昌 ， 如 果 2 村 好 20E 有 8"， 连 结 zo 与 GG 中 的 点 加 
在 线段 和 上 取 点 加 是 昌 ; 的 边界 点 ， 由 于 f(8" 小 是 紧 集 , 因此 gEj.(B")， 
从 而 有 zoEB? 使 六 (za) 一 大 但 因 所 风 ze8 1!， 由 作法 ,AS* 中 的 点 
都 是 六 的 不 动 点 ,f(zt) 二 zo， 表 因为 yo 在 线段 zogy 寺 ， 可知? 一 加 ， 所 以 布 在 
人 中 的 如 "中 的 点 在 S" 中， 即 人 一 有 NS 1 了 是 淇 射 。 国 此 , 当 #E[0, 803 
时 ;了 是 Br* 到 Br" 的 双 射 . 

对 于 zfi0,1]， 考虑 积分 


附 庚 ”Brouwer 不 动 点 定理 的 分 析 证 明 443 


79 -| ,| -aed 下 “ha ds, 


当 #10, tt 时 ， 由 体积 的 计算 公 臣 可 知 了 4) 二 VtVs 是 Br 网 体积 )， 但 由 
(1) 式 , 显 名 基 要是 主 的 多 项 式 ， 因此 YtEL0;1],7(1) 二 VV， 热 而 起 即 为 下 
于 了 于 一 1， 固 直 


名 _ 
巡 f= 1] 各 
af af 
要 寻 ,= 
e We; 训 0 YréEB", 


所 以 (DD) 一 人 与 1 人 二 VFs>0 巴 盾 .证 毕 . 

推论 ” 设 了 是 了 到 B* 中 的 连续 可 微 上 映射, 则 于 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

证 用 反 证 苦 , 如 果子 是 五 "到 下 * 中 的 连续 可 微 瑞 射 , 也 了 在 8B* 中 无 不 
动 虑 ,对 于 x€B", 以 了 (0 为 起 点 ,连结 (4) 与 4 作 半 直线 , 它 与 5! 的 交点 
记 汶 8x)， 这 样 作出 的 8 是 B" 到 8"71 的 连续 可 微 映 射 , 且 58"! 中 的 点 都 是 
#9 的 不 动 点 ;与 引 理 蒜 慎 ， 泛 毕 . 

定理 (Broawer 不 动 点 定理 ) 设 了 是 BB? 到 B" 中 的 连续 映射, 划 于 至 少 
有 一 个 不 动 点 ， 

证 由 Weierstrass 一 玫 间 近 定 理 , 对 于 Y=1,2,3,“…, 有 多 项 式 P,( 阳 
P, 的 每 个 分 量 均 为 zy yzs 的 多 项 式 )， 使 


Jf P(E YacB". 


在 五 "上 ， 再 作 恕 ， 区 下: 
Px) 当 | 上 Po 和 1 时， 


了 _ 到 可》 
Tea 当 上 P,(z) 有 >1 时. 


于 是 , 短 个 晶 , 是 吾 " 到 如" 的 连续 可 徽 映 射 ， 由 引 理 的 推论 。， 对 有 不 动 点 zf 
B" (y= 二 I，2，…)， 在 人 %} 中 必 有 有 收效 的 子 点 列 ， 不 妨 设 们 ,是 收效 的 ， 设 
I 一 zB" ;二 是 


本) 一 


[fge) — zoll lf zo) 一 下 十 有 (ea 
一 各 ,fo 十 jz 一 2 
坊 y>coy 录 得 了 (xz 一 zy 因而 了 有 不 动 点 za 证 经 ， 
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《主要 避 高 和 主要 定理 }》 
_ Oi~ 5. 
一 图 紧 ~ 5, 
下 半 连 续 汉 滁 5. 3.2 由 | 向 量 慎 函 数 
一 的 蓄 导 数 1. 
五 ”可 一 的 强 导 数 1. 
平稳 随机 过 程 2.5.3 儿 平 可 分 值 的 ~ .1, 
可 测 变 独 2.4.3 可 分 慎 和 的 ~ 1, 
正 元 二 .5. 和 4 弱 可 测 的 人 1. 
正则 元 4.1.1 芯 连 续 的 一 1. 
正则 点 4.1.1 强 可 测 的 ~ 1. 
正常 元 4.5. 1 强 连 续 的 ~ I, 
正 证 函 4.4.3 | 向 量 值 浏 度 1. 
是 集 3.3,1 ~ 的 可 列 可 加 性 l. 
凸 证 地 5.3.2 ~ 的 绝对 连续 性 1， 
对 全 4. 4.1 一 的 及 adon-MNikodym 
代数 4.1.1 性 质 
Banach~ | 4.1.1 半 有 界 族 差 的 一 1. 4. 
对 称 Banach~ A.4.1 有 界 变 美的 一 1. 4. 
Ot 4.5,1 _ 
Von Neumann~ 有 .5.3 七 四 
Wiener~ 4.1.4 | 极限 
Banach~ 3. 4. 
人 画 妇 纳 ~ 3， 
同 版 3,1.4 投影 一 3， 
同 态 3.23.1 | 条 件 
同 伦 5.4.51 局 部 Lipschitz~ 5， 


由 ”5.3.3 才 示 第 五 章 33 第 2 有 段 .。 
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Palais-Smale ~ 


局 部 极 小 
八 [= 

迫 种 

乘积 ~ 

诱导 ~ 

商 ~ 

能 ~ 

弱 上 习 

有 界 能 > 人 ~ 

BHF 的 ~ 
拓 护 诬 

~ 的 标准 性 

一 的 可 如 性 

人 的 同 伦 不 变性 

Brouwer~ 


Leray-Schauder~ 
空间 
拓扑 ~ 
度量 一 
线性 ~ 
拓扑 线性 ~ 
局 部 四 一 
固 一 
桶 式 ~ 
赋 范 线性 ~ 
Banach ~ 
Frechet~ 
Mackey~ 
Hilberti~ 
定理 


3.1. 
3.1. 
3, 3. 
3.3. 
3.3, 
3. 4. 
3. 4 


5.4.5;5.5. 
5.4.5,5.5. 
5. 4.55.5. 
5, 4. 
5.5, 


3.1. 
3.1. 
3. 2. 
了 . 3. 
3, 3， 
3. 4 
3, 4. 
3, 4. 
3.4. 
二 
3.4. 
3, 4. 
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开 喘 射 一 

到 范 数 ~ 
逆 算 子 ~ 

谱 分 解 ~ 
一 致 有 愉 全 
切除 ~ 

局 部 反 困 数 ~~ 
简化 ~ 

冬 积 一 

隆 玫 数 存 在 ~~ 
Abe1 退 历 ~ 
Alaoglh~ 
Birkhoff 个 别 遍 历 一 
Brouwer 不 动 点 ~- 
Dunford~ 
Hahn-Banach~ 
Kakutan 永 动 点 习 
Kronecker 存在 ~ 
Leray-Schauder~ 
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wl 


Mackey—Arens—™ 
Poincare-Bohl~ 


Sard~ 

Schauder 不 动 点 一 

Sione~ 

Stone- Weierstrass~ 

Vitali-Hahn-Saks~ 

Von Neumann 平均 
遍历 ~ 

Wiener~ 

Tenphann-Haimapr~ 

KpefH-MHIbMAaH 


3.4.4 
3.4.4 
3.4.4 
d.5.3 
3.4.2 
,4.5,5.5,3 
5.2.3 
,8.2 
.4.5，5.5.3 
5.3.2 
2.4.4 
3.3.5 
2.4.2 
5. 6.1 
1.4.4 
3.3.2 
5.6.5 
.4.5,5.5.3 
3,3.6 
3.4.3 


,44.55.53 
5.4.2 
后, 日 .全 
3.5.22 
4.2.1 
1.d.7 


2. 4.2 
.2. 4 
4.5, 1 
3.3.6 


_ E 引 [ ad? 
Kpefia-IDmynpai ~ 3 4 Haar~ .3.2 
THXOHOB~ 3.1.5 Petiis~ 1.3.1 
表示 4. .名 Riemann~ 1.1.3 
既 约 忆 用 ,和 .22,4, 4.3 
Tenxpbhann~ 用 品名 十 一 画 
线性 算 于 基 
-~ 5,. 1.3 Hamel~ 3.2, 1 
有 界 3- 一 5.1.3 Schavder~ I.4.4 
和 对称 nm- 人 ~ 5. 1. 3 志 界 完备 Schauder~ 1 生 . 洗 
其 有 Rigsz 表示 的 算 子 1,.4.5 ， 
单 参 数 西 算 子 基 2.5.3 十 二 画 
非 紧 性 测度 5.6.3 | 集 
抽象 Cauchy 问题 2. 3.9 定向 一 3,.1.1 
紧 ~~ 3.1.4 
九 加 | 有 界 ~ 3.3. 4 
映射 完全 有 界 一 3,2.4 
Or 5.2,.1 克 衡 一 3.2. 了 
仿 射 ~ 5.6.2 | 吸收 ~~ 3.2.4 
全 连续 ~ 5.5.1 完备 一 3.2.6 
光 值 忆 5. .5 _ 
闭 的 多 值 一 5, 6.5 十 三男 
上 半 连 续 的 多 值 ~ 5. 65 | 微分 
集 压 编 一 5. 6.4 ES 5,1.1 
紧 ~~ 5.3.2 强 ~ 5.14.2 
保 测 变 换 2.4.3 高 阶 弱 ~ 5.1.3 
商 阶 强 一 5.1.3 
十 画 滤 子 3.1.5 
积分 超 一 3.1.5 
等 子 什 函数 的 ~ 1.3.4 Cauchy ~ 3.2.6 
数值 鹏 数 甘于 向 量 值 洲 诬 十 四 画 
的 一 1.4.8 
Bochner~ 1.3,2 ! 算 子 半 群 


一 用 


4 未 者 

平移 ~ 2.1.2 | 。” 算 子 伪 可 汕 函 数 
C4 类 ~ 2.2.1| 谱 点 

Go 类 人 的 无 穹 小 母 元 2.2.1| 说 

cu 类 庄 缩 ~~ 32.2.51 浅 半 径 
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